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Introduction

Un des objectifs fondamentaux de la théorie des anneaux est d’organiser la réflexion autour
de la résolution de systémes d’équations algébriques en plusieurs variables. C’est 14 un probléme
central en mathématiques. Déja, le cas particulier des solutions dans C d’une seule équation & une
inconnue correspond au théoréme fondamental de 1’algébre, et c’est 'objet d’étude de la théorie
de Galois. Comme autre cas spécial, on a les systémes ot toutes les équations sont de degré 1, qui
donne sa raison d’étre a l'algébre linéaire. Il est aussi inévitable de mentionner le lien avec la théorie
(algébrique) des nombres et le célébre théoréme de Fermat ! prouvé par Wiles?, sur I'existence de
solutions (ou non) de I’équation

"yt =2", n € N.

Enfin, les solutions de systémes d’équations polynomiales correspondent aux variétés algébriques,
l'objet d’étude de la géométrie algébrique; et ce n’est pas tout.

On s’intéresse par exemple & la résolution d’un systéme d’équations, comme

23+ 4y° -3y =0,

22+t -1=0.

Les équations polynomiales jouent un réle dans de nombreux domaines d’applications de la mathé-
matique. Elles apparaissent naturellement en robotique, théorie des codes, biologie mathématique,
théorie des jeux, intelligence artificielle, sciences économiques, statistiques, et de nombreux autres
contextes. Cela est entre autres rendu possible par I'introduction d’outils de calcul symbolique
performant, et la théorie joue un role important dans I’élaboration de ces outils. Pour s’initier a leur
utilisation, le chapitre 9 du livre Calcul mathématique avec Sage®, est une excellente référence.

Les notions de la théorie des anneaux jouent un roéle prépondérant dans de nombreux domaines
des mathématiques, comme : la théorie de la représentation des groupes et des algébres, la topologie
algébrique, I’analyse fonctionnelle, les Ad-anneaux ; de méme qu’en physique mathématique.

1. Pierre de Fermat (1601-1665).
2. Andrew John Wiles (1953 ).
3. Disponible gratuitement sur le web : http ://sagebook.gforge.inria.fr.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fermat.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Wiles.html
http://sagebook.gforge.inria.fr
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Chapitre 1

Anneaux et corps

1.1 Introduction

La notion d’anneau est 'une des plus importantes de ’algébre abstraite. Pour en savoir plus sur
son origine, voir

e mathshistory.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Ring theory.html, ou

e wikipedia.org/wiki/Théorie des anneaux

1.2 Définitions de base

1

Définition 1. Un anneau (A, +,-) est la donnée d’un ensemble A muni de deux opérations ", la

somme (ou addition) et le produit (ou multiplication), telles que :

(i) le couple (A, +) est un groupe abélien, dont 1’élément neutre est noté 0 (ou parfois 04), et
I'inverse additif (I'opposé) de a € A est noté —a, c’est donc dire que

a+(-a)=0=(-a)+a;

(ii) le produit est distributif & droite et a gauche par rapport a la somme, c.-a-d. pour tout
a,b,ce Aon a

a-(b+c)=(a-b)+(a-c), distributivité a gauche,
(b+c)-a=(b-a)+(c-a), distributivité a droite;
(iii) le produit est associatif, et il a un élément neutre noté 1 (ou parfois 14). .

Il est habituel de simplifier I’écriture d’expressions dans un anneau d’une maniére analogue a ce
que l'ont fait pour les nombres. On omet certaines parenthéses, avec la convention que le produit a
« priorité » sur la somme. Ainsi, a-b + ¢ s’interpréte comme (a-b) + ¢, plutét que comme a - (b + c).
On omet aussi souvent le symbole de produit, pour écrire ab a la place de a-b. Enfin, ’associativité

1. Attention, ces opérations prennent souvent un sens trés différent du sens traditionnel de somme et produit
pour les nombres, et elles n’ont que les propriétés explicitement mentionnées ici.
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permet d’interpréter sans ambiguité une somme de plusieurs éléments (ou un produit de plusieurs
éléments), c.-a-d.

a+b+c=(a+b)+c=a+ (b+c), et abc=(ab)c=a(bc).

Plus généralement, pour des a; € A, avec 1 <i < n, on pose

n

n
Zai =ay1+ag+...+ay, et Hai =a1ag Q.
i=1 i=1

On dit qu’'un anneau est commutatif, si 'opération de multiplication est commutative ? :
V(a,be A) ab = ba.

La notion d’anneau permet de généraliser & d’autres contexte certains des calculs habituels sur les
nombres, en prenant garde de ne pas utiliser d’autres propriétés que celles explicitement décrites dans
la définition ci-dessus. On a donc les exemples suivants d’anneaux, pour les ensembles de nombres.

1.3 Exemples fondamentaux d’anneaux

Bien percevoir l'intérét d’une théorie mathématique nécessite la connaissance d’un spectre
intéressant d’exemples qui nourriront ensuite la compréhension des notions abordées. Les exemples
les plus simples d’anneaux correspondent & des ensembles de nombres classiques, avec les opérations
usuelles. Ainsi, on a des structures d’anneaux sur les nombres entiers Z, les nombres rationnels Q,
les nombres réels R, et les nombres complexes C. On a aussi 'anneau Trivial 0, dans lequel il n’y a
qu’'un élément qui est a la fois le neutre additif et multiplicatif (c.-a-d. 0 = 1). Tous ces anneaux sont
commutatifs. Cependant, ces anneaux sont loin d’étre les seuls qu’il est nécessaire d’avoir en téte
pour pouvoir comprendre la théorie. Parmi d’autres qui sont importants®, on compte certainement
les suivants :

1.3.1 Entiers modulo n

Parmi les anneaux commutatifs finis, un exemple incontournable est certainement I’anneau
des entiers modulo n : dénoté Z/nZ. Rappelons (voir I'annexe des rappels) que les éléments
de I'ensemble Z/nZ, peuvent étre décrits comme classe d’équivalence modulo n. Ce sont donc les
ensembles [a] :={a+kn | k € Z}, pour a € Z, avec 1'égalité [a] = [a'] si et seulement si a —a’ se divise
par n. En particulier, on conclut (grace a Euclide) que

Z|nZ ={[a] | 0<a<n-1}.

On montre alors qu’il est possible de poser [a] + [b] := [a + b] et [a] - [b] = [ab] (autrement dit,
on montre que ces opérations sont bien définies, c.-a-d. qu’elles ne dépendent pas du choix du
représentant de la classe). On vérifie enfin que ces opérations satisfont toutes les conditions pour que
Z[nZ soit ainsi munies d’une structure d’anneau qui est commutatif (car c’est le cas dans Z).

2. L’addition est toujours commutative.
3. D’autres viendront plus tard.
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1.3.2 Matrices a coefficients dans un anneau

De fagon analogue au cas habituel, pour chaque anneau A, on a la notion de matrice (a;;)1<i j<n
de taille n x n sur A (plus simplement on dénote aussi la matrice par (a;;)) :

ailr a2 ... Qin

| G211 a2 ... agn
(ag)=|"7 7 T

Anpl AaAp2 ... Qpp

ot les coefficients (ou entrées) sont des éléments a;; de A. Pour deux matrices (a;;) et (b;;) de
taille n xn sur A, on définit la somme (a;;)+ (b;j) comme étant la matrice (a;; +b;;) ; et le produit
(asj)(bij) comme étant la matrice (¢;;), ol

n
Cij = Z aikbk]‘.
k=1

On a alors la proposition suivante (voir Exercice 1.4) :

Proposition 1.1. L’ensemble A", des matrices de taille n x n sur A, muni des opérations de
somme et de produit est un anneau. Cet anneau n’est pas commutatif en général.

1.3.3 Polynoémes a coefficients dans un anneau

Pour tout anneau .4, un monéme, est une expression de la forme ax™. On dit que x est une
variable, et que a est le coefficient du mondme.

Définition 2. Un polynéme & coefficients dans un anneau A, de degré n € N, est une somme finie

de monome :
n

p= Zak:ck:anx"+an_1x"71+---+a1:v+a0, an # 0.
k=0
On a aussi le polyndéme nul, noté 0, qu’on considére comme ayant degré —oo. .

Attention, il ne faut pas considérer qu’un polynéme p est simplement une fonction de x de A vers
A. Par exemple, avec A =7Z/3Z, on a les deux polynoémes distincts :

p:x2+x+1 et q:x4+x+1,

qui coincident comme fonction sur Z/3Z = {[0],[1], [2]}, puisque

p([0]) = [1] = q([0]), p([1]) = [0] = q([1]), et p([2]) = [1]=q([2])-

De fait, il y a une infinité de polynémes a coefficients dans Z/nZ, mais seulement un nombre fini de

fonctions de Z/nZ ver Z/nZ.

On dénote par deg(p) le degré de p, et par A[z] 'ensemble des polyndmes a coefficients dans A.
Deux polynoémes sont égaux, p = ¢, si et seulement si ils ont méme degré et leurs coefficients sont
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tous égaux. Les polyndémes constants non nuls, sont les éléments de A\ {0}. Ils ont degré 0. La
somme de polynémes p= Y7 arz* et ¢ = YL bjz’ est le polynome

maxm,n

p+ra= > (ap+by)a,
=0

ou on convient au besoin de poser b, =0, si k > m, et ag, si k >n. Cette somme est un polynéme
de degré au plus égal & max(deg(p),deg(q)). On pose aussi —p = ZZ:O(—ak)$k~ On définit enfin le
produit de p et ¢ comme étant

n+m

p-q:= Z Ck{ljk. ol ck:aobk+a1bk_1+---+akb0: Z aibj.
k=0 ’i+j:k

Proposition 1.2. Avec la somme et le produit défini ci-haut, l’ensemble des polynomes A[x] est un
anneau. Si A est commutatif, alors Alx] Uest aussi.

Preuve. La vérification est laissée en exercice au lecteur (voir exercice). ]

1.3.4 Fonctions a valeur dans un anneau

Pour tout ensemble X et tout anneau A, on muni I'ensemble A%, des fonctions de X vers A, de
la somme et du produit suivant. Soit f: X — Aet g: X — A dans A%, alors

a) La somme (f+g¢g): X — A est la fonction dont la valeur pour x € X est f(z)+ g(x). En
formule, (f +g)(x) := f(z) + g(x).
b) Le produit (f-g): X — A est la fonction dont la valeur pour x € X est f(z)-g(z). En
formule, (f-g)(z) = f(z)-g(x).
Les fonctions 0:= X — Aet 1:= X — A, sont défines en posant 0(z) :=0 et 1(x) = 1 pour tout =
dans X. Ce sont des fonctions constantes.

Proposition 1.3. Si A est un anneau, Uensemble AX, des fonctions de X vers A, avec la somme
et le produit défini ci-haut, est un anneau dont les éléments neutres additif et multiplicatif sont
respectivement les fonctions constantes 0 et 1. Si A est commutatif, alors AX Uest aussi.

Preuve. La vérification est laissée en exercice au lecteur (voir exercice). |

1.3.5 (*) L’anneau des suites a coefficients dans un anneau commutatif 4

Sur I’ensemble des fonctions de N dans un anneau commutatif A, on considére une autre structure
d’anneau en changeant le produit de ’exemple précédent par le produit de convolution. Pour
souligner la différence, on dit dans ce cas que les éléments de AN sont des suites a coefficients dans
A, et on les dénote o = (ap)neny = (ap, a1, a2, ...). Deux suites (ay)nen €t (by)nen sont égales si et
seulement si on a a, = b, pour tout n dans N.

On écrit aussi plus simplement (a,) pour (a,)pen. On a la somme (a,) + (by) = (ayn + by).
Autrement dit,

(a07a17a27' ) + (b07blvb27" ) = (CL(] +b07a1 +b1,(12 +b2>" ')7

10
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et 1’élément neutre additif est la suite constante (0) := (0,0,...). Le produit de convolution se définit
comme

n
(an) * (ba) = ( 3 axbn-)-
k=0
Autrement dit,
(ao,al,ag,...) * (bo,bl,bg,...) = (aobo,aobl +-a1bo,a0b2 +-a1b1 +-a2b0,...).
C’est un produit associatif, avec comme neutre ’élément (1,0,0,...).

Proposition 1.4. L’ensemble des suites AN o coefficient dans un anneau commutatif A, muni de
la somme et le produit défini ci-haut, est un anneau commutatif.

Preuve. Les vérifications nécessaires sont laissées en exercice au lecteur. [

1.3.6 (x) L’anneau des séries formelles a coefficient dans A

Pour toute suite o = (a,) dans AY, et 2 un variable abstraite, on considére la série formelle*
associée a o :

(o]
a(z) =) apa”.
n=0

L’ensemble de ces séries formelles est dénoté A[[x]] (attention au double crochet, qui distingue
cet ensemble de celui des polynomes A[x]). On fait de A[[z]] un anneau, en considérant pour

a(z) =Y ganz™ et f(z) =32 bnz™ que :

(i) la somme a(z) + B(z) est la série

o(z) + B() = i(an +by) 2"

Autrement dit, c’est la série associée a la suite v+ 5 ; et
(i) la produit a(x)B(x) est la série

o0

a(z)B(z) =) ( :]akbnk)acn.

n=0 "k

Autrement dit, c’est la série associée & la suite a * .

11 est utile de souligner que deux séries formelles sont égales

Y apa" =) bpa” ssi V(neN) a, = by,. (1.3.1)
n=0 n=0

Proposition 1.5. L’ensemble des séries A[[x]] & coefficient dans un anneau commutatif A, muni
de la somme et le produit défini ci-haut, est un anneau commutatif.

Preuve. Les vérifications nécessaires sont laissées en exercice au lecteur. ]

4. Il n’y a pas question de convergence ici, ceci est un objet algébrique abstrait.

11
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Proposition 1.6. L’ensemble des séries formelle de la forme 1+ Y,,51 anx™, avec la multiplication
dans A[[z]], forme un groupe.

Preuve. Il s’agit principalement de vérifier que toutes ces séries sont inversibles. L’inverse de
a(z) =1+Y 51 an " est la série () = 1+,,51 by 2™, ot les by, (pour n > 1)se calculent récursivement
au moyen de la formule

bp = —a1by-1 —agby_2 — ...~ ap,

obtenue en comparant les coefficients respectifs de 2™ dans I'identité a(z)B(z) =1+0x+0z% +. ..
en vertu de (1.3.1). On trouve ainsi que l'inverse de a(x) est

B(x)=1-aiz+ (a? —ap) 2> + (=a + 2a1a3 — a3) 2°
+(af -3a%ag + 2a1a3 + a3 — ay) 2

+ (—a? + 4a§’a2 - 3a%a3 - 3a1a% +2aja4 +2asa3 — a5)x5 +...
ce qui achéve la démonstration. ]

Les calculs avec les séries formelles, & coefficients dans Z ou Q, permettent de simplifier plusieurs
questions de combinatoire énumérative. La théorie des espéces de structures, développée & 'UQAM,
permet de structurer cette approche. Voir

e bergeron.math.uqam.ca/especes-combinatoires, ou

e wikipedia.org/wiki/Combinatorial _species

1.3.7 (%) Semi-anneau tropical

Un semi-anneau est comme un anneau, mais sans la condition d’avoir toujours un inverse
pour 'addition. Ainsi N, avec la somme et le produit usuel est un semi-anneau. Un exemple qui
a de plus en plus été considéré ces derniéres années est le suivant. Pour un peu d’histoire, voir
wikipedia.org/wiki/Mathématiques tropicales, ol est correctement expliquée I'origine de I’adjectif
“tropical”.

Définition 3. Sur 'ensemble Ru{oo}, on considére les opérations ° de somme tropicale et produit
tropical

e z®y:=min(x,y), et

e Oy =x+y,

avec oo comme neutre tropical additif, et 0 comme neutre tropical multiplicatif. Cela donne une
structure de semi-anneau, qu’on appelle le semi-anneau tropical. .

Le calcul des puissances des matrices n x n, a coefficients dans ’anneau semi-tropical, donne
un algorithme de calcul pour les chemins de cotit minimal dans un graphe (qui est une forme de
I'algorithme de Dijkstra).

Toute une branche récente de la géométrie algébrique est basée sur le semi-anneau tropical :
c’est la géométrie tropicale. On y considére des analogues tropicaux des polynomes. Par exemple,

5. Au début, il faut s’habituer & penser a la somme usuelle comme un produit.
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(a0z) ® (bOY) @ c est un analogue tropical du polynéme azx+by+c, qui correspond & min(a+z,b+y, ¢).
Voir arxiv.org/pdf/math/0408099.pdf pour une bonne présentation, assez accessible. On y discute
entres autres de liens avec la biologie computationnelle.

1.3.8 Calculs simples dans un anneau

Plusieurs identités usuelles sont valables dans les anneaux quelconques. Ainsi, on a

Proposition 1.7. Dans tout anneau A, avec a et b dans A, on a
(i) a-0=0=0-a,
(ii) (-a)b=a(-b)=-ab, et (-a)(-b) = ab, (régle des signes)
(iii) —(a+0b) = (-a) + (-b).

Preuve. Faite en cours. ]

On écrit (a—b) pour a+(-b). La puissance n-iéme d’un élément a de A se définit par récurrence

" 1 sin=0,
a" =
a(a™?t) sin>0.

comme

Cecl a aussi un sens dans un semi-anneau.

Proposition 1.8. Pour tout i et j dans N, on a
(i) a‘a’ = a7,

(ii) (a')? =a¥.
Preuve. Voir Exercice 1.7. ]

Rappelons que dans un groupe abélien (ici (A, +)), pour n € Z et a € A, on dénote® par n-a
I’élément de A défini par récurrence comme suit

0 sin =0,
n-a=1a+((n-1)-a) sin>0.
-((-n)a) sin<0, (donc (-n) > 0).

Autrement dit, lorsque n > 0, on a
n-a:=a+a+-+a,
n—fois
et on dit de n-a que c’est un multiple entier de a. On a les propriétés : —(-a) =a, et (n+k)-a =
n-a+ k- a pour tout entiers n et k.

Observons que dans le semi-anneau tropical, on a

"= rer®--0r=n-1,
—_—
n—fois

avec ce dernier n - x calculé au sens usuel, c.-a-d. z+x +... + .

6. Attention, n n’est pas vraiment un élément de A, et donc n-a n’est pas un produit dans A mais seulement
une abréviation pour une somme.
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1.4 Sous-anneaux, et autres notions de base

Définition 4. Un sous-anneau B d’un anneau A, est un sous-groupe additif " de (A, +), tel que
e ’élément neutre de A appartient & B : 1€ B.

e pour tout a et b dans B, on a ab € B. .

iti 9. L’intersection d’une famille de sous-anneaux est un sous-anneau. C’est le plus
Proposition 1.9. L’int t d’ lle d t C’est le pl
grand sous-anneau qui est contenu dans tous les sous-anneaux de la famille.

Preuve. Soit {Bg}kex une famille de sous-anneaux de A. Puisque 0 et 1 sont des éléments de chacun
des By, (puisque les By, sont des sous-anneaux), ils sont aussi des éléments de C := Ngex By. Pour a
et b dans C, par définition, a et b sont dans chacun des Bg, et donc on a que a + b et ab sont dans
chacun des Byg. Il s’ensuit que a +b et ab sont dans C, ce qui montre que C est bien un sous-anneau. =

Corollaire 1.10. L’intersection de tous les sous-anneaux de A est ’ensemble {n-1 | neZ}, des
multiples entiers de [’élément neutre de A.

On dit de ce sous-anneau, que c’est le sous-anneau premier de A. Lorsqu’il existe n > 1 tel
que n-1=0, on dit du plus petit tel entier que c’est la caractéristique de A. S’il n’y a pas de tel
entier, on dit que A est de caractéristique 0. Par exemple, les anneaux Z, Q, R, et C sont tous de
caractéristique 0; tandis que Z/nZ est de caractéristique n. Lorsque le contexte s’y préte, on dénote
simplement par n ’élément n -1 de A. Il s’agit 14 d’un abus de notation qu’il faut savoir manipuler
avec soin.

Définition 5. On dit d’un élément a de A qu’il admet un inverse a droite (resp. inverse a
gauche), s'il existe d € A tel que ad =1 (rep. s'il existe g € A tel que ga =1). =

On vérifie (voir exercice 1.1) que, si a admet a la fois un inverse & droite et un inverse a gauche,
alors c’est deux inverses sont uniques et égaux. On désigne par a™! cet inverse. On dit alors que a
est inversible, et on désigne par A* I'ensemble des éléments inversibles de A.

Proposition 1.11. L’ensemble A* des éléments inversibles de A, avec comme opération la multipli-
cation dans A, forme un groupe.

Preuve. On constate d’abord que 1 est évidemment dans A*. Comme b~ 'a™! est inverse de ab, on
trouve que A* est fermé par multiplication. De plus, @ est I'inverse de a™! (c.-a-d. (a™!)™! = a), d’on
a! est aussi dans A* pour tout a € A*. Enfin, la multiplication de A* est associative, puisque c’est
le cas dans A. On a donc montré que (A*,-) est un groupe. (]

Exemples. Le seul sous-anneau de Z est Z lui-méme, et il en est de méme pour Z/nZ. Le groupe
des éléments inversibles de Z est {1,-1}. Pour K =Q, R, ou C, le groupe des ¢éléments inversibles de
K™*™ est I’ensemble des matrices dont le déterminant est non nul :

(K™™* = {M | M e K™", détM #0}.

On dit que c’est le groupe général linéaire, et on le dénote habituellement par GL,, (K).

7. Donc, 0 € BB, si a,be B alors (a+b) € B, et si a € B alors —a € B.
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Proposition 1.12. Soit A un anneau commutatif, et a et b des éléments de A. Alors, pour tout
neN, on a®

(@)= (n)akb”_k. (1.4.1)

k=0 k

Preuve. Sketch de la preuve. Comparer (a+b)" et (a+b) (a+b)" !, et utiliser la récurrence classique
du triangle de Pascal. ]

Observez que lorsque A n’est pas commutatif, la formule (1.4.1) n’est pas valable. En effet, si
ab # ba, on a
(a+b)=a®+ab+ba+b>#a®+2ab+b°.

Proposition 1.13 (Distributivité généralisée). Pour tout a; et bj dans A, avec 1 <i<pet1<j<g,
on a

(a1 +ag+...+ap)(bi+ba+...+bg)= > > a;b; (1.4.2)

1<i<p 1<j<q
= (a1b1 + albg + ... albq)

+ (a2b1 + aQbQ +... a2bq)+
+ (apbt + apba + ... apby).

Preuve. Par récurrence. Faite en cours. ]

Définition 6. Dans un anneau A, un diviseur de zéro a gauche (resp. & droite) est un élément
a#0de A, tel qu'il existe b avec ab =0 (resp. ba = 0). Un diviseur de zéro (sans autre mention),
est un diviseur de zéro & gauche ou a droite. .

Exemple. Dans 'anneau Z/127Z, les diviseurs de zéro sont : 2, 3, 4, 6, 8, 9, et 12.

Définition 7. Un anneau est dit intégre (on dit aussi que c’est un domaine d’intégrité) s’il n’a pas
de diviseur de zéro. -

Proposition 1.14. Tout sous-anneau d’un anneau intégre est intégre.

Proposition 1.15. Soit A integre, et a,b,c des éléments de A. Alors
ab=0 =— a=0o0ub=0.
De plus, si a #0, alors

ab=ac = b=c¢ et ba=ca = b=c. (Loi de cancellation)

Preuve. En cours. ]

8. Rappelons que (Z) =n!/(k!(n - k)!).
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1.5 Produits d’anneaux et homomorphismes

Pour A et B deux anneaux, on munit ’ensemble A x B d’'une somme et d’un produit en posant,
pour (a,b) et (a’,b") des éléments de A x B, que
o (a,b)+(a,V):=(a+d,b+1), et
e (a,b)-(a’,b):=(ad’,bb").

On dit aussi que cet anneau est la somme directe? de A et de B, et on écrit A @ B.

Proposition 1.16. Avec les opérations ci-haut, ’ensemble Ax B constitue un anneau, dont I’élément
neutre additif est 04xp = (04,08), et le neutre multiplicatif est 1 axp = (14,15). C’est un anneau
commutatif si et seulement si A et B le sont. Il n’est pas intégre en général.

Preuve. En cours. ]

L’anneau dont il est question ci-dessus est ’anneau produit de A et 5. On peut généraliser
cette définition (voir exercice) pour obtenir le produit de plusieurs anneaux : Aj x Ag x --- x Aj.

Proposition 1.17. Pour A et B des anneauz, on a la relation suivante'® pour le groupe des
muerses :

(AxB)" = A" xB". (1.5.1)
Preuve. En cours. u

Comme c’est le cas pour de nombreuses structures algébriques (groupes, espaces vectoriels, etc.),
la notion d’homomorphisme joue un roéle crucial dans I’étude des anneaux.

Définition 8. Pour A et B des anneaux, un homomorphisme d’anneaux de A vers B est une
fonction f: A — B telle que

(i) f est un homomorphisme ' de groupe additif;
(i) f(1a) =18;
(iii) pour tout éléments a et a’ de A, on a f(aa’) = f(a)f(a").

On vérifie directement que le composé de deux homomorphismes est un homomorphisme, et que la
fonction identité Id 4 (d’un anneau A vers lui-méme) est un homomorphisme. On appelle noyau de
f: A — B, 'ensemble

F7(0)={ae Al f(a) =0},
et on le dénote Ker(f). L'image de f: A — B, dénotée Im(f) ou f(A), est 'ensemble
f(A)={f(a) | aeA}.

C’est un sous-anneau de 'anneau B. "

9. Entres autres raisons, a cause de la similitude avec la construction de la somme directe d’espaces vectoriels.
10. Voir le cours de théorie des groupes pour la notion de produit de groupes.

11. c-a~d. f(a+0b) = f(a) + f(b).
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Définition 9. On dit qu'un homomorphisme d’anneaux f: A — B est un isomorphisme si la
fonction f est bijective. La fonction inverse f~! est dans ce cas aussi un homomorphisme d’anneaux.
Un endomorphisme d’un anneau A, est un homomorphisme de A vers A. Un automorphisme
d’un anneau A, est un isomorphisme de A vers A. Un monomorphisme est un homomorphisme
pour lequel la fonction f est injective, et c’est un epimorphisme si la fonction f est surjective. On
dénote avec la forme spéciale de fleche A~ B un monomorphisme, A —» B un épimorphisme,

et A — B les isomorphismes. .

Proposition 1.18. Un homomorphisme d’anneaux f: A — B est un monomorphisme si et seule-
ment si Ker(f)={0}.

Preuve. En cours. ]

Proposition 1.19. Pour des sous-anneaux A’ et B', respectivement de A et B, et f: A — B un
homomorphisme d’anneauzx, l'image f(A") :={f(a) | a € A’} est un sous-anneau de A, et "image
réciproque f1(B') = {ae A| f(a) e B'} est un sous-anneau de B.

Preuve. En cours. ]

Proposition 1.20. Si A est intégre et B est isomorphe a A, alors B est intégre.

1.5.1 Exemples d’homomorphismes

Voici une petite liste d’homomorphismes d’anneaux typiques.
e Les inclusions de Z dans Q, de QQ dans R, et de R dans C, sont des monomorphismes d’anneaux.
e La projection m4 : Ax B — A, définie en posant 74(a,b) = a, est un epimorphisme
d’anneau. Son noyau est {04} x B. On a le diagramme :

A

0.4 T
™8
cz--_sAxB

e Pour tout entier n > 0, la fonction de Z vers Z/nZ qui envoie a € Z sur la classe [a] des entiers
congrus & a modulo n : c.-a-d. [a] :={a+kn | k € Z}, est un epimorphisme d’anneau. Son
noyau est nZ:= {kn | k € Z}.

e Si pgde(k,n) =1 on dit alors que k et n sont relativement premiers. Pour k et n relative-
ment premier, et m = kn, on a un isomorphisme Z/mZ —— Z/nZ x Z|kZ. .

a 0

e Pour tout anneau A, la fonction a — (
a

) de A vers A%*? est un homomorphisme d’anneaux.

e Pour tout anneau A, si P est une matrice inversible dans A™", alors M ~ PMP~! est un
automorphisme de 'anneau A™".

e Soit A un anneau commutatif, et a est un élément fixé de A. On a un homomorphisme de
Panneau des polynéomes A[z] vers A, qui envoie un polynomes p sur p(a).
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e Pour tout élément fixé ¢ de X, on a la fonction ev, : AX — A qui associe & une fonction
f: X — A, savaleur en c¢: c-a-d. ev.(f) = f(c). On dit que c’est 'homomorphisme
d’évaluation en c.

e L’anneau A" des suites a coefficients dans A est naturellement '? isomorphe a 1’anneau des
séries formelles A[[z]].

1.6 Idéaux et anneaux quotients

La notion d’idéal joue en roéle fondamental pour la compréhension des homomorphismes d’anneaux.
Définition 10. Un idéal I, dans un anneau A, est un sous-ensemble de A tel que

(i) I est un sous-groupe additifde (A, +);

(ii) pour tout a € A et tout x € I, on a ax et za dans I.

Les idéaux triviaux sont les idéaux {0} et A. Les autres sont dits propres. .

Proposition 1.21. Le noyau d’un homomorphisme est toujours un idéal.

Preuve. En cours. ]

Définition 11. Pour tout idéal I dans un anneau A, le groupe additif quotient A/l est muni
d’opérations de somme et de produit (ceci est justifié a la proposition suivante) :

e [a]; +[b]; ==[a+b]1, (rappel)
e [a]r-[b]r:=[a-b]s.
Rappelons que les éléments du quotient .A4/I sont les classes d’équivalences [a];:={a+z |z €l}. =

Proposition 1.22. Avec ces définitions, on a une structure d’anneau bien définie sur A[I, dont
Iélément neutre multiplicatif est la classe [14]7. L’homomorphisme de groupe canonique ™

m: A—» AlTl, av[a]r
est un homomorphisme d’anneauz, dont le noyau est I. I est surjectif (c’est un epimorphisme).

Preuve. En cours. [ |
Définition 12. L’anneau A/I ainsi obtenu est 'anneau quotient de A par I. .
Le théoréme suivant décrit I'interaction entre homomorphismes et idéaux.

Théoréme 1.23. Soit f: A — B un homomorphisme d’anneauz. Il existe alors un seul homomor-
phisme d’anneauz f: Alker(f) — B, tel que le diagramme suivant commute :

A—"— A/ ker(f)
7
B

!

12. Il y a une notion mathématique précise de naturalité, qui exprime qu’une construction “s’impose”.
13. Rappelons qu’il est défini en posant w(a) := [a]s.
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De plus, f est injectif (c’est un monomorphisme). Si f est un épimorphisme, alors f l'est aussi, et
done f: B "+ A/Ker(f) est un isomorphisme (c’est une bijection).

Preuve. En cours. ]

Corollaire 1.24. Si f: A — B est un isomorphisme d’anneau, alors on a toujours l’isomorphisme
d’anneau AlKer f — f(A) .

Proposition 1.25. L’image réciproque d’un idéal par un homomorphisme est toujours un idéal.
Limage par un epimorphisme d’un idéal est un idéal.

Proposition 1.26. L’intersection d’une famille d’idéaux est un idéal. C’est le plus grand idéal qui
est contenu dans chacun des idéaux de la famille.

Définition 13. Si X est un sous-ensemble d’un anneau commutatif A, alors (X) est I'idéal obtenu
comme intersection de tous les idéaux qui contiennent les éléments de X. On dit que c’est I'idéal
engendré par X. C’est le plus petit idéal qui contient X. Si X ne contient qu’un élément a € A,
alors (a) = {za | x € A} = Aa est 'ensemble des “multiples” de a. .

Définition 14. Un idéal I d’un anneau commutatif A est dit maximal, si et seulement si, pour
tout idéal J de A tel que I € J, on a forcément J =1 ou J = A (voir figure 1.1). .

FI1GURE 1.1 — Ceci ne peut se produire.

Définition 15. Un idéal I d’un anneau commutatif A est dit premier, si et seulement si c¢’est un
idéal propre et, pour tout a et b dans A, on a

(abel) - (aeloubel).

Proposition 1.27. Un idéal I d’un anneau commutatif A est premier si et seulement si AJI est
integre.

Proposition 1.28. Tout idéal mazimal d’un anneau commutatif est premier.

Définition 16. Un idéal I d’un anneau commutatif A est dit irréductible, si et seulement si on ne
peut pas I’écrire comme intersection de deux idéaux strictement plus grands. .

Définition 17. Pour I et J des idéaux d’un anneau commutatif A, on a la somme et le produit :

I+J:={a+blacletbelJ}, et IJ:={ab|lacletbeJ}.
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1.6.1 Exemples d’idéaux et d’anneaux quotients

Parmi les exemples d’idéaux et de quotients associées on retrouve les suivants. D’autres seront
décrits par la suite.
e On a les quotients triviaux A/{0} ~ A, et A/ A ~0.
e Dans Z, 'ensemble nZ (des multiples de n dans Z) est un idéal, et le quotient associé est

I’anneau des entiers modulo n. La notion de quotient d’anneau généralise donc la construction

de Z/n’Z.

e Sia est un élément fixé d’'un anneau commutatif A, alors (a) := {a-b| be A} (des multiples
de a) est un idéal dans A.

e Comme cas spécial de 'exemple précédent, on considére le polynéme a = 22 +1 dans A = R[z].
Grace au Théoréme 1.23 on peut voir que le quotient R[x]/(z? + 1) est isomorphe a C.

1.6.2 Anneaux Z/nZ

Lemme 1.29. Un sous-groupe additif de Z|nZ est aussi un idéal de Z|n’Z.

Proposition 1.30. Z/nZ est intégre si et seulement n est un nombre premier.

Preuve. Supposons que n est premier. Si z = [a] et y = [b] dans Z/nZ sont tels que zy = 0, alors on
a ab=0 mod n, et donc n divise ab. Mais alors n divise a ou n divise b, ce qui correspond & dire
que z =0 ou y = 0. On donc montré I'une des implications nécessaires.

Pour montrer ’autre implication, on suppose par contradiction que n n’est pas premier et que
ZnZ intégre. Mais alors il existe des entiers a et b tels que n = ab, avec ni a ni b qui se divisent
par n. On a donc [a] #0 et [b] # 0 dans Z/nZ. D’autre part [a][b] = [ab] = [n] = 0, ce qui contredit
I'intégralité de Z/nZ. Ceci achéve la démonstration. ]

Proposition 1.31. Les éléments inversibles [a] de Z[nZ sont ceux pour lesquels a et n sont
relativement premiers, et on écrit a L n.

Preuve. Sia 1 n, le théoréme de Bézout assure qu’il existe des entiers b et k tels que ab+ nk = 1.
On a donc [ab] = [a][b] =1 dans Z/nZ, et [a] est inversible dans Z/nZ.

Réciproquement, si [a] est inversible, il existe [b] tel que 1 = [a][b] = [ab]. 1l existe donc k tel
que ab =1+ nk. Autrement dit ab—-nk =1, et a L n. ]

Corollaire 1.32. Le groupe (Z/nZ)" est en bijection avec ’ensemble {a | 0<a<n-1, aLn}. En
conséquence, son cardinal est |(Z/nZ)"| = p(n).

Rappelons que la fonction ¢ d’Euler !4 (aussi appelée I'indicateur d’Euler) est justement
définie comme
p(n)=card{a |0<a<n-1, aln}.
L’une des propriétés classiques de la fonction ¢ se déduit directement de la Proposition 1.17, et du
fait qu’on ai un isomorphisme Z/mZ —— Z/nZ x Z|kZ , lorsque m = nk avec n 1 k.

14. Leonhard Euler, 1707-1783.
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Proposition 1.33. Sin et k sont premiers entre euz, alors (nk) = p(n)p(k).

Preuve. Pour m =nk, an a Z/mZ — Z[nZ x Z|kZ , donc (Z|mZ)* ~ (Z|nZ)" x (Z/kZ)" par la
Proposition 1.17. D’out ¢p(nk) = ¢(n)e(k) comme annoncé. [

Il s’ensuit qu’on a la formule classique suivante pour ¢(n).

Corollaire 1.34. Sin € N admet le développement n = pTlp;nQ---pZ”“ avec les p; des nombres premiers
distincts et des m; > 1, alors

¢(n):nﬁ(1—i). (1.6.1)

(3

Preuve. Pour p premier et a > 1, on a la formule

o(p*) =card{z |0<z<p* -1, x L p}
:card({a; |0<a<p®—1}~{0,p,2p,3p,...,(p" " - 1)p})
— pa _pafl
1
=p*(1--).
(1-7)
Le corollaire se déduit alors de la Proposition 1.33 appliquée successivement pour pj"! pglz--'pzn’“. [

Proposition 1.35. Si la caractéristique d’un anneau intégre n’est pas zéro, alors c’est un nombre
premaier.

Preuve. Par définition, la caractéristique de A est 'entier n tel que nZ soit le noyau de I’homomor-
phisme Z — A qui envoie 17 dans 14. Son image est isomorphe & Z/nZ par le Théoréme 1.23. Par
la Proposition 1.14, il s’ensuit que Z/nZ est intégre, et donc que n est premier (voir prop. 1.30). =

Proposition 1.36. Si A est un anneau commutatif de caractéristique p, un nombre premier,

alors Uapplication F : A — A telle que F(x) = xP est un homorphisme d’anneau. On [’appelle

. . =
I’homomorphisme de Frobenius '°.

Preuve. Evidemment 07 = 0 et 17 = 1. On utilise ensuite I'identité (1.4.1), avec le fait que p divise (7,;)
lorsque 1 < k <n—1, pour conclure que (a+b)? = aP +bP. Ceci, avec la propriété usuelle (a-)P = aP - bP,
montre que F' est bien un homomorphisme. [

1.6.3 Anneau Q[z]/(f(x))

Pour un polynome fixé¢ f(z) dans Q[z], on considére le quotient de Q[z] par 'idéal

{(F(2)) = {f(2)g(2) | g(x) € Q[]},

15. Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917)
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des multiples de f(x). Pour simplifier la présentation, on suppose que le terme de degré maximal
dans f(z) est de la forme z". C’est donc dire que

f(x)=a"+ &nqx"_l + an72$”—2 +...+a1xT+agp.

On dit alors que f(x) est unitaire (ou aussi monique). L’algorithme d’Euclide pour les polynémes
(voir chapitre 2 pour une généralisation de ces notions) permet de calculer un représentant canonique
pour les éléments de 'anneau quotient Q[z]/(f(x)). En effet, la classe d’équivalence [p(z)] de tout
polynéme p(z) dans Q[x], contient un unique polynéme qui est :

e soit 0, si p(z) est un multiple de f(z),
e soit un polynéme r(x), dont le degré est plus petit que celui de f(x), dans les autres cas.

Ce polynome r(z) est obtenu comme le reste r(z) de la division euclidienne de p(z) par f(z) :

p(x) = f(2) q(z) +r(x),

on, soit r(x) =0, soit deg(r(x)) < deg(f(z)). Ces polynomes ¢q(x) et r(z) sont uniquement caracté-
risés par ces propriétés. On peut ainsi “identifier” Q[z]/(f(x)) avec ’ensemble des polynomes de la

forme :

1 2

r(z) = 1"+ epox™ T+ .+ 1 + o,

avec la somme habituelle. Pour calculer le produit de deux polynémes r(z) et r'(z) de cette forme,
on calcule le reste de la division de r(z)r’(z) par f(z). On dit que c’est le calcul modulo f(z), et
on écrit (r(z)r'(x) mod f(x)) pour le reste en question. On observe qu’on peut organiser le calcul
du produit modulo f(z) en exploitant la bilinéarité du produit, pour le réduire a de simples produits
de la forme z¥z! = z¥*!. 11 suffit alors de calculer (une fois pour toute) les valeurs de (¥ mod f(z)),
pour les valeurs de k se situant entre n et 2n — 2, et on écrit z* = (¥ mod f(z)). On observe qu’on

obtient facilement ces valeurs récursivement en exploitant 1’identité

2 = (a2 a0 4 a2t 4 g, (1.6.2)

pour réduire le calcul & des puissance plus petites.

Ilustrons ceci par un exemple. Soit f(z) = 2* — 22— 2. Par le processus décrit plus haut, les classes
d’équivalences du quotient correspondent bijectivement aux polynémes de la forme a + bz + cx? + da3,
avec a,b,c,d dans Q. Les régles de calcul de base issues de (1.6.2) sont alors les suivantes :

x4zx2+2,
IL‘5EZL‘3+2ZL',
$6E3x2+2;

d’ott on déduit la régle de calcul suivante dans 'anneau Q[z]/(z? — 22 - 2) :
(a1 +brx + 1’ + dlxg)(ag + box + Com? + dgx?’)
= (a1a2 + 2bld2 + ngdl + 20162 + 2d1d2)
+ (a1b2 + CLle + 201d2 + 202d1) i
+ (a102 + agCy + blbg + bldg + b2d1 +C1Co + 3d1d2) x2

+ (aldg + a2d1 + b102 + b2C1 + Cldg + C2d1) x?’.
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On observe que z est inversible dans Q[z]/(z* — 2% - 2). Son inverse est (~1/2)2> + (1/2)x, car on a

4

puisque z* — x = 2.

1.7 Corps

Un corps est un anneau dans lequel tout élément non nul est inversible. Les anneaux Q, R et C
sont des corps, mais Z ne l’est pas.

Proposition 1.37. Un corps est un anneau intégre.

Preuve. Sixy =0, et 2 #0, alors x est inversible. Son inverse est z~%, et on calcule alors que
0=z10= a:_la:y =.

d’ou l'intégralité. ]

Proposition 1.38. Si A est un anneau intégre fini, alors A est un corps.

Preuve. Pour tout = # 0, on considére la fonction A — A, telle que a — az. Cette fonction est
bijective, car elle admet comme inverse la fonction a ~ az~!. En particulier la fonction est surjective,
et il y a donc une valeur de a pour laquelle az = 1, ce qui montre que x est inversible. ]

Bien entendu la condition pour A d’étre fini est essentielle. En effet 'anneau 7Z est intégre, mais
ce n’est pas un corps.

Définition 18. Un sous-corps d’un corps, est un sous-anneau qui contient l'inverse (multiplicatif)
de chacun des éléments non nuls qu’il contient. C’est donc bien aussi un corps. .

On a par exemple que Q est un sous-corps de R, et R est un sous-corps de C.

Proposition 1.39. Si A est un anneau commutatif, alors A est un corps si et seulement si ses seuls
idéaur sont triviaux.

Preuve. En cours u

Proposition 1.40. Z/pZ est un corps si et seulement si p est premier.
Preuve. En cours L

On verra au chapitre 4 que les corps finis sont de cardinalité p™, pour p premier et n > 1. Pour
n =1, ce sont les Z/pZ (il n’y en a pas d’autres). Pour n > 2, ce ne sont pas les anneaux Z/p"Z (qui
ne sont pas intégre).
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Pour calculer explicitement U'inverse de [a] dans le corps Z/pZ, on applique 'algorithme d’Euclide
au couple (a,n), pour trouver des entiers b et k tels que ab+nk = 1. Alors, U'inverse de [a] est [b].
Par exemple, pour p = 137 et a = 21, on calcule que

137=6-21+11 == 11=137-6-21
21=1-11+10 —10=21-1-11
11=1-10+1 = 1=11-1-10.

Remontant ces égalités, on trouve

1=11-1-10
=11-1-(21-1-11)=2-11-1-21
=2.(137-6-21)-1-21
=2.137+(-13)-21,

donc [-13] = [124] est l'inverse de [21] dans Z/137Z.

Nous verrons plus tard (voir chapitre 3) que 'anneau Q[z]/{z* - 2% - 2) donné comme exemple &

la section 1.6.3 est un corps, tout simplement parce que le polynoéme z# — 22 — 2 est irréductible dans

Q[z].

Proposition 1.41. Soit A un anneau commutatif, et I un idéal de A. Alors AJI est un corps si et
seulement si l’idéal I est maximal.

Preuve. En cours. ]

Corollaire 1.42. Les idéauz maximauz de Z sont les pZ, pour p premier.

Proposition 1.43. Si un corps K est de caractéristique non nulle, celle-ci est un nombre premier
p, et K contient un sous-corps isomorphe a Z[pZ, & savoir son sous-corps premier.

Preuve. En cours. ]

Proposition 1.44. Soit A un anneau différent de l'anneau {0} et K un corps, alors tout homomor-
phisme d’anneauz f: K — A est injectif.

Preuve. En cours. ]

Proposition 1.45. L’ensemble {a +bi | a,b € Z} est un sous-anneau de C, dont les éléments
inversibles sont 1, =1, i et —i. C’est ’anneau des entiers de Gauss, dénoté Z[i], et il est intégre.
L’ensemble {a+bi | a,beQ} forme un sous-corps de C. C’est le corps des rationnels de Gauss,
dénoté Q[i].

Preuve. En exercice. u

24



CHAPITRE 1. ANNEAUX ET CORPS 1.8. ALGEBRE D’UN MONOIDE

1.7.1 Corps de fractions

Parmi les exemples importants de corps, on a certainement les corps de fractions associés aux
anneaux intégres. Nous allons nous restreindre au cas commutatif.

Définition 19. Soit A un anneau commutatif. Sur 'ensemble {(a,b) | b# 0}, on considére la relation
d’équivalence :

(a,b) = (a’,b") ssi 3(c#0) ab'c=abe.

La classe d’équivalence de (a,b) pour cette relation est dénotée a/b, et Frac(A) désigne ’ensemble
de ces fractions. On obtient le corps de fractions de A, en munissant ’ensemble Frac(A) de la
somme et du produit définis comme :

al as albg + a261 " ayp a9 ai1a9
— [ ——— e —_ . — =

+ = =
b1 b2 a1b1 ’ b1 bQ blbg ’

avec 0/1 comme neutre additif, et 1/1 comme neutre multiplicatif. C’est un corps commutatif qui
contient (une copie '° de) A comme sous-anneau. .

Par exemple, on a le corps de fractions associé a 'anneau des polynomes '” K[z], sur un corps
commutatif, qui est habituellement dénoté K(z). Le corps de fraction de 'anneau des entiers de
Gauss est isomorphe au corps des rationnels de Gauss Q[¢].

1.8 Algébre d’un monoide

Rappel, un monoide (multiplicatif) est un ensemble M muni d’une opération (a,b) — a-b qui
est associative, avec un élément neutre 1. Il est commutatif si de plus a-b = b-a, pour tout a,b € M.

Pour un anneau A, on considére ’ensemble A[ M ] des fonctions de M vers A, dont le “support”
est fini. Le support d’une fonction f est ’ensemble

supp(f) = {m e M [ f(z) # 0}.
Pour f et g deux fonction de M vers A de support fini, on défini
e la somme f + g, en posant (f +g)(m) := f(m) + g(m),
e le produit f-g, en posant (f-g)(m) = ¥ppemm f(p) - 9(0)-
On vérifie (en exercice) que supp(f + ¢) c supp(f) usupp(g), et que
supp(f - g) © supp(f) -supp(g) = {pq| | p € supp(f) et g € supp(g)}.

Ceci montre que f + g et f-g sont bien des éléments de A[M]. L’ensemble A[M], munit de ces
opérations est un anneau. On I'appelle la A-algébre de M.

Définition 20. Pour m € M, la fonction caractéristique de {m} est la fonction X,, : M — A

définie en posant
1a sip=m,
Xm(p) = {

04 sinon.

16. Les éléments a de A sont identifiées aux fractions a/1.
17. Qui est intégre.
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1.9. POLYNOMES EN PLUSIEURS VARIABLES CHAPITRE 1. ANNEAUX ET CORPS

On vérifie (en exercice) que la fonction m ~ X;, est un monomorphisme de monoide de M ver
A[M]. Par abus de notation, on désignera par m la fonction X,,. .

Définition 21. Pour a € A, on a la fonction ¢, : M — A définie en posant

a sim=1p,

04 sinon.

Pa(m) = {

On vérifie (en exercice) que la fonction a — ¢, est un monomorphisme d’anneau A ver A[M]. Par
abus de notation, on désignera par a la fonction ¢,. =

Avec ces définitions, et les abus de notations correspondants, on vérifie qu’on peut écrire tout
élément f de A[M] comme :

f=> f(m)m (Sans les abus, cela s’écrirait f = ) ©¢(m) Xim)- (1.8.1)
meM meM

Dans un langage moins formel, on peut dire que les éléments de A[ M ] sont les combinaisons linéaires
d’éléments de M, c.-a-d. des expressions de la forme },,c rq am M, avec seulement un nombre fini
des coefficients a,, € A étant non-nuls. La somme et le produit s’expriment alors respectivement
comme

(Zamm)+(mem) =Y (am + by ) m, (1.8.2)
(Zamm) - (£bmm) =S (Spgem - by) m. (1.8.3)

1.9 Polynémes en plusieurs variables

D’un point de vue formel (dans la lignée de la section précédente), on considére le monoide des
mondmes
. ny_mn n k
M = {a] zy?a* | (n1,n2...,ng) e N7},

avec la multiplication
n1,.n2 .k, mi,,m2 Mk . ni+my  n2+tme N tmg
(a1 gy ) - (2 wy ™) = () L2 Ly )-

Une notation, souvent dite “vectorielle”, est souvent avantageuse dans ce cas. Ainsi, pour un “vecteur”

de degrés n = (nq,ng,...,n;) dans N* (qui est considéré ici comme monoide pour ’addition), on
pose
mn - :E?ll'SQ"'l‘Zk,
ou x = (x1,x2,...,2T,) est un “vecteur” de variables. On a alors
x = 1,
:C'n . wm - mn+m’
($’n)a — ma’n.
La A-algébre du monoide M, est la A-algébre des polyndémes en les variables x1,zo,...,Z,, et on la
dénote A[x] = A[x1,z9,...,2,]. Dans un langage moins formel, on peut dire que les éléments de
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A[x] sont simplement les combinaisons linéaires de mondmes avec coefficients dans A, c.-a-d. des
expressions de la forme
P= Z anx”,
neNk
ou seulement un nombre fini des coefficients a, € A sont non nuls. La somme et le produit
s’expriment alors respectivement comme

(Znana)+(Znbna™) = nlan +ba) 2™, (1.9.1)
(Znana™) (Snbne™) = L (Spigon ap-bg) =™ (1.9.2)
Par définition, le degré deg(P) d’un polynéme P non nul est :
deg(P) := 217111>é|n|, ou In|:=ni+...+ng,
et il est pratique ' de poser deg(0) := —co. Dans ce cas, les régles de calcul de la somme sur N sont

étendues & Nu {-o0} en posant pour tout n € N que : n— 0o = —oo +n = —o0.

18. Pour avoir la formule deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) pour tout P et Q.
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1.10 Exercices du chapitre 1

Généralités sur les anneaux

Exercice 1.1. Soit (A, +,-) un anneau.

1) Montrer que pour a € A, 0-a =0. On dit que 0 est absorbant.

2) Montrer que pour tout a€ A, (-1)-a = —a.

3) Montrer que |A| > 2 si et seulement si 0 # 1.

4) Soient x,y € A. Montrer que si z -y est inversible alors x est inversible a droite et y est
inversible & gauche.

5) Montrer qu’'un élément inversible n’est pas un diviseur de zéro et qu'un diviseur de zéro n’est
pas inversible.

. . . . C . .
Exercice 1.2. Définir, par récurrence ' sur le cardinal de I, la sommation ¥,.;a;, pour des

éléments a; de A indicés par un ensemble fini quelconque I. Montrer que si I et J sont des ensembles
disjoints, avec des a; € A pour chaque j € J, alors

(Xa)+(Xa)= ¥ o

iel jedJ keluJ

Remarquez qu’il est donc (!) naturel de poser Y,y a; = 0 si I est 'ensemble vide.

Exercice 1.3. Pour un anneau commutatif, définir le produit [],c; a;, pour des éléments a; de A
indicés par un ensemble fini quelconque I. Montrer que si I et J sont des ensembles disjoints, avec
des a; € A pour chaque j € J, alors

(Tes)-([es) = TT e

i€l jedJ keluJ

Remarquez qu’il est naturel de poser [[;c;a; =1 si I est 'ensemble vide. Pourquoi n’est-il pas clair
d’étendre directement cette définition au cas non commutatif ?

Exercice 1.4 (Anneaux de matrices).

1) Soit (A, +,-) un anneau quelconque. Montrer que ’ensemble des matrices carrées a coefficients
dans A, noté M,,(A), est un anneau pour des lois "naturelles" que vous devez définir. Cela
reste-t-il vrai si les matrices ne sont plus carrées?

2) Quelle est la premiére propriété que vous constatez sur M, (R) ? Peut on généraliser cette
propriété a n’importe quels anneaux de matrices ?

3) Montrer que dans M, (R) les diviseurs de zéro sont les matrices M telles que M # 0 et
rang(M) < n.

4) Voir, avec un choix judicieux de n, que cet anneau n’est pas commutatif en général méme
lorsque A 1'est.

Exercice 1.5 (Identités remarquables).
1) Soit A un anneau quelconque et x,y deux éléments de A tels que ces deux éléments commutent,
i.e xy = yx. Montrer alors que la formule du binéme de Newton s’applique, c’est a dire :

- (K k, k

n n—

ey =3 (7)ot
k=0 \T

19. Pourquoi la commutativité de la somme permet-elle de faire cela sans probléme ?
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2) Montrer que dans un anneau commutatif on a l'identité :

n—1
a — b = (CL _ b) Z anflfkbk
k=0

3) Dans un anneau quelconque calculer :
i) (a+b)?+(a-0b)?
i) (1+a)(a+b-1)+1
iii) 1+(a+b-1)(2+a+b+ab)(a+b-1)+3(a+b-1)
4) Soient A un anneau quelconque, a € A et n € N. On définit a” = a (a™!) par récurrence sur n
avec la condition initiale a” = 1. Montrer alors que :
i) a9 =a'a’ Vi,jeN.
ii) (a')? =a¥ Vi,jeN.
Exercice 1.6 (Eléments nilpotents).
Soit A un anneau. On dit qu'un élément a € A qu’il est nilpotent s’il existe n € N tel que a” = 0.
Soient a,b € A deux éléments nilpotents.
1) Si A est commutatif montrer que ab est nilpotent.
2) Si A est commutatif montrer que a + b est nilpotent
3) Si A est commutatif montrer que 1 — a est inversible.
4)) On suppose que ab est nilpotent. Montrer que ba I'est aussi.

Exercice 1.7. Montrer par récurrence les identités exponentielles de la Proposition 1.8.

Exercice 1.8 (Anneau de Boole). Soit A un anneau tel que pour tout a € A on ait a? = a. On
appelle un tel anneau un anneau de Boole.
1) Montrer que Va € A, a = —a.
2) Montrer que A est commutatif.
3) Montrer qu'un anneau de Boole est intégre si et seulement s’il contient exactement deux
éléments.
4) Est-ce qu'un anneau de Boole peut contenir exactement trois éléments 7
5) Montrer que la relation < définie sur A par : 2 <y <> xy = x est une relation d’ordre sur A,
pour laquelle A posséde un plus petit et un plus grand élément.

Exercice 1.9. On considére Z[\/2] = {a + b\/2,a,b € Z}
1) Montrer que (Z[\/2],+,-) est un anneau.
2) On noteN (a +b\v/2) = a® - b2. Montrer que pour tout z,y € Z[\/2] on a N(zy) = N(z)N(y).
3) En déduire la forme des éléments inversibles.

Exercice 1.10 (Entiers de Gauss).
On considére Z[i] = {a + bi,a,be Z}
1) Montrer Z[i] est un anneau commutatif pour ’addition et la multiplication complexe. On
appelle cet anneau, anneau des entiers de Gauss.
2) Pour z € Z[i] on pose N(z) = |z|%. Montrer que pour tout z, 2" € Z[i] on a N(zz') = N(2)N(2')
et N(z) € Z.
3) Déterminer les inversibles de cet anneau.

Exercice 1.11. Montrer que, pour un nombre premier p, 'anneau (Z/pZ)[i] := {a+bi | a,b e Z/pZ}
est un corps. Calculer sa cardinalité et sa caractéristique.

Exercice 1.12. Soient A= {n/m | n€Z,m e Z* impaire} et B ={n/2" | neZ,meN}.
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1) Montrer que A et B sont des sous anneaux de (Q, +,-).
2) Montrer que 6 n’est pas inversible dans B mais qu’il y ait irréductible.
3) Calculer les inversibles de A et de B.

Exercice 1.13. Soit d € N. On pose Ag = {(z,y) € Z? tel que = —y € dZ}.
1) Montrer que Ay est un sous anneaux de Z2.
2) Soit A un sous anneau de Z2. Montrer que H = {z € Z | (z,0) € A} est un sous groupe de Z.
3) En déduire qu'il existe d’ € N tel que A = Ay
Exercice 1.14 (Les anneaux Z/nZ).
1) Montrer que Z/nZ est un anneau pour une structure que vous devez définir proprement.
2) Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i) @ est inversible dans Z/nZ.
ii) a est premier avec n.
iii) @ est un générateur du groupe additif (Z/nZ,+)
3) Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i) L’anneau Z/nZ est intégre.
ii) n est un nombre premier.
iii) L’anneau Z/nZ est un corps.
4) Montrer que les groupe des éléments inversibles (Z/nZ)* de Z/nZ est d’ordre ¢(n) ou ¢ est
I'indicateur d’Euler.

Exercice 1.15.
1) Déterminer les inversibles, les nilpotents et les diviseurs de zéros des anneaux Z/127Z, 7Z/360Z
et Z/nZ.
2) Calculer toutes les puissances des éléments de Z/127Z.
3) Calculer le groupe des inversibles (Z/127Z)* de Z/12Z.
4) (Z]127)* est-il cyclique ?
5) A quelle condition sur n existe-t-il un élément nilpotent dans Z/127 ?
Exercice 1.16. Soit (A, +,x) un anneau. On note 04 le neutre pour la loi + et 14 le neutre pour
la loi x (habituellement s’il n’y a pas de confusion on note 0 et 1 ces deux éléments).
1) Montrer que pour a € A, 0 x a =0. On dit 0 est absorbant.
2) Montrer que pour tout a€ A | (-1) xa = —a.
3) Montrer que |A| > 2 si et seulement si 0 # 1.
4) Soient z,y € A. Montrer que si x x y est inversible alors x est inversible a droite et y est
inversible & gauche
5) Montrer qu’un élément inversible n’est pas un diviseur de zéro et qu'un diviseur de zéro n’est
pas inversible.

Exercices a propos des idéaux et des corps

Exercice 1.17 (Produits de corps).
On suppose que K et LL sont des corps.
2) Trouver tous les éléments nilpotents et tous les éléments idempotents de 'anneau produit
K x IL. Trouver de plus tous les diviseurs de zéro K x L.
3) Quels sont les idéaux maximaux de K x L ?
4) Soient K| L, A, B quatre corps tels que K x L. est isomorphe & A x B. Montrer alors que K est
isomorphe & A ou a B.
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Exercice 1.18 (Idéaux engendrés).
Soit A un anneau commutatif.

1)
2)

Pour a € A, rappelons que (a) = {ab | be A} = aA. Montrer que (a) est un idéal de A.
Plus généralement, pour ay,...,a, € A, on pose (a1, ...,a,) = a1 A + ... + a, A. Montrer que
(a1, ...,a,) est un idéal de A.

Exercice 1.19 (Opérations sur les idéaux).
Soit (A, +,.) un anneau commutatif. Pour I et J deux idéaux de A,

1)
2)
3)
4)
5)

6)

7)

8)
9)

I+J:{a+b|ael,beJ} et I-J:{Zab|ael,bej}
fini

Montrer que I + J et I-J sont des idéaux de A.

Montrer que I +J est le plus petit idéal de A contenant I et J.

Montrer que I-JcInJ.

Montrer que (I +J)-(InJ)cI-J.

Soit Iy c Iy c ... c I}, c ... une suite croissante infinie d’idéaux de A. Montrer que J = ¥.7°; I;
est un idéal de A. Si tous les I; sont des idéaux propres montrer que J est aussi un idéal
propre.

On dit que [ et J sont premiers entre eux si I +J = A. Montrer que I et J sont premiers
entre eux si et seulement s’il existe a € I et be J tels que a+b=1.

Montrer que si I et J sont premiers entre eux alors pour tout k,n € N*, les idéaux I*¥ et J"
sont aussi premiers entre eux.

Montrer que si I et J sont premiers entre eux alors I-J =1nJ.

Soient K un troisiéme idéal de A, tel que I et J soient premiers entre eux ainsi que I et K.
Montrer alors que I et J- K sont premiers entre ainsi que I et J n K.

10) On pose A=7Z,1=(n), J=(m). Calculer InJ et I +J.
11) On pose I = (x1,...,xp) et J = (y1,...,yq) deux idéaux de A. Décrire en fonction des z; et y;

les idéaux I +J, I-J et I?.

Exercice 1.20. Soient A un anneau commutatif, I un idéal de A et a € A. Montrer que :

1)
2)
3)
4)

I = A si et seulement si I contient un inversible.

(a) = A si et seulement si a est inversible.

A est intégre si et seulement si (0) est un idéal premier de A.

A est un corps si et seulement si (0) est le seul idéal propre de A.

Exercice 1.21.

1)

2)
3)

1)

Montrer que tout sous groupe de (Z,+) est un idéal de 'anneau Z. La réciproque est-elle
vraie 7 Qu’en concluez vous ?

Un idéal n’est pas un sous anneau en général. Donner un contre exemple dans Z.

Un sous anneau n’est pas un idéal en général. Montrer que Z est un sous anneau de Q mais
pas un idéal de Q.

En général I'union d’idéaux n’est pas un idéal. Donner un exemple dans Z de 'union de deux
idéaux dont I'union n’est pas un idéal.

Exercice 1.22. Soit I un idéal de Z2.

1)

2)

On pose I1 ={a€Z| (a,0) eI} et Iy ={beZ | (0,b) € I}. Montrer que I et Iy sont des
idéaux de Z2.

Montrer que I = 11 x I5.
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3) Quelle est la forme des idéaux de Z2.

Exercice 1.23. Soit A un anneau commutatif. Soit B un sous ensemble de A. On appelle annulateur
de B l’ensemble :
Ann(B)={aecA|ab=0 Vbe B}

1) Montrer que Ann(B) est un idéal de A.

2) On suppose que A n’admet pour idéaux que (0) et .A. Montrer que A est un corps.

3) On suppose que A est intégre et que toute suite décroissante d’idéaux est stationnaire. Montrer
que A est un corps.

4) On suppose que A est intégre et qu’il admet un nombre fini d’idéaux. Montrer que A est un
corps.

5) Montrer que tout idéal maximal de A est premier.

6) Monter que si A est fini, tout idéal premier est maximal.

7) On suppose que tout idéal de A est premier. Montrer que A est un corps.

Exercice 1.24. Soit A un anneau commutatif.
1) Soit I un idéal propre de A. Montrer que I est premier si et seulement si, lorsque le produit
de deux idéaux est contenu dans I alors I'un des deux est contenu dans I.
2) Déduire que si M est un idéal maximal de A, alors le seul idéal premier de A qui contient
M™ est M pour tout n € N.

Exercices a propos des anneaux quotients

Exercice 1.25 (Anneaux quotients).

Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A. Rappelons que les éléments de ’ensemble quotient
A/I sont les classes d’équivalence [a] = [a]; pour la relation d’équivalence a ~ b si et seulement si
a—>bel. De plus, la structure d’anneau quotient A/l est définie par :

[a] + [b] =[x +y] et [a].[b]:=[xy],

avec
O4/r:=1[0a] et 147:=[1a].

1) Montrer que la facon de définir ces opérations ne dépend pas des représentants.
2) Que représente I'ensemble 047 7

3) Montrer que A/I est intégre si et seulement si I est premier.

4) Montrer que A/I est un corps si et seulement si I est maximal.

Exercice 1.26 (Caractérisation des anneaux quotients).
Soit A un anneau commutatif et I un sous groupe additif propre de A. Montrer 1’équivalence entre
les deux assertions suivantes :

i) A/I est un anneau (pour la structure vue dans I’exercice précédent).

ii) I est un idéal.
Exercice 1.27 ((*) Propriété universelle de I’anneau quotient).
Dans cet exercice tous les anneaux sont supposés commutatifs. Soit A un anneau et I un idéal de
A. Soit B un anneau et 7 : A — B un homomorphisme d’anneaux pour lequel on a la propriété
suivante. Quelque soit anneau C et ’homomorphisme d’anneaux f : A — C qui s’annule sur [
(c-a-d. f(a) =0 pour tout a € I), alors f se “factorise” de maniére unique a travers 7, c.-a-d. qu'il
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A48

N
C
FIGURE 1.2 — Propriété universelle du quotient.

existe unique monomorphisme d’anneaux f de B dans C tel que f = f o ¢. On a donc le diagramme
de la figure 1.2. Montrer qu’il existe alors un unique isomorphisme entre A/I et B.

Exercice 1.28 ((x) Correspondance des idéaux d’un anneau et de ceux de son quotient).
Soient A un anneau commutatif et I et J deux idéaux de A. Soit 7 : A - A/I la projection canonique
et w(J) I'image de I'idéal J selon cette projection.

1) Montrer que 7(.J) est un idéal de A/I.

2) Montrer que l'on a un isomorphisme (A/I)/m(J) ~ A/(I +J).

3) Que se passe-t-il si I et J sont premiers entre eux ?

4) On note Z(A,I) I'ensemble des idéaux de A contenant I et Z(.A/I) ensemble des idéaux de

A/I. Montrer que la fonction Z(A,I) — Z(A/I) telle que K ~ 7(K) est une bijection.

Exercices a propos des homomorphismes d’anneaux

Exercice 1.29.
1) Calculer le nombre d’éléments de Z[v/d]/{m) ot m € Z et m # 0.
2) L’idéal (2) est-il premier dans Z[\/d]?

Exercice 1.30. Soit G un groupe abélien. On note F(G) l'ensemble des fonctions de G dans G.
Cet ensemble est naturellement muni d’une addition définie par : (f + g)(x) := f(z) + g(z),ou le
second "+" est la loi du groupe.
1) En notant o la composition naturelle, montrer que o est distributive & droite par rapport a +.
2) Montrer qu’en général o n’est pas distributive & gauche par rapport a + (Prendre G = Z,
f(z) =22 g(x) = h(x) =z et considérer fo(g+h)et fog+ foh).
3) Montrer que si l'on se restreint au sous ensemble End(G) des endomorphismes de G, alors o
est distributive a gauche par rapport a +. Montrer ensuite End(G) est un anneau.

Exercice 1.31. Soit f: C — C un homomorphisme d’anneaux tel que pour tout x € R on ait
f(x) =x. Montrer que f est soit I'identité, soit la conjugaison complexe.

Exercice 1.32. Soit X un ensemble et x € X. Montrer que la fonction e, : F(X,R) — R définie par
ex(f) = f(z) est un homomorphisme d’anneaux.

Exercice 1.33. Soient A et B deux anneaux commutatifs et f : A - B un homomorphisme
d’anneaux. Montrer que :
1) L’image réciproque par f d’un idéal de B est un idéal de A.
2) L’image réciproque par f d’'un idéal premier de B et un idéal premier de A.
3) L’image réciproque par f d’un idéal maximal de B n’est pas forcément un idéal maximal de
A. Montrer par contre que si f est un épimorphisme, alors ceci est vrai.
4) Si f est épimorphisme alors I'image par f d’un idéal de A est un idéal de B.

Exercice 1.34. Soient A et B deux anneaux et f: A — B un homomorphisme d’anneaux.
1) Soit z € A un inversible. Montrer que f(z) est inversible dans B.
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2) Montrer que si A et B sont des corps alors f est forcément injectif.

Exercice 1.35 (Caractérisation des monomorphismes).
1) Soit A un anneau commutatif. Déterminer tous les homomorphismes d’anneaux de Z[ X ]
dans A.
2) Pour ce qui suit les anneaux sont commutatifs. Soit f : . A — B un homomorphisme d’anneaux
tels que la propriété suivante soit satisfaite :

Vg, h: B — C homorphismes, (fog=foh) = (g=h) (*).

Montrer qu’alors f est un monomorphisme.
3) Montrer qu'un monomorphismes entre anneaux commutatifs vérifie la propriété (x).
4) Déterminer les automorphismes de Z[ X ].
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Chapitre 2

Anneaux euclidiens, principaux, et
factoriels

Nous allons maintenant étendre certaines des propriétés habituelles de I’anneau des entiers Z, a
d’autres anneaux importants (souvent commutatifs).

2.1 Définitions de base

Définition 22. Dans un anneau commutatif A, pour a,b € A on dit que a divise b, et on écrit a|b,
s'il existe ¢ € A tel que ac = b. Alors b est dit multiple de a, et a est un diviseur ' de b. .

Par exemple, on a
e 2 divise 12 dans Z;
e z+1 divise 2% + 3z + 2 dans Q[x], car 22 + 3z +2 = (z + 1)(x +2);
o 1++/7 divise 6 dans le sous-anneau {a +b\/7| a,be Z} de R, car 6 = (1 +/7)(-1+ /7).
e si a est inversible dans A, alors a divise tout b e A, car b=a (a™'b).
e si a divise b et u est inversible, alors au divise aussi b, car on a b = ac et donc b = (au)(u"'c).

Définition 23. Deux éléments a,b d’'un anneau commutatif A sont dits associés, s’il existe un
élément inversible u de A, tel que b = au. .

e n et —n sont associés dans Z;
e a+biet —b+ai sont associés dans le sous-anneau {a +bi | a,beZ} de C;

e si a et b sont deux éléments non nuls d’un corps, alors a et b sont associés.

1. Attention, notre notion préalable de diviseur de 0 est un peu en conflit avec celle-ci. A proprement parler, on
aurait peut-étre di dire diviseur non trivial de 0, mais la terminologie standard est celle que nous avons donnée.
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2.1. DEFINITIONS DE BASE CHAPITRE 2. ANNEAUX EUCLIDIENS

Proposition 2.1. Soit A un anneau intégre, alors la relation “a et b sont associé” est une relation
d’équivalence. De plus®, (a) = (b) si et seulement a et b sont associés.

Preuve. Si b = au, alors (b) = (ua) = (a), puisque (u) = A. En effet, pour tout = € A, on a
7 = (zu~t)u € A u. Inversement, supposons que (a) = (b). Alors, il existe ¢ tel que b = ac, et d tel
a = bd. On trouve donc que a = bd = acd. Si a # 0, comme P'anneau est intégre, on trouve 1 = cd. Les
éléments c et d sont donc inversibles, ce qui montre que a et b sont associés. [

Définition 24. Un élément a non nul et non inversible, d’'un anneau commutatif A, est dit irré-
ductible, si pour tout b et ¢ tels que a = be, on a forcément b ou ¢ inversible. Un élément qui n’est
pas irréductible est dit réductible. .
Par exemple, on a

e si p est un nombre premier, alors p et —p sont irréductibles dans 7 ;

o 2% -7 est irréductible® dans Q[z];

e 22 — 7 est réductible dans R[z], car 22 - 7= (z + V7)(z - V7);

e 22 +1 est irréductible dans R[] ;

e 22 +1 est irréductible dans C[z], car 2 +1 = (z +i)(z — ).

Définition 25. Deux éléments a,b d’'un anneau commutatif intégre A sont dits premiers entre
eux, si pour tout x dans A,

(z]la et z|b) — x inversible.
On écrit alors a 1 b. .
Lemme 2.2. Soit A un anneau principal intégre, et a,b dans A. Alors

(aLb) ssi I(z,ye A) ax+by=1.

Autrement dit, A={ax+by | z,y e A}.

Preuve. Supposons que a et b sont premiers entre eux, et soit
I:=(a)+(b)={ax+by | z,ye A}

On vérifie (en exercice) que I est un idéal qui contient a et b. Comme A est principal, il existe ¢ € A,
tel que I = (c). On a donc que ¢ divise a et ¢ divise b, car a et b sont dans I = (¢). Comme a 1 b, cela
force ¢ a étre inversible. D’ott A = (¢) = I, et donc il existe z,y dans A tels que 1 = ax + by.

Inversement, supposons que 1 = ax +by. Soit ¢ qui divise a et b. On a donc a = ca’ et b=cb’, pour
certains a’,b" dans A. Donc 1 = ax +by = ca’x + cb'y = c(a’z +b'y), ce qui montre que ¢ est inversible.
On conclut que a et b sont premiers entre eux. n

2. Rappelons que (a) :={za | x € A}.
3. Notons que, pour K un corps, les éléments inversibles de K[z] sont les polynémes constants non nuls,c.-a-d.
éléments de K\ {0}.
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Définition 26. Pour deux éléments a et b d’'un anneau commutatif, un diviseur commun de a
et de b, est un élément d qui divise a la fois a et b. Si un élément d € A se divise par tout diviseur
commun de a et de b, on dit que d est un plus grand diviseur commun de a et de b. Attention,
il peut y avoir plusieurs plus grands diviseurs communs de a et de b. On écrit souvent “pgdc” pour
“plus grand diviseur commun”. .

Lemme 2.3. Si A est intégre, alors deux pgdc de a et de b sont nécessairement associés.

Preuve. En exercice. ]

Définition 27. Un idéal d’un anneau commutatif A est dit principal, s’il est de la forme
(a) ={za|xeA},

pour un certain a dans A. L’anneau A est lui-méme dit principal, si tout ses idéaux sont principaux.

Lemme 2.4. Soit A un anneau principal, et a,b dans A. Si a L b et si a divise be, alors a divise c.
De plus, si p est irréductible, et p divise aias...a,, alors p divise l'un des a;.

Preuve. Pour le premier énoncé, par hypothése il existe x et y tels que ax + by = 1 (grace au
lemme 2.2), et il existe d tel que ad = bc. On calcule donc que

c=c(ax+by)
=acz + (be)y
=acr + (ad)y
=a(cx +dy)
d’ot a divise c.

Pour le second, on procéde par récurrence sur n. On considére la situation ot p irréductible divise
ba,, avec b = aq---a,_1. Si p est premier avec a,, alors on a le résultat par récurrence, puisque la
premiére partie assure que p divise b. Sinon, si p et a, ne sont pas premiers entre eux, alors il existe
¢ qui n’est pas inversible et qui divise p et a,. On a donc p = cx, mais p étant irréductible on a que
x est forcément inversible, puisque ¢ ne Pest pas. Il s’ensuit que ¢ = pz~!, d’out p divise ¢, qui lui
divise a,,, d’ot I’énoncé. [

Définition 28. Une valuation sur un anneau commutatif intégre A, est une fonction v : A\
{0} — N. L’anneau A est dit euclidien s’il existe une valuation v sur A, telle que : pour tout
a,be A, il existe g et r dans A pour lesquels

a=bqg+r, et r=0 ou wv(r)<uwv(b). (2.1.1)
On dit que ¢ est le quotient et r le reste de la division de a par b. .

Par exemple, on a
e 7 est euclidien, avec v(a) = |a|;

e K[z] est euclidien avec v(p) = deg(p).
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Proposition 2.5. Si A est principal et intégre, alors deux éléments a et de b non nuls de A ont
nécessairement un pgdc d. Il est unique a un facteur inversible pres, et (d) = {ax +by | x,y € A}.

Preuve. On considére l'idéal I = {az +by | z,y € A}. Comme A est principal, on a I = (d) pour
un certain d. Comme a et b sont dans I, d est un diviseur commun de a et de b. D’autre part, si ¢
divise a et b, alors c¢ divise tout élément de la forme ax +by. On a donc que c¢ divise d, ce qui montre
I’assertion. L’unicité & un facteur inversible prés est assurée par le lemme 2.3. ]

Définition 29. Un anneau commutatif intégre A est dit factoriel si

(i) tout élément de A, qui n’est ni nul ni inversible, est un produit (fini) d’éléments irréductibles ;

(ii) si p1p2-pr = q1q2:+-qs, avec les p; et ¢; irréductibles; alors r = s et il existe une permutation
de I'ensemble {1,2,...,7}, telle que p; et g,(;) soient associés, pour 1 <i <7, .

Définition 30. Un anneau commutatif A est dit noethérien* s’il satisfait la condition de chaine
ascendante, c.-a-d. que pour toute suite croissante d’idéaux {1, }ney :

Liclhyclgc...cl,c... (2.1.2)

il existe un r tel que Iy = I, pour tout s > r. .

2.2 Théorémes principaux

Les théorémes suivants sont fondamentaux.

Théoréme 2.6. Tout anneau euclidien est principal.

Preuve. Soit A euclidien et I un idéal dans A, qu’on peut supposer non nul (le cas nul correspondant
a (a) avec a = 0). L’ensemble {v(a) | a € I, rmeta # 0} est un sous-ensemble de N. Soit m son
élément minimal °. 1l existe b € I tel que v(b) = m, et b # 0. On vérifie comme suit que I = (b). Comme
on sait déja que (b) ¢ I, il suffit de voir que I € (b). Autrement dit, on veut vérifier que chaque a
dans I est un multiple de b. Mais, a = bq + r pour certains g et r, avec r =0 ou v(r) < v(b). Comme
r=a—bq est dans I, car a et b le sont, on doit avoir r = 0. Sinon, on a r € I avec v(r) < v(b), ce qui
contredit le fait que v(b) est minimal. D’ou r = 0 et a € (b), ce qui montre que I C (b). n

Théoréme 2.7. Tout anneau principal est noethérien.

Preuve. Soit une famille {I}, } ,en une chaine ascendante comme en (2.1.2). On considére I = Upey In-
C’est un idéal (voir en exercice), et il est donc principal, car A l'est. Soit donc a € A tel que I = (a).
Comme a € I = Upen In, il existe 7 tel que a € I,,. Mais alors, les inclusions (2.1.2) font que a € I
pour tout s > 7. Il s’ensuit que I = (a) € I € I, et donc I = I pour tout s >r. ]

Théoréme 2.8. Tout anneau commutatif intégre principal est factoriel.

Corollaire 2.9. Z est factoriel ; et pour tout corps commutatif K, l’anneau des polynomes K[x] est
factoriel.

4. En 'honneur de la mathématicienne Emmy Noether, 1882-1935.
5. Une des propriétés fondamentales de N est que chacun de ses sous-ensembles admet un élément minimal.

38


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Noether_Emmy.html
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Preuve. [du théoréme 2.8|

1). On montre d’abord que tout élément a € A, non nul et non inversible de I'anneau, se divise par
un irréductible. Si a lui-méme est irréductible, il n’y a rien & montrer. Sinon, soit a = a1b1, avec ay et
b1 non inversibles. On observe que (a) est un sous-ensemble strict de (a1). En effet, si (a) = (a1) on
avait a1 = ac, et alors a = a1by = achb;. Comme A est intégre, on trouve 1 = ¢by, d’out by est inversible,
ce qui contredit I’hypotheése sur by. Si a1 est inversible, on a terminé. Sinon, il existe ag et ba tels que
a1 = asbs, avec ag et by non inversibles. On continue ainsi & construire des a; et b; non inversibles, tels
que a;—1 = a;b; tant que a; est non irréductible, jusqu’a ce qu’on trouve un a; irréductible. qui divise
alors clairement a. Comme on a une suite ascendante d’idéaux (a1) € (az2) € (as)---, ce processus ne
peut continuer sans que cela contredise le théoréme 2.7.

2). Si a n’est pas irréductible, On peut supposer que a = pjc; avec p; irréductible et ¢; non-
inversible (sinon a est irréductible et nous avons la factorisation cherchée). Si ¢; n’est pas irréductible,
on a ¢ = pacy avec po irréductible et ¢y non inversible, et a = p1pacs. On continue ainsi, pour obtenir
a = p1pe---prCr, avec les p; irréductibles. Comme linclusion des idéaux (c¢;) € (ci4+1), le processus
ne peut continuer indéfiniment sans contredire le fait que A est noethérien. On trouve donc un
factorisation de A en irréductibles.

3) Pour montrer 'unicité, on procéde comme suit. Soit pipa---p, = q1G2--qs, avec s > r (sinon on
échange les termes de I'égalité). Par ce qui précéde, p; divise 'un des ¢;. Quitte & permuter les ¢;, on
peut supposer que i = 1. Donc, g1 = p1e1, avec p1 et ¢p irréductibles. Cela force e1 & étre inversible, et
donc p; et g1 sont donc associés. On a donc pypa---pr = P1€1g2---¢s qui implique pa---pr = €1¢2---qs. En
répétant le processus, on trouve 1 = g1€9---€,qr41-:-qs. Mais alors, q,.1---qs doit étre le produit vide,
ce qui montre que r = s, ce qui achéve la démonstration. [

2.2.1 Formulation de propriétés en termes d’idéaux

Dans un anneau principal (en particulier commutatif) intégre A, plusieurs des notions définies
plus haut pour des éléments de A se reformule naturellement en termes d’idéal. Certains de ces
énoncés ont déja été vus. Ainsi, on a

e (a) = (b) si et seulement si a et b sont associés ;
(a-b) = {a)(b);
(a) < (b) si et seulement si b divise a;

c (a) et (a,b) = A, alors (c) ¢ (a) (lemme de Gauss);

[ ]
wn
—
—
= >
e
~

a,b) = (1) si et seulement si a et b sont premiers entre eux, a 1 b;

d) =(a1) +...+ (ag) si et seulement si d est un plus grand commun diviseur des a; ;

{
{
(m) = (a1) n--n{ax) si et seulement si m est un plus petit commun multiple des a; ;
(a) irréductible propre si et seulement a est irréductible;

{a)

a) est premier propre si et seulement si a est premier ;

Si (a) est propre, alors

(a) est premier <> (a) est maximal < (a) est irréductible.
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2.3 Algorithme d’Euclide

Pour un anneau euclidien A, la division euclidienne est dite effective si, pour tout a et b dans
A, il existe un algorithme pour calculer le quotient q et le reste r, tel que a = bg + r satisfaisant la
propriété (2.1.1). On peut alors “calculer” le plus grand commun diviseur d = pgdc(a,b) de deux
éléments a et b, avec I'algorithme d’Euclide et donner une expression explicite de la forme ax+by
pour d. On dit parfois que c’est 'algorithme d’Euclide étendu.

Algorithme d’Euclide étendu. Pour le calcul de d = pgdc(a,b), posons ag = a et a; = b. On utilise
alors récursivement la relation :

pgdc(ai, air1) = pgde(aist, aive), avec  Gj = Qjy1 G + Qg2

o, soit a2 = 0 soit v(a;12) < v(aj+1). On observe que, si on a déja une expression pour d de la
forme d = a;+1 iv1 + a2 Yir1 (pour certains z;41 et y;41), alors on en déduit

d = a1 Tiv1 + (@i —bq) Yir

=0 Yir1 + Qir1 (Tiv1 — ¢ Yir1)s
car a2 = a; — ;41 ¢;. On posera donc
Ly =Yi+1 Yi = Ti+1 — 4i Yi+1,
ce qui permet de remonter jusqu'a d = agxg + a1 yo = axg + byg. Observons que, si a;12 = 0, avec
a;+1 # 0, alors on a trouvé d = a;41, le pgde cherché. Ce cas se produit forcément pour un certain

i, car la division euclidienne assure que v(a;) > v(az2) >...>v(a;), et il est impossible d’avoir une
suite infinie (strictement) décroissante d’entiers positifs. .

Il est clair qu’on peut calculer le pgdc de plusieurs éléments a1, as, ..., ax, utilisant le fait que

pgdc(ai,az, ..., ax) = pgde(ar, pgde(az, . . ., ax)).

2.4 Le cas des polynomes
Théoréme 2.10. Pour tout corps commutatif K, l’anneau des polynomes K[z] est euclidien.

Preuve. Pour f et g dans K[x], on cherche donc & construire des polynémes ¢ et r, tels que

f=9q+r,

avec soit r = 0, soit deg(r) < deg(g). Cette construction est récursive (et explicite, en autant que les
calculs dans K le soient), en termes de n = deg(f), le degré de f. Soit

f=ap+aiz+...+a,x", et g=b0+b1x+...+bkxk,
avec a, # 0 et by # 0. Si k > n, alors on a déja terminé le calcul, avec ¢ =0 et r = f.
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Sinon, on calcule que

fl=f- Z—:x”_kg =(ap+arz+... +apz"™) - Z—nx”_k(bo+b1$+...+bk$k)

n—1
k- a ;
=ap+a1T+ ... +an g1z Z (a; — —b;) 2’
j=n-k b,

est un polynome de degré au plus n — 1. Récursivement on sait calculer ¢’ et r’ avec soit r’ = 0 soit
deg(r’) < degg, tels que f'=gq +r'. 1l suffit donc de poser q := ‘;—:az"‘k +¢', pour avoir

On n-k
f—gq=f—g(b—::v” +q')
=f'-gd
!
=r
on trouve donc aussi le polynéme r = r’ désiré. [

En vertu de la section 2.3, on a un algorithme de calcul pour le plus grand commun diviseur de
polynomes f1, fa,..., fr dans K[z]. De cette fagon, on trouve explicitement un polynéme d tel que
(f1, f2,---, frx) = (d). On observe que cela donne une description canonique pour 'idéal. Ainsi, on
peut déterminer explicitement si deux idéaux (f1, f2,..., fx) et (g1, 92,...,g;) sont égaux.

2.4.1 Facteurs multiples de polynémes

Lorsqu’on cherche a factoriser un polynéme f =ag+ a1z + ...+ a,2" dans K[z], pour K un corps
commutatif, une premiére partie du calcul consiste & détecter s’il contient des facteurs multiples.
On dit que g (de degré > 1) est un facteur de multiplicité k dans f, si f = g*- h, avec g et h premiers
entre eux. Pour détecter et trouver les facteurs multiples (c.-a-d. k& > 2) d’un polynéme f, on exploite
la notion de dérivée définie® comme

D(f):= imix“l. (2.4.1)

On vérifie par calcul direct qu’on a les identités usuelles D(f; + fo) = D(f1) + D(f2), et que
D(f1-f2) = D(f1)fe + fiD(f2). Un argument récursif permet de déduire de cette derniére égalité
qu’on a aussi la régle classique

D(f*)=kD(f) f*.

pour tout entier k. On voit aussi que D(f) # 0 si deg(f) > 1.

Proposition 2.11. Les facteurs multiples d’un polynome f dans K[z] sont les facteurs de pgde(f, D(f)).

6. Attention, ici on ne travaille pas avec la définition usuelle du calcul différentiel. Pas de limites, pas de continuité,
c’est une définition “algébrique”.
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Preuve. Supposons que f = ¢* - h, avec k > 2 et deg(g) > 1, alors

D(f)=D(g"h)
= D(g*)h+g"D(h)
= kg""'D(g) h+g"D(h)
= g" ' (kD(g) h+ gD(h))

On constate donc que ¢g"! divise a la fois f et D(f), donc aussi pgde(f, D(f)). On peut donc

trouver, via 'algorithme d’Euclide, les facteurs communs de f. [

Par exemple, pour f = 2% — 2% —z +1 (dans Q[z]), on a D(f) = 32% — 22 — 1, et alors I'algorithme
donne

1 1 2
173—1‘2—33+1=§ZL‘(3:L‘2—21‘—1)+(——33‘2——{L‘+1)
1 2
3x2—2m—1=—9(——1:2——:L“+1)+(—8x+8)
3 3

1 2 1
(—§$2—§IE+1)=ﬂ(—8$+8)+(—3§+1)

(-8 +8)=8(-x+1)+0

d’ott x — 1 = pgde(f, D(f)) (on a “normalisé” en multipliant par un élément de Q pour avoir un
coefficient dominant égal & 1). On conclut que f se divise par (x - 1)2. En fait, f = (z - 1)?(x + 1).

2.5 L’anneau des entiers de GGauss, et sommes de deux carrés

Un des problémes classiques de la théorie des nombres est de déterminer quels sont les nombres
n € N qui s’écrivent comme une somme de deux carrés n = a® + b2 (avec a,b dans N). On cherche
aussi & trouver toutes les facons de le faire, quand c’est possible. Ainsi, parmi les nombres < 200,
ceux (les seuls) qui s’expriment comme somme de deux carrés sont les suivants” :

0,1,2,4,5,8,9,10,13,16,17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34, 36, 37, 40, 41, 45, 49, 50,
52,53,58, 61,64, 65,68, 72,73, 74, 80,81, 82, 85, 89, 90, 97, 98, 100, 101, 104,
106,109, 113,116,117, 121,122,125, 128,130, 136, 137, 144, 145, 146, 148, 149,
153,157,160, 162, 164, 169, 170, 173, 178, 180, 181, 185, 193, 194, 196, 197, 200

7. Tel que répertoriés par Euler, en 1758.
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Par exemple, on a

1105 = 32% + 9% = 33% + 4% = 317 + 12% = 247 + 232 (2.5.1)

La solution du probléme est agréablement organisée dans le contexte de I’anneau des entiers de
Gauss. L’histoire se déroule comme suit. On observe d’abord que l'anneau Z[7] est euclidien.

Proposition 2.12. L’anneau Z[i], des entiers de Gauss, est euclidien avec la valuation N(a+bi) =
a? + b2, et la division euclidienne y est effective. La fonction N est multiplicative (on dit que c’est
une norme ), et les seuls éléments inversibles de Z[i] sont ceux pour lesquels N(a+bi) =1.

Preuve. On vérifie par calcul direct que N est multiplicative. La derniére assertion est facile a
vérifier, sachant que les seuls éléments inversibles de Z[i] sont 1, -1, ¢, et —i, qui correspondent au 4
solutions dans Z de 1’équation a® + b? = 1.

Il suffit ensuite de montrer que pour aw=a+bi et 8 =c+di+0 dans Z[i], il existe ¢ et r dans
Z[i] tels que
a=L03q+r, avec 7 =0 ou N(r) < N(f).

On observe d’abord que, dans le corps Q[¢] des rationnels de Gauss, I'inverse de ¢ + d1i est

c d |
- i
2+d? c2+d?’

puisque (c+di)(c—di) =c+d°

Il s’ensuit que dans Q[], on a des nombres rationnels z,y tels que

aft=(a+bi)(c+di) = +yi,  avec x:_if:zg ot y:_cid:dzc'

On pose g=n+kiet r=a—-bg, ou n et k sont les uniques entiers tels que

Montrons que N(r) < N(8)/2. Calculant dans Q[i], on a r = 8 («/5 - q). De plus,

g—q:(:10+yz')—(n+l<:i)

B
:($_n)+(y_k)ia
donc
o 2 2
N|l=-q)=(x-n)"+(y-Fk
(5-0)=G@-m+@-k
1 1 1
<=+==-.
4 4 2
On a donc

N = NEN(5 -a) < N (8)
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On a une proposition analogue pour I’anneau des entiers d’Eisenstein ® Z[w] := {a+bw | a,b € Z},
ofl w est une racine primitive cubique de I'unité?, avec la valuation N(a+bw) = a? —ab+b*. Pour la
suite de notre histoire, nous allons exploiter le fait suivant, qui découle de la proposition 2.12 en
vertu du théoréme 2.8.

Corollaire 2.13. L’anneau Z[i] est principal et factoriel.

Pour poursuivre, une observation clé est que :

Proposition 2.14. Soit p un nombre entier premier distinct de 2. Alors, les conditions suivantes
sont équivalentes :
(i) p=1 mod 4;
(ii) -1 est un carré dans Z|pZ ;
(iii) p n’est pas irréductible dans Z[i] ;
)

(iv) il emiste a et b dans 7Z, tels que p = a®> +b*. Dans ce cas, a+bi est irréductible dans Z[i] ; et
de plus, a et b sont uniques a l'ordre et au signe pres.

Preuve.

(i) = (ii) : Par hypothéses p est premier et de la forme 4k +1. Rappelons d’abord que, par le théoréme
de Wilson, on a (p—1)! = -1 mod p. Posons t = (2k)!, et montrons que > = -1 mod p, ce qui
montrera I’assertion (ii). On a :

t=1-2-3(2k) (2.5.2)
= (-1)(-2)(-3)---(-2k), (car il y a un nombre pair de facteurs).

D’on,
-1=p-1(mod p) =4k
-2=p-2(mod p) =4k -1
-2k=p-2k(mod p) =2k +1

et donc ¢t = (2k +1)---(4k —1)(4k) mod p. Utilisant cette expression d’'une part, et (2.5.2) d’autre
part, on a trouve bien que

t221-2-3-(2k)- (2k + 1)--(4k - 1) (4k) = (4k)! = (p-1)! = =1 mod p.

t t mod p

(ii) = (iii) : Si t2+1=0 mod p, alors on a pq = t*> + 1 pour un certain q. Donc, p divise (¢ +14)(t —1i)
dans Z[i]. Si p était irréductible dans Z[¢], alors puisque Z[i] est factoriel, p diviserait soit ¢ + ¢ soit
t —i. Si par exemple p divise ¢ + i, on obtient p(a+bi) =pa+pbi=t+i; et alors pb=1 dans Z, ce
qui est impossible étant donné que p est premier. Donc p n’est pas irréductible.

8. Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823-1852).
9. w=exp(271/3).
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(iii) = (iv) : Si p n’est pas irréductible dans Z[i], alors p = (a+bi)(c+di), avec (a+bi) et (c+d1)
non inversibles. En particulier, N(a +bi) >2 et N(c+di) > 2. Mais alors, on a

P> =N(p)=N(a+bi)N(c+di) = (a® +b*)(* + d?) (dans N).

Comme p est premier, il découle de 'unicité de la factorisation en nombre premier dans N, que
p=a+b®=c?+d%

(iv) = (i) : Soit p = a® + b? dans N. Modulo 4, tous les carrés sont congrus soit a 0 (le carré des
nombres pairs), soit a 1 (le carré de nombres impairs). Comme p n’est pas pair, I'un des nombres a?
ou b? est congru a 1, et autre a 0. Donc p= 1 mod 4. L’égalité p = a® +b? implique que p = N (a+bi),
et donc a + bi doit étre irréductible (sinon p se factorise, puisque n est multiplicatif).

Supposons maintenant que p = a?+b% = ¢2+d?. Alors (a+bi)(a-bi) = (c+di)(c—d1), et ces quatre
nombres sont irréductibles dans Z[i]. Par factorialité de Z[i], on a (par exemple) a +bi =e(c+ di)
pour € =1, =1, ¢ ou —i. Donc a,b et ¢,d son égaux a 'ordre et au signe prés. ]

Nous pouvons donc maintenant donner une liste compléte des éléments irréductibles de Z[i].

Corollaire 2.15. Les éléments irréductibles de Z[i] sont :
(i) 1+4;
(ii) les nombres premiers p dans N, tels que p=3 mod 4 ;
(iii) les nombres a +bi et a—bi tels que a® +b* est premier dans N ;

et leurs associés (par exemple 1 —i = (1+1)1i). De plus, dans le cas (iil), l’expression de p en somme
de deux carrés p = a®> + b est unique.

Preuve. Vérifier (i) est direct, puisque N(1+1i) =2 ce qui force 1+ a étre irréductible. Pour (ii),
on applique la proposition 2.14, et de méme pour (iii). Il reste a prouver qu’il n’y a pas d’autres
éléments irréductibles dans Z]i]. Observons d’abord que tout irréductible 7 de Z[¢] divise un nombre
premier p dans N. A cette fin, considérons l'idéal (7Z[i]) nZ de Z. Comme Z est principal, il existe
peZ tel que (wZ[i])NZ = pZ. Si p =ab, alors ab € wZ[i] et soit 7 divise a soit 7 divise b. On a
donc, soit a ou b dans pZ, donc p divise a ou p divise b. Ceci force p & étre premier.

Soit maintenant 7 irréductible dans Z[i]. Il existe un nombre premier p (dans N), tel que 7 divise
p. Si p=3 mod 4, alors p est irréductible dans Z[i], donc 7 est associé a p, donc de la forme (ii). Si
p=1 mod 4, alors p = a® + b2, et 7 divise (a + bi)(a - bi), avec ces deux nombres irréductibles dans
Z[4]. 1l s’ensuit que 7 = z +yi est associé & a +bi (ou & a—bi), et alors 22 +y? =a?+3? =p. On a
donc que 7 est de la forme (iii). Enfin, si p = 2, on raisonne de méme pour voir que = (1+4)(1—1)
et donc que 7 est de la forme (i). n

Notre premier résultat global concernant les entiers qui peuvent s’écrire comme somme de deux
carrés est le suivant. Soulignons que n € N peut s’écrire comme somme de deux carrés n = a? + b2, si
et seulement si n est la norme d’'un élément de Z[i], a savoir a + bi.

Corollaire 2.16. Soit n = p?1p§2~~pzk, avec les p; distincts deux & deuzx. Alors, n peut s’écrire
comme somme de deuz carrés si et seulement si les exposants n; correspondant & des premiers p; = 3
mod 4 sont tous des nombres pairs.
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Preuve. On observe d’abord que, si n et n’ peuvent s’écrire comme somme de deux carrés, alors
c’est aussi le cas de nn’. C'est 1a essentiellement la multiplicativité de N, puisque si n = N(z) et
n' = N(z') alors nn/ = N(zz'). Dong, la condition du corollaire est suffisante. Pour voir quelle est
nécessaire, on suppose n = a? + b, on a donc la factorisation n = (a + bi)(a - bi) dans Z[i]. On
décompose a + bi en irréductibles dans Z[i], pour obtenir

a+bi=]]m;. (2.5.3)
J

Comme Z[i] est un sous-anneau de C, la conjugaison ' y est multiplicative. On a donc
a—-bi= H ;.
J

qui est aussi un produit d’irréductibles. En regroupant les irréductibles de a + bi avec ceux a — b1
conformément au corollaire 2.15 (ceux de la forme (c+di) avec d > 0, avec (c—di), et les pe N
congrus a (3 mod 4) avec eux-mémes), on achéve la démonstration. [

Les diverses fagons d’écrire n comme somme de deux carrés correspondent aux choix possibles
dans la répartition des facteurs de n dans l'expression (2.5.3). Ainsi, la décomposition en facteur
dans Z[i] de 1105 est :

1105=5-13-17=(2+14)(2-14)- (3+24)(3-24)-(4+1i)(4-1).

5 13 17

On trouve les diverses fagons d’écrire 1105 énumérées en (2.5.1), comme suit. Dans chaque cas on ne
prend qu'un des deux facteurs du premier congru & (1 mod 4). On trouve (au moins)

(2+17)-(3+24)-(4+i)=9+32i
(2-4)-(3+214)-(4+4)=31+121
(2+4)-(3-24)-(4+i) =33 +4i
(2+4)-(3+20)-(4-1)=23+24i

ce qui correspond aux 4 fagons d’écrire 1105 comme somme de deux carrés données en (2.5.1). Toutes
les autres répartitions des facteurs et leurs associés donne une de ces 4 possibilités, la liste est donc
compléte.

On peut comparer cette approche a celle d’Euler (d’avant la théorie des anneaux) en consultant une
traduction anglaise (trés lisible) de son article : eulerarchive.maa.org/docs/translations/E228en.pdf.
En passant, il y a en Sage tous les outils nécessaires pour travailler dans Z[].
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2.6 Polyndémes cyclotomiques

Les polyndomes cyclotomiques, dénotés p4(x), pour d € N— {0}, apparaissent comme facteurs
irréductibles de la décomposition en facteur de 2™ — 1 dans 'anneau Q[x]. Ils sont de fait caractérisés
par l'identité

2" -1=]]pa(z). (2.6.1)
din
Ainsi, pg(x) divise ™ — 1 pour tout diviseur d de n. Admettant qu'une telle factorisation existe, on
peut donc calculer récursivement ¢4(z) comme

" -1

en(z) = W' (2.6.2)
On trouve les valeurs suivantes :
p1(z) =z -1, pa(z) =z +1,
o3(x) =2+ +1, oa(x) = 2% +1,
os(x) =zt + 2+ 2+ + 1, we(x) =2 -z +1,
or(x)=ab+®+at + 2P +a? v+ 1, og(x) =2t +1,
wo(x) = a2®+ 2% +1, oro(z)=at -3 +2? -z + 1.

On peut montrer (en exercice) que le polynéme ¢, (z) est toujours irréductible dans Q[z], qu'il est
unitaire, que ses coefficients sont dans Z, que son terme constant est +1, et que son degré est donné
par la fonction ¢ d’Euler, c.-a-d. deg(¢n(x)) = ¢(n). Cette derniére affirmation est apparente quand
on considére la décomposition en facteurs dans C[z] de ¢, (z), donnée par la formule

on(z)= [] (- w"), o w =exp(2im/n). (2.6.3)

kin
1<k<n

En retour, cette formule donne bien l'identité (2.6.1).

On dit d’'un nombre complexe que c’est une racine n® de 1’unité, si w" = 1. L’ordre d’une
racine de l'unité w est le plus petit entier k > 0, tel que w® = 1. Forcément, ordre d’une racine
n® de l'unité divise n. Si 'ordre d’une racine n® de I'unité w est égal & n, on dit que w est une
racine primitive d’ordre n. Ce sont exactement les nombres complexes de la forme exp(kim/n),

10. z+yi=x—-yi.
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avec 1 <k <m—1 o0 k et n sont premiers entre eux. Il y a donc ¢(n) racines primitive d’ordre
n. Les racines de 'unité sont des nombres algébriques. Rappelons qu'un nombre complexe « est
dit algébrique s'il existe un polynoéme f(z) dans Q[x], tel que f(«) = 0. Comme l’ensemble des
polynomes dans C[z] tels que f(«) =0 est un idéal, il existe un unique polynéme unitaire (non
nul) mq(z) qui est de degré minimal et tel que mq () =0 (car C[z] est principal). On dit que c’est
le polynéme minimal pour «. Un entier algébrique est un nombre algébrique « pour lequel il
existe un polynome unitaire f(x) dans Z[z], tel f(a) =0. Si a est un entier algébrique, on désigne
par Z[«] le plus petit sous-anneau de C qui contient Z et .

Proposition 2.17. Le polynéme minimal d’une racine primitive n® de 'unité est le polyndome
cyclotomique o, (x). Il est a coefficients entiers et unitaire. Il s’ensuit que les racines de 'unité sont
des entiers algébriques.

Proposition 2.18. L’ensemble des nombres algébriques forme un sous-corps de C, dénoté Q (ou
parfois A). C’est le plus petit sous-corps de C algébriquement clos qui contienne Q. L’ensemble des
entiers algébriques forme un sous-anneau de Q.

Les polynoémes cyclotomiques permettent d’éclairer les propriétés des formules qui font intervenir
divers termes de la forme z™ - 1.
Proposition 2.19. Soient k et n deux entiers non nuls dans N. Alors on a les propriétés suivante.

(i) k divise n si et seulement si x¥ — 1 divise x™ — 1. On a alors

n_1
St Marn @al). (2.6.4)

xk -1

(ii) d = pgdc(n, k) dans Z si et seulement si z¢ -1 = pgde(z™ - 1,2% - 1) dans Z[x] ;

2.7 (*) Codes polynomiaux

Comme son nom l'indique, le but de la théorie des codes correcteurs d’erreurs est de construire des
protocoles de transmission de données de fagon & pouvoir détecter/corriger les erreurs qui peuvent se
glisser pendant la transmission, & cause d’interférences. Un cas bien connu est I’alphabet phonétique
de ’OTAN, utilisé dans les communications radio en aviation et par divers services d’urgence. On
remplace la lettre “a” par le vocable “alpha”, la lettre “b” par le vocable “bravo”, et ainsi de suite
jusqu’a la lettre “z” par le vocable “zoulou”. S’il y a interférence lors de la transmission, celui qui
n’entend que “...lou alpha brav...” décode malgré tout le message comme étant (trés probablement)
“zoulou alpha bravo”, ce qui signifie “zab”. Les codes polynomiaux sont 1'une des constructions
classiques de la théorie, qui reprend de facon plus efficace ce genre d’idée.

On considére I'anneau des polynémes K[z ], pour K un corps fini qu’on supposera égal a IF), := Z/pZ
dans ce qui suit. Un vecteur (ag,aq,...,a,-1) dans 'espace vectoriel [}, est identifié au polynome

flx)= A" Lt ano T+ a1,
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de degré au plus n — 1. Pour construire un code polynomial, on choisit un polynéme unitaire fixé
g(x) de degré m, qu'on appelle polynéme générateur du code, et un entier n > m. Les mots de
code sont les polynomes de degré au plus n — 1 qui sont divisibles par g(z).

Par exemple, pour Fa, on peut choisir g(z) = 22 + 2 + 1 et n = 5. On vérifie que les mots de code
possibles sont alors exactement les suivants

{0-g(2),1-g(z),x-g(2), (z +1) - g(x),2° - g(2), (a7 + 1) - g ), (2° + x) - g(2), 9(2)*}

qui correspondent aux 8 vecteurs dans ]Fg

0 rr+1 B+t 3 +1
! I I !
00000 00111 001110 001001
[ o+l 2+ x [ e |
! ! I !
11100 11011 100100 10101

Afin de le coder, on commence par décrire comme ci-haut un vecteur (b;); dans ;™™ comme un
polynoéme h(z) de degré au plus n —m — 1. Puis, on calcule le reste r(x) de la division de ™ h(x)
par g(x). Le code de h(x) est alors défini comme étant z™h(z) —r(x), qui est bien un multiple de
g(x). Via la bijection entre vecteurs dans Fg et polyndémes de degré au plus 4, on trouve ainsi les
codages suivants pour les huit éléments de F%

000 001 010 011
! ) ) I
00000 00111 01001 01110
100 101 110 111
! J ) I
10010 10101 11011 1100

Par construction, les n — m premiers coeflicients de ces vecteurs codes correspondent au vecteur
codé, puisque le reste calculé pour obtenir 2™h(xz) — r(z) est de degré au plus égal & m —1 (ou est
nul). On détecte qu’il y a eu erreur de transmission si le reste du polyndéme associé & un message
(un élément de Fy) par g(z) n’est pas nul. On peut “corriger” les erreurs (s’il n’y en a pas trop) en
prenant le vecteur de code le plus proche du message recu.

II est direct de voir que le sous-ensemble C des mot de codes est un sous-espace vectoriel de
[, Voila pourquoi un dit que c’est un code linéaire. Le cas ou on considére g(x) un diviseur de
z" -1 de degré m, est souvent considéré. Ce sont les codes cycliques. L'identification entre [F); et les
polynomes de degré au plus n — 1, correspond & calculer dans 'anneau F,[x]/(z" —1). Il est pratique
de considérer le cas ou g(x) est irréductible, et alors le code est dit irréductible.
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2.8 Théoréme du reste chinois

Le théoréme de théorie des nombres dit “des restes chinois” donne la solution d’un probléme
célebre qu’on retrouve déja au 4°-siécle dans le livre du mathématicien Sun Zi (~400-460). 11 se
généralise de la facon suivante.

Théoréme 2.20. Soient aq,as9,...,a des éléments deux a deuz relativement premiers dans un
anneau principal intégre A, et posons b = ajag--ay,. Alors, on a un isomorphisme d’anneaux
(naturel)

w: A/ — A/{a1) x Af{az) x --- x A/{ag) .

Preuve. On considére le morphisme 7: 4 — A/{a1) x A/{ag) x -+ x A/{ay) défini en posant
W(b):(bl,bg,...,bk), avec bi:ﬂ'i(b),

oun:=A—» Af{a;) est 'épimorphisme canonique. On montre en exercice que son noyau est l'idéal
(b), on conclut en vertu du théoréme 1.23. n

2.8.1 Formule d’interpolation de Lagrange

L\ /\

4 2 2 a

Un cas particulier du théoréme chinois est le suivant. Dans I'anneau des polynémes & coefficients
réels (ou n’importe quel autre corps), A = R[z], on considére comme a; les polynémes = — ¢;, pour
1<i<n, avec les ¢; € R des réels deux a deux distincts. Le polynéme b est donc

b=(z—-c1)(x—-c2)(x-cp).

Parce que ’anneau A est euclidien, et que les polyndémes x — ¢; sont de degré 1, on peut “identifier”
les éléments (ce sont des classes d’équivalence) de A/(x - ¢;) avec des constantes d;. Un élément du
produit A/({a1) x A/{az2) x -+ x A{ax) correspond donc & un “vecteur” (dy,ds,...,d,) de réels. La
situation du théoréme se résume ainsi a choisir n points (¢;,d;) dans dans R?, pour 1 < k < n, avec
les ¢; deux a deux distincts, et I’énoncé du théoréme affirme alors qu’ils correspondent & ces n points,
un et un seul élément du quotient, A4/(b). Encore parce que A est euclidien, les éléments de A/(b)
s’identifient & des polynéomes de degré au plus n — 1 (des restes modulo (z —¢1)(z - c2)--(x - ¢y)).
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La formule d’interpolation de Lagrange'' donne un polynéme p, de degré au plus n — 1,
tel p(¢;) = d; pour tout k. Autrement dit, ¢’est un polynéme dont le graphe passe par les points
(ci,d;). Ce polynome est exactement ¢~ 1(dy,ds,...,d,). Le cas n = 2 correspond au fait que par
deux points (d’abscisses distinctes) passe une et une seule droite, et pour n = 3 qu’il passe une et

une seule parabole par trois points (d’abscisses distintes).
Les interpolateurs de Lagrange sont les polynémes £;(x) défini comme :
t(x) =[]

Kty A T Ci

1<i<n

1, sik=j,
i (ci) ={

0, sinon.

Tr —C;

On constate que

Ceci permet de définir le polynéme cherché en posant simplement

p(x) = Z li(x)b;. (Formule d’interpolation de Lagrange)
j=1

(2.8.1)

(2.8.2)

C’est manifestement un polynoéme de degré n — 1, et la propriété (2.8.1) donne directement que

p(c¢;) = d; pour tout k.

11. Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).
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2.9 Exercices du chapitre 2

Exercice 2.1 (Divisibilité).
Soit A un anneau commutatif.
1) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes
i) Il existe c € A tel que ac = b.
i) be(a).
iii) (b) c (a).
2) Montrer que a et b sont associés si et seulement si (a) = (b).
3) Montrer qu’étre associé détermine une relation d’équivalence sur A.
Exercice 2.2.
1) Soit A un anneau commutatif principal et I un idéal de A. Montrer que A/ est principal.
2) Trouver tous les idéaux des anneaux suivants : Z/nZ et Q[z]/(f) ou f € Q[x].
3) Trouver tous les idéaux maximaux des anneaux précédents.

Exercice 2.3. Soit A un anneau commutatif et soit a € A.
1) Montrer que (a) est un idéal premier si et seulement si a est un élément premier de .A.
2) On suppose que A est principal. Montrer alors que (a) est maximal si et seulement si a un
élément irréductible.

Exercice 2.4. Soit A un anneau commutatif.
1) Montrer qu’un anneau euclidien est toujours principal.
2) Montrer qu’un anneau principal est toujours factoriel.

Exercice 2.5 (pgdc, ppcm).
Soit A un anneau factoriel, et P I’ensemble de ses éléments irréductibles. Soient x,y € A non nuls

tels que
z=u]]p", et yzu’Hpb",
peP peP
ou u et u' sont des inversibles de A, et ap, b, € N. Montrer que :
1) z|y si et seulement si a, < b, pour tout pe P
2) d:= Hpeppmm(%’bp) est un pgdc de x et y;
3) m:=T[lpep pax(@p:bp) egt un ppem de z et y;
4) pgde(z,y)ppem(x,y) et zy sont associés.
5) si de plus A est principal, alors

(pgde(ay,...,an)) ={a1) + ... + {an), et (ppem(ay,...,an)) = (a1) N ...n {an);

6) si A est seulement commutatif, alors les éléments ay,...,a, € A admettent un ppcm si et
seulement si I'idéal (aq1) n...N{a,) est principal;

7) si A est seulement commutatif et Iidéal (aq,...a,) est principal, alors les éléments ay, ..., a,
admettent un pgdc.

Exercice 2.6 (Lemme de Gauss).

Soit A un anneau factoriel. Montrer que :
1) pour a,b,c € A tels que a|bc et a premier avec b, on a forcément a|c;
2) dans A tout élément irréductible est premier.

Exercice 2.7 (Théoréme de Bézout).
Soit A un anneau principal. Montrer que :
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1) sia,be A sont premiers entre eux alors il existe u,v € A tels que au +bv =1;
2) tout idéal premier non nul de A est maximal;
3) si A n’est que factoriel, alors il n’est pas obligatoire que 1) soit satisfait ;
4) si A n’est que factoriel, il n’est pas obligatoire qu’'un idéal premier soit maximal.
Exercice 2.8 (Exemples d’idéaux non principaux).
Soit A un anneau commutatif.
1) Montrer que 2 et  sont premiers entre eux dans Z[x] mais que 1 n’est pas dans I'idéal (2, z).
2) Montrer que (2,x) n’est pas un idéal principal de Z[z].
3) Montrer (x,y) n’est pas un idéal principal de A[z,y].
4) Soit K un corps. Montrer que (z) est un idéal premier de K[z, y]. Quel est le quotient ?
5) Parmi les idéaux (2, ), (z,y), et (2,z,y) de Z[z,y] lesquels sont premiers ? maximaux ?
6) Soit a € A. Montrer que A[z]/{z - a) ~ A.
Exercice 2.9 (Entiers de Gauss).
1) Montrer que Z[i] est Euclidien, donc principal.
2) Montrer que le corps de fraction de Z[i] est Q[7].
3) Montrer que les éléments inversibles de Z[¢] sont ceux de norme 1, c.-a-d. {-1,1-4,4}.
4) Montrer qu'un nombre premier p € N est un élément premier de Z[i] si et seulement si
p=3 (mod 4).
Exercice 2.10 (Polynémes cyclotomiques).
1) Montrer que, pour n = pk, avec k > 1 et p preier, on a

on(z)=1+u+... +ul, pour w=2@".

2) Calculer les polynémes cyclotomiques pour 11 <n < 16.

Exercice 2.11 (Exemples d’anneaux intégres non factoriels).
1) Soit Z[in/5] = {a+ib\V/5 | a,be Z}.
i) Montrer que Z[i\/5] est un sous-anneau de C.
ii) Montrer qu'’il est intégre et noethérien.
iii) Calculer le groupe des éléments inversibles de Z[iv/5]. La notion de norme N (a+ib\/5) :=
a® - 5%, pour les éléments de A pourra vous étre utile.
iv) Montrer que p = 2 +i\/5 est irréductible et (p) n’est pas premier. En déduire que Z[iv/5]
n’est pas factoriel.
v) Montrer que 3 et 2 +iy/5 n’ont pas de ppcm et que 9 et 3(2 +iv/5) n’ont pas de pgdc
dans Z[i\/5].
2) Soit K un corps.
i) Montrer que A= {f eK[t] | f'(0) =0} est un sous-anneau de K[¢] et qu’il est intégre.
ii) Montrer que A = K[t?,#3] et que A ~ K[z,y]/(z> - y*). En déduire que A est noethérien.
iii) Montrer que t? et t3 sont irréductibles dans A. Sont-ils premiers dans A ? En déduire que
A n’est pas factoriel.
iv) Donner deux factorisations en irréductibles de t5 dans A. Retrouver le fait que A n’est
pas factoriel.
v) Exhiber un idéal non principal de A.
3) Montrer que R[z,y,2]/(2? — zy) est intégre mais pas factoriel.
4) Soit R[sin(x),cos(z)] 'ensemble des polynémes en sin(z) et cos(z) a coefficients réels.
Montrer que R[sin(z),cos(z)] =~ R[z,y]/{x? + * - 1). En déduire que R[sin(z), cos(z)] est
intégre mais pas factoriel.
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Exercice 2.12 (Exemple d’anneaux factoriels non principaux).
Soit K un corps. Montrer que Z[z] et K[z, y] sont factoriels mais non principaux.

Exercice 2.13 (Condition nécessaire sur anneau pour qu’il soit euclidien).
Soit A un anneau euclidien. Montrer qu’il existe a € A — A* tel que la restriction de la surjection
naturelle 7 :—> A/(a) & A* U0 est surjective. Montrer qu’alors A/({a) est un corps.

Exercice 2.14 (Exemple d’anneau principal non euclidien).
Ce genre d’anneau n’est pas facile a trouver. Dans Perrin, cours d’algébres Ellipses 1996, il est montré
que les anneaux Z[(1 ++/~=19)/2] et R[x, y]/(2? + y? + 1) sont principaux sans étre euclidiens. Dans
cet exercice nous étudions Z[(1 ++v/~19)/2]. Posons a = (1 ++/~19)/2 et A= {f(a) | f € Z[x]}.
1) Montrer que o — o+ 5 = 0. Montrer aussi que A = {a+ba | a,be Z} = Z[a].
2) Montrer que A est stable par conjugaison. On définit N(z) := 2Z pour tout z € A. En utilisant
cette norme décrire les éléments inversibles de A.
3) Montrer que A n’est pas euclidien (utilisez ’exercice précédent).
4) Soient z, 2z’ € A non nuls. Montrer qu’il existe ¢,r € A vérifiant les deux conditions suivantes :
i) N(r)<N(z")
i) z=2'q+rou2z=2'q+r
5) Montrer que (2) est un idéal maximal de A (Pensez & montrer que A ~ Z[z]/(z? - x + 5)).
6) Montrer que A est principal.

Exercice 2.15 (L’anneau Z[\/n]).
Soit n € Z un entier qui n’est pas un carré. Soit ( une racine du polyndéme z
QI¢) = {a+bC | a,beQ}.
1) Montrer que Q[(] est un sous corps de C de dimension 2 sur Q
2) Montrer que Q[¢] est isomorphe & Q[X]/(®*~n). Qu’en déduisez-vous sur z? —n ?
3) Montrer que Q[(] est le plus petit corps contenu dans C, & ismorphisme prés, contenant ¢ et
Q.
4) Montrer que la fonction o : Q[¢] — Q[(], telle que a + b — a - b(, est un automorphisme
de QQ-algébre et calculer son inverse.
5) Posons Z[(]:={a+b( | a,be Z}. Montrer que c¢’est un sous-anneaux de Q[(] et que o induit
par restriction un ismorphisme de Z[(].
6) Soit z = a + b € Q[¢]. On pose N(z) := zo(z) = a® — nb®. Montrer que cette norme est
multiplicative, c’est a dire que N(zz") = N(2)N(2") pour tous z,2z" € Q[(].
7) Montrer que N(z) =0 si et seulement si z = 0.
8) Montrer que si z € Z[(] alors N(z) € Z.
9) Soit z € Z[(]. Montrer que z est inversible dans Z[(] si et seulement si N(z) € {-1,1}.
10) Montrer qu'il existe une décomposition en irréductibles de Z[(].
11) Pour la suite, on suppose que n = 5.
i) Montrer que Z[(] n’est pas factoriel, donc on retrouve en particulier que Z[iv/5] ne est
pas (on pourra remarquer que 6 admet plusieurs décompositions).
ii) Calculer les inversibles de Z[(].
iii) Trouver un idéal non principal de Z[(].

2_ n, et posons

Exercice 2.16 (Caractérisation des anneaux noethériens).

Soit A un anneau commutatif. Montrer que ’on a équivalence entre
i) Toute suite croissante d’idéaux est stationnaire.
ii) Tout ensemble non vide d’idéaux de A admet un élément maximal (pour I'inclusion).
iii) Tout idéal de A est de type fini.
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Exercice 2.17. Soit A 'anneau de toutes les fonctions f : Z — Z. Pour tout n € Z on pose
I,={feA]| f(x)=0, Yz >n}. Montrer que I,, est un idéal de A et que la suite d’idéaux (I,,) est
strictement croissante.

Exercice 2.18 (Exemples d’anneau non noethérien).
Soit A={feQ[z]]| f(0)eZ}.

1) Montrer que A n’est pas factoriel.

2) Montrer que A n’est pas noethérien.

3) Montrer que tout idéal de type fini de A est principal.

Exercice 2.19 (Idéal primaire).
Soit A un anneau commutatif. Un idéal I de A est dit primaire si pour tout a,b € A tels que abe A
et a ¢ I il existe n € N tel que b™ € I.
1) Montrer qu’un idéal premier est primaire. Soit p un nombre premier. Montrer que <p2) est
primaire mais pas premier.
2) Montrer que le radical d’un idéal primaire est un idéal premier.
3) Montrer que si M est un idéal maximal alors MPF est un idéal primaire pour tout k € N*.

Calculer ensuite v Mk,

Exercice 2.20 ((+) Exemple issu de la topologie).
Soit X un espace topologique. A quelle condition sur X Iespace de fonctions continue de X vers R
est-il noethérien ?
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Chapitre 3

Anneaux de polyndémes, et un peu de

», », . » . OIR
géométrie algébrique :
Q |

AL
U\
|
|

3.1 Introduction $Pre

Pour revenir aux sujets abordés dans l'introduction de ces notes, qu’on peut maintenant mieux
formuler avec les notions développées dans les chapitres précédents, un systéme (fini) d’équations
polynomiales en les variables = x1,...,z; est la donnée de polynémes fi,..., f, dans K[z], et on
considére les équations

filz,...,z;) =0,
: (*)
fn(l'l, cee ,xj) =0.

qu’on cherche & résoudre. Une solution ! est un élément a = (ay, ... ,aj) € K7, tel que f;(a) pour
chaque 1 <4 <n. On peut considérer que 'idéal (f1,..., f,) est 'ensemble des “conséquences” de
ces équations. En effet, comme tout h € (f1,..., fn) s’écrit comme h = f1 g1+ foga + ...+ frgr pour
certains g; € K[z], on a h(a) = 0 pour toute solution du systéme (). On peut donc interpréter
h(z1,...,2;) =0 comme une formule qui est satisfaite par toutes les solutions de ().

Dans le cas ou tous les polyndémes f; sont tous de degré 1, on montre en algébre linéaire que
résoudre le systéme (*) passe par l'algorithme d’élimination de Gauss-Jordan. D’autre part, s’il n’y
a qu’une variable, le calcul du pgdc des polyndémes f; donne un unique polynéme dont les racines
sont exactement les solutions du systéme. L’algorithme d’Euclide, décrit dans ce qui suit, précise
comment procéder a ce calcul. Nous allons voir plus loin une généralisation commune de ces deux
algorithmes : le calcul des bases de Grobner.

1. Il y a ici des subtilités que nous allons ignorer.
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3.2 Factorialité d’anneaux de polynémes

Théoréme 3.1. Si A est un anneau factoriel, alors A[x] est aussi factoriel.

Nous n’allons le montrer (un peu plus loin) que dans le cas Z. Cependant, le cas général est trés
similaire, seulement un peu plus technique. En préparatif de cette preuve, on a les notions et lemmes
suivants. Un polynome

n
f(z) = aga®,
k=0
est dit primitifs, si pgdc(ag,...,ax) = 1. En particulier, il est non nul.

Lemme 3.2 (de Gauss?). Si f et g sont des polynomes primitifs, alors f g lest aussi.

Preuve. Soit 7w : Z —» Z/pZ D’épimorphisme canonique, pour p un nombre premier. Il se prolonge

(voir en exercice) en un épimorphisme d’anneau © : Z[z] —» Z/pZ[x] , par la formule

@( i akmk) = i 0(ar)z".
k=0 k=0

Par contradiction, supposons que f g ne soit pas primitif. Il existe alors un nombre premier p qui
divise tous ses coefficients. Donc, ©(f g) =0, ce qui entraine que O(f)O(g) = 0. Mais Z/pZ[x] est
intégre, puisque Z/pZ est un corps (voir le corollaire 2.9). Il s’ensuit que, soit O(f) =0 ou O(g) =0,
ce qui entraine que soit f ou g n’est pas primitif, contredisant ainsi nos hypothéses. [

Appelons dénominateur commun d’une famille de nombres rationnels r1,ro, ..., r,, un nombre
d € N tel que tous les nombres dry,dro,...,dr, soient dans Z. Le plus petit dénominateur
commun de rq,79,...,7, est le plus petit tel d. Comme ’ensemble des dénominateurs communs
d’une famille (r;); forme un idéal de Z (qui est principal), le plus petit d’entre eux les divise tous.
On le dénote par ppdc(ry,...,r,). Pour des a; € Z ~ {0} (des entiers non nuls), avec 1 <i < n, on
dénote par pgde(aq,...,a,) le plus grand commun diviseur des a;, obtenu de fagon analogue.

Lemme 3.3. Soient r1,79,...,7, des nombres rationnels non nuls. Il existe un unique entier ¢ > 0,
tel que les nombres r1/c,rafc,. .. ,mn/c soient des entiers premiers entre euz. De fait, on a

1
c=- pgde(dry, dre, ... dry),

ot d =ppde(ry,...,rm).

Preuve. Soit e := pgdc(dry, dre, ..., dr,). Alors les nombres
dri dry,
e AR e b)

sont des entiers premiers entre eux. Ceci prouve l'existence de ¢ := e/d.

2. Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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On montre 1'unicité de comme suit, avec ¢ et d tel qu’obtenu ci-haut. Soit ¢’ = u/v > 0 un nombre
rationnel, avec u,v dans N* et tels que u 1 v. Supposons que les nombres /¢, /¢, ... r,/c soient
des entiers premiers entre eux, et montrons que ¢ = ¢’. Posons a; := r;/¢’. Par construction, on a

v
wua; =r;— =1;0 €%,
U

d’oll v est un dénominateur commun des r;. Il s’ensuit que v = dw, pour un certain entier w > 0, et
donc dwr; = ua;. De plus, comme u L v, on a aussi v L w. Comme w divise u a;, cela force que w
divise a;. Les a; étant premiers entre eux, on trouve w = 1, et on conclu que v = d. Toujours parce
que les a; sont premiers entre eux, on a

u=pgdc(uay,...,uay) =pgde(dry,...,dr,) =€,

Finalement, ¢ = u/v =e/d = c. n

Observons que, tous les r; sont des entiers si et seulement si d = 1, et si et seulement si ¢ € N*.
Dans ce cas, pgdc(ry,72,...,7r,) =1 si et seulement ¢ = 1.

Définition 31. Pour un polynéme f € Q[x], non nul, on dénote par ¢(f) 'unique nombre rationnel
positif, tel que le polynome f(x)/c(f) soit dans Z[x] et primitif. On pose f := f/e(f), qui est donc
primitif. .

Lemme 3.4. Pour f,g dans Q[z], non nuls, on a ¢(fg) =c(f)c(g); et fg=[7.

Preuve. On a f =¢(f) f, et g = ¢(g) g. D’une part, on a
fg=c(f)elg) f3.

avec fg primitif par le lemme 3.2. D’autre part, on a

fg=c(fg)h,

par définition, avec un certain polyndme h primitif. L'unicité de ¢(f g) force son égalité avec c(f) c¢(f),
et donc aussi ’égalité fg= fg. ]

Preuve. [du théoréme 3.1] Comme annoncé, nous montrons maintenant que Z[xz] est factoriel. De
plus, ses éléments irréductibles sont les polynémes de la forme :

e feZ[x], de degré plus grand ou égal & 1, qui sont primitifs et irréductibles dans Q[x];
e +p € 7, pour p un nombre premier.

Démontrons d’abord la seconde assertion. Si f € Z[x] est primitif et irréductible dans Q[z], alors
supposons que f = gh, avec g et h dans Z[x]. Comme f est irréductible dans Q[z], 'un des polyndmes
g ou h doit étre inversible dans Q]z], et donc constant. Supposons que c’est g. Donc g est dans Z[z]
est constant, & savoir g € Z. C’est un nombre qui divise tous les coefficients de f, qui est primitif,
d’ott g = £1, donc g est inversible dans Z. Ceci prouve que f est irréductible dans Z[z]. Dans le cas
ol f =p est un nombre premier. Lirréductibilité, une égalité f = gh dans Z[z] force g et h a étre
constant, donc dans Z. Il s’ensuit que g ou h est égal & +1, ce qui montre ’assertion.

Réciproquement, soit f € Z[z] un élément irréductible. Si f € Z, c’est forcément parce que f = +p
pour un nombre premier. Autrement, le degré de f est plus grand ou égal & 1. On a alors f = ¢(f) f,
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avec ¢(f) =1, sinon f est réductible. Autrement dit, f est primitif. Si f est réductible dans Q[x],
ona f=gh avec g et h dans Q[x] tous deux de degré plus grand ou égal & 1 (car les éléments non
nuls de Q sont tous inversibles). Mais alors f = f = gh dans Z[x], avec deg(g) > 1 et deg(h) > 1, ce
qui contredit le fait que f est irréductible. On a donc terminé cette partie de la démonstration.

Reste a voir que Z[x] est factoriel. Soit f non nul dans Z[z], avec f = g; ... gy, des polyndmes
irréductibles dans Q[z]. Comme g; et g; sont associés dans Q[z], puisque g; = ¢(g;) gi, avec ¢(g;) € Q*;
le polynéme g; est irréductible dans Q[z], et donc dans Z[x]. Il s’ensuit que

f=C(91---gn)£W---g_n
=c(g1)...c(gn) 91+ - Gn,

et c(g1)e(ge) .. .clgn) =c(g1ga--.gn) =c(f) € N*, car f € Z[x]. On peut alors écrire ¢(f) comme
produit de nombres premiers, c.-a-d. ¢(f) = p1---px. D’out f =p1-pr g1 ... gn, ce qui est un produit
d’éléments irréductibles dans Z[z].

L’unicité de la décomposition en irréductible suit de I’argument suivant. Evidemment, tout
produit d’irréductibles dans Z[x] peut se mettre sous la forme g;---q; hi---hy,, avec les g; des nombres
premiers, et les h; des polynémes primitifs irréductibles dans Z[x] de degré > 0. Soit alors deux
décompositions en irréductibles pour f :

f=p1Drg1- - gn=qqh1-hp,.

Par le lemme de Gauss, g1 ...¢n et hi---h,, sont primitif. Donc f = g1...gn = hi--hum, et ¢(f) =
P1Pr = q1--qq, par unicité de la factorisation f = ¢(f)f. L’unicité de la factorisation en nombres
premiers dans Z entraine alors que k = et qu’on a p; = g,(;) pour une permutation dans Si. De
plus, interprétant I'égalité g ... gy = hy---h,, dans Q[z] qui est factoriel on trouve que n = m, et que

gj = hr(j) pour une permutation dans S;,,. On a donc terminé la démonstration. ]
Corollaire 3.5. Si A est factoriel, alors A[x1,x2,...,xy,] est factoriel.

Preuve. Cela suit du fait que A[z1,z2,...,2,] = Blx,], ou B = Alx1,x9,...,2,-1]. Les détails
seront faits au cours. [

3.3 Théoréme de la base d’Hilbert ?

Théoréme 3.6. Si A est un anneau noethérien, alors A[x] est un anneau noethérien.

3. David Hilbert (1862-1943).
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3.4 () Bases de Grobner d’idéaux

La notion de base de Grobner est due & Buchberger, qui les a nommeées ainsi (dans sa thése
de doctorat de 1965) en I'honneur de son directeur de thése Grobner. En fait, la notion est déja
essentiellement présente dans les travaux de Gordan* dés 1900°.

Afin de définir les bases de Grobner pour les idéaux d’un anneau de polynéomes K[x] en n
variables @ = x1, ..., x, il faut d’abord introduire une ordre sur les monémes ®, pour a € N*, avec
des propriétés adéquates. On dit avoir un ordre monomial £® < 2% sur {™ | n e N}, si

(i) 1 <22 pour tout a € N¥;

b b+c

(ii) pour tout a,b,c dans N¥, on a 2% < x® implique "¢ < x

Il y a plusieurs ordres de ce genre. Un exemple est I'ordre “Grlex”, pour lequel £® < x? si et seulement

si |a| < |b|, ou |a| = |b| et le premier coefficient non nul de b — a est positif. On écrit zp < x4 si zp est
strictement plus petit que x4, dans l'ordre “<“. Par exemple, si k=2, on a

2 2.3 _ .2 2.3
1<z1<mo <] <T1T2 <5 < 2] <TIT2 < T1T5 <TH < ...

Pour un ordre monomial fixé, on présente les termes d’un polynéme dans ’ordre décroissant. Le
monéme dominant d’un polynoéme f est le plus grand qui apparait avec un coefficient non nul
dans f. Ainsi, le monéme dominant de

f=cax®+ ), cpx®,

Tp<Ta

avec cq # 0, est . On écrit alors Dom( f) := x®.

4. Paul Albert Gordan (1837-1912)
5. Voir article de Sturmfels dans les Notices de ’AMS, novembre 2005.
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3.5 Calculs dans les anneaux quotients de polynémes a plusieurs
variables

3.6 (*) Anneaux de coordonnées

3.7 (*) L’anneau des polyndmes symétriques

Pour K un corps®. On désigne par R I'anneau des polynémes K[x] en les n variables = =
r1,%2,...,Tn, & coefficients dans K. Le sous-espace vectoriel de R engendré par les monomes x®
de degré d, est dénoté R,. On dit que c’est la composante homogéne de degré d de R. On a la
décomposition en somme directe

R=TRi®e@R1®..9Ryo...

de I'espace vectoriel R. On observe que R;R; € Ri.1. On dit alors que R est un anneau gradué
par le degré.

Pour ¢ une permutation dans le groupe S, et f(x) € R, on pose :

- f(z1,x2,...,2n) = f(Toy, Togy- -y To,)-

6. Ici supposé de caractéristique 0, pour faciliter certains calculs. Cependant, la majorité de la présentation s’étend
au cas plus général d’un corps quelconque
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Cette action du groupe symétrique respecte le degré, c.-a-d. 0- Ry € Ry. Par exemple, pour o = 21354,
on a

o-(3adadal 243 al +623) =323 2l - 2232l + 623,

Un polynéme f(x) est dit symétrique, si et seulement si o - f(x) = f(x), pour toute permutation
o dans S,. On désigne par A = Ag I’ensemble des polyndmes symétriques a coefficients dans K. C’est
un sous-anneau de R, puisque la somme et le produit de polynémes symétrique donne un polynoéme
symétrique. Chaque composante homogéne d’un polynome symétrique est forcément symétrique. Il
s’ensuit que A est un sous-anneau gradué de R :

A=A,

ou Ay := An R, désigne la composante homogéne de degré d de A, constituée des polynoémes
homogénes symétriques de degré d.

Ainsi, les polynémes constants sont tous symétriques. Donc, {mg(x)}, avec mo(x) := 1, forme
une base Ag. Les seuls polynémes homogénes symétriques de degré d = 1 sont les polyndémes

a(r1+zo+...+xy) avec aeK.

Donc, 'ensemble {mi(x)}, avec my(x) := x1 + 2 + ... + x,, forme une base de A;j. Les polynémes
symétriques homogénes de degré d = 2, avec n > 1, sont les combinaisons linéaires des polynémes ’

mo(x) =23 + 25 +... + 12, et

M (x) =1 X2+ T1 T3+ ...+ TiTj + ... Tpo] Ty,

ol, dans la derniére somme, les termes correspondent au ¢ < j. Plus généralement, on définit comme
suit les polyndémes symétriques monomiaux. Pour ce faire, convenons de dénoter A\(a) la liste
décroissante ® des entrées (non nulles) d’un vecteur a € N, Ainsi, A(5103450012) = 5543211. On dit
alors que A(a) est le partage sous-jacent au mondéme x?. Pour chaque partage p = uq pio - pg de d
(c-a~d. d = |p| = p1 + po + ... + pg), on pose

ou la somme a lieu sur l'ensemble des permutations distinctes a = (a1, as,...,a,) du vecteur p
(complété par des 0 pour le rendre de longueur n). En particulier m,(x) = 0 si le nombre de parts de
i est supérieur a n, car la somme est vide. Il est clair que chaque m,, est un polynéme homogene
symétrique de degré d = |u|. On a, par exemple,
maa(x1, 0, 3, 24) = 5 25 + 25 :rg v a2 v ad +a? xg +aad vl mg
+ o xs +xoal + xS + o xd + xl 2

Tout polyndéme symétrique f(x) s’écrit comme combinaison linéaire de polyndmes monomiaux. On
a donc le résultat suivant

Proposition 3.7. L’espace Ay, des polynomes symétriques homogeénes de degré d, admet comme base
la famille des polynomes symétriques monomiaux my,, avec j variant dans l’ensemble des partages
de d ayant au plus n parts.

7. Attention : Lorsque n =1, on a que m11(x) = 0.
8. Nous allons souvent éviter les parenthéses et les virgules dans ce qui suit (avec des exemples qui ne font intervenir
que les nombres de 0 & 9).
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Preuve. Le seul élément qui reste & prouver est que cet ensemble est linéairement indépendant.
Cela découle du théoréme fondamental de I'algébre. ]
Lien entre racines et coefficients de polynémes.

L’étude des racines d’un polynéme, & une variable t, nécessite d’établir un lien explicite entre les
coefficients ((~1)*e; du polynome”

f)=t"—ert" P eat"? 4.+ (<1)"ep, =(t—a1)(t —x2)(t —xp)

et les racines z; de ce polynome. Ainsi, le polynome t3 - e; t2 + egt — eg a trois les racines 1, 9 et
x3, et on a

t3—€1t2 +€2t—€3 = (t—$1)(t—l‘2)(t—l‘3)

=t3—(x1+x2+x3)t2+($1x2+x1x3+x2x3)t—x1x2x3

avec e} = X1 +To+x3, €2 = X1 To+X1 X3+ To T3 et e3 = 1 T2 x3. En général, si 'on considére les racines
x; de f(t) comme des variables, les coefficients de f(t) deviennent des polynémes en ces variables :

e1(r1, T, ..., Tp) =X1+To+ ...+ Ty
ea(T1,L2,. .., Ty) =TI T2+ T1 T3+ ...+ T T+ ...+ Tp1 Ty
en(r1,T2,...,Tp) = X1 X2 Ty

Chacun de ces polynoémes est symétrique. Ce sont les polyndmes symétriques élémentaires

ek(w) = Z Ly L Ly, - (371)

11<i2< <}
Autrement dit ex(x) = m 111 (). Pour chaque partage p de d, on pose ensuite e, := €, €., €,
. . n—fois
Ainsi,
€3211 = €3€2¢€1 €1.

Une des raisons fondamentales pour 'introduction de ces polynémes est que

Théoréme 3.8 (Newton). L’ensemble
{en | 1 partage de d avec plus grande part <n },

est une base'’ de Ay. De maniére équivalente, Tout polyndéme symétrique en n variables s’exprime
uniquement comme polynome en les e, 1 <k <n.

9. Les signes qui apparaissent ici vont faciliter la suite de la présentation. Ils n’enlévent rien a la généralité.
10. Indirectement ce résultat fait appel au fait qu’il y a autant de partages de d en au plus n parts, qu’il y a de
partages de d en parts toutes < n.
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Preuve. Aux fins de cette preuve, on ordonne lexicographiquement les termes des polynémes. On
constate que le terme dominant ' de e, est

€u = CurCuaCpuy
= (w1 @ xpyy + .. ) (T @2 Ty + . ) (R @2y, + L)
WY, M
= a7 X+

=x" +...
On a donc
6M=mul+...

ol les termes manquants font intervenir des polynémes monomiaux m,s pour lesquels v > p dans
l'ordre lexicographique. La matrice de passage entre les e, et les m,s est donc triangulaire supérieure,
ce qui montre le résultat. ]

Ainsi, on a

€1111 = M4 +4 msi1 +6 Mm99 +12 ma11 +24’I’)’L1111
€211 = m31 +2mg2  +9meo11 +12mum
€22 = ma2  + 2m211 + 6miin
€31 = mo1  +4miinn
€4 = mi111

Un polynéme f(t) a des facteurs multiples si et seulement si, il a des racines multiples (dans un
sur-corps de K algébriquement clos). On peut tester cette propriété en calculant son discriminant :

Disc(f(t)) := [T (zi - z;)*,

i<j

ou les x; sont les n racines de f(t) (avec multiplicités). On observe que le discriminant est un polynéme
symétrique (en les racines). Le théoréme de Newton affirme que « tout polynéme symétrique en n
variables s’exprime uniquement en termes de eq, es, ... , e, ». Comme les valeurs des e; sont données
par les coefficients du polynéme. On peut donc calculer Disc(f(¢)) sans connaitre les racines de f(t)
Ainsi, le discriminant de f(t) =3 — ey t? + eat — e3, est donné par la formule

Disc(f) = —4e3es + elel + 18ejepes — des — 27 e3.

Autres bases de A,.

D’autres bases de Ay permettent de faciliter la recherche de formules, comme par exemple celle
du discriminant. Ainsi, on a les sommes de puissances

pk:zzc]f+x§+:v§+...,

11. Le premier dans I'ordre lexicographique.
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et on pose p, = [1; py;- On a la formule suivante 12
+
Z ent" = exp| Y (1) (3.7.2)
]>1 j

qui contient une infinité d’identités, obtenues en comparant les coefficients de t" de chaque terme
(ils sont égaux). De cette fagon, on peut aussi reformuler la définition des polynémes symétriques
élémentaires sour la forme de l'identité

Z ent” =[] (1+ait). (3.7.3)
m=1

On démontre alors l'identité (3.7.2) comme suit. Utilisant la formule classique

oo . ]
log(1+xt) = Z(—l)rl:cj -, (3.7.4)
j=1 J
on réécrit le membre de droite de (3.7.3) de la fagon suivante

o0

flaeno - oo{Eerr?)
ex 3 j_lfcjt—j
p( g 1) j)

On échange alors les sommations, dans cette derniére expression, pour obtenir

||Mg

(1+z;t) :exp(Z(—l)j_lpjt?) (3.7.5)

j=1

12

1

3
Il

ce qui donne exactement la formule annoncée.

Comparant les coefficients de t" dans (3.7.2), on obtient l'identité

= S (1)t B (3.7.6)
pen o
ol z,, est donné par la formule :
2, = 19 dy1 2% do) - k% dy (3.7.7)

pour p = 1% 2% ... k% On peut donc écrire chaque ey en termes des pu (et inversement, puisque p,
est symétrique). Par exemple,

1 1 1 1 1
€4= —7P4 *3P31 tgPh22 —zP211 tgz P11
1 1 1
€31 = 3 P31 —3P211 T gP1111
1 1 1
€22 = 1 P22 —5Pb211  tzPpu1l
1 1
€211 = —5P211  t3Ppril
4
€1111 = b1

12. Exprimé en termes de séries génératrices.
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On observe que cette matrice est triangulaire, ce qui est un phénomeéne général. On peut donc
exprimer les polyndémes somme de puissances en termes des polynémes élémentaires, et obtenir

€1 1 0 ... 0
2 €9 €1 1 e 0

Pr = dét 363 €2 €1 ... 0 (3.7.8)
kep ep_1 €r—o ... €1

Les polynomes de Schur '* sont, de loin, celles qui interviennent de la facon la plus profonde dans
les applications des polynomes symétriques. Elles ont été introduites par Schur de la fagon suivante.
Un polynéme f(x) est dit antisymétrique si et seulement si on a

o f(x) = (-1)"? f(x),

pour toute permutation o dans S,. Pour se construire des exemples, on considére les déterminants
de matrices

x‘lll l-clu eee x(lln

al a9 Qan,
My=|"2 "2 2 (3.7.9)

SU?LI :'U(TZLQ x%’n

pour des entiers a;, qu’on peut supposer décroissants, c.-a-d. que a1 > a9 > ... > a,. On dénote par
Aa = Aa(x) le déterminant de la matrice M,. Comme une permutation des variables correspond a
une permutation des lignes de la matrice My, les polyndmes A,(x) sont antisymétriques pour tout
a € N™. Bien entendu, A, n’est non nul que si les a; sont deux-a-deux distincts, puisque sinon il y a
deux colones égales dans la matrice.

Le cas particulier de a; = n — i donne le déterminant de Vandermonde A, = A,(x). On
montre (voir exercice) que ce polynéme se factorise tout simplement de la fagon suivante

Ap(x) =[](zj - ). (3.7.10)
7>
En particulier, on a que deg A, (x) = (;L) Pour tout le quotient A, est un polyndme symétrique.
Pour un partage p, on pose a; := p; + (n— 1), et le polynéme de Schur est alors défini comme
Aa(x)
An(x

su(x) =

On a les expressions suivantes en termes des polyndémes symétriques monomiales :

s1111 = Mi111

So11 = 3mi111 + Mol

So2 = 2mi111 +  monn + Mmoo

S31 = 3mi111 + 2monn + me2 + m3

S31 = miinn t m211 + M22 + M31 + My

En général, sy = Y\ Ky, my, ol les K, sont les nombres de Kostka 1 qui sont des entiers positifs.

13. Issai Schur (1875-1941).
14. Pour lesquels il existe une jolie formule combinatoire. Pour plus de détails, voir mes notes de combinatoire
algébrique, ou le texte plus avancé : Symmetric functions and combinatorics.
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3.8 Exercices du chapitre 3

Exercice 3.1. Soit A un anneau commutatif.
1) Montrer que A[z] admet une structure d’anneau.
2) Montrer que A[z] est intégre si et seulement si A est intégre.
3) Soient f,g € A[x] non nuls. On suppose que soit A est intégre soit le coefficient dominant
de f est inversible. Montrer alors qu’on a la formule des degrés deg(fg) = deg(f) +deg(g).
Montrer de plus que, si f divise g alors deg(f) < deg(g).
4) Montrer que si A est intégre alors les inversibles de A[z] sont ceux de A, c’est-a-dire
Alz]* = A*.
Exercice 3.2 (Divisieur euclidienne).
Soit A un anneau commutatif et soient f, g € A[x] tels que le coefficient dominant de g soit inversible
dans A. Montrer alors qu’on peut faire la division euclidienne de f par g, ¢’est-a-dire qu’il existe un
unique couple (q,r) € A[z] x A[x] tels que f = gq+r et deg(r) < deg(g).
Exercice 3.3 (Caractérisation des racines).
Soit A un anneau commutatif et f € A[x] un polyndéme non nul. Soit a € A. Montrer que 1'on a
équivalence entre :
i) f(a)=0.
ii) x - a divise f dans A[z].
Exercice 3.4 (Caractéristique et dérivée formelle).
Soit A un anneau commutatif de caractéristique nulle et f € A[x]. On écrit ici f’ pour D(f) (voir
définition (2.4.1))

1) Montrer que deg(f’) = deg(P) - 1.

2) Que constatez-vous pour le polynéme f(z) = 2P e F,[x]? Qu'en déduisez-vous ?
Exercice 3.5 (Racine simple et multiplicité).
Soient A un anneau commutatif, f € A[z] non nul et a € A une racine de f. On appelle multiplicité
de a dans f Pentier m tel que (x —a)™ divise f mais (2 —a)™*"! ne divise pas f. On dit que a est
une racine simple si sa multiplicité est 1.

1) Montrer que a est une racine simple si et seulement si f’(a) # 0.

2) Si a est de multiplicité m, montrer que f(a) = f'(a) = ... = f(™1 = 0. Si de plus A est de
caractéristique nulle montrer que £)(a) # 0.

3) Montrer que le polynéme f(z) = 22 — 239 € R[z] n’a que des racines simples.

4) Montrer que le méme raisonnement s’applique pour ce polynéme sur un corps de caractéristique
5.

Exercice 3.6 (Décomposition d’un polynéme).
Soit A4 un anneau commutatif intégre et f € A[z] un polynome de degré n > 1. Montrer que :

1) f a au plus n racines dans A.

2) si ay, ..., o sont les racines distinctes de P dans A et myq, ..., my, leurs multiplicités respectives
alors f se décompose comme :

k
f(X) = I}(fﬂ - )" Q(x)

ot Q(z) € A[z] n’a aucune racine dans A.
3) En déduire une majoration sur le nombre de racines de f dans A.
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4) Considérer ce qu’il se passe pour le polyndme 2x € Fo[x]. Qu’en concluez-vous sur les
hypotheéses ?

5) Considérer ce qu'il se passe pour le polynome z2 + 1 € H[z], oit H est le corps des quater-
nions '°. Qu’en concluez-vous sur les hypothéses ?

Exercice 3.7 (Localiser les racines d’un polynéme).
Soit A un anneau commutatif et f(X) = ¥7_, arz® € A[z] un polynéme non nul.

1) Soit a une racine non nulle de f. Montrer que a|ap.

2) On suppose ici que A est factoriel. Soit a/b une racine de f dans Frac(A) le corps de fraction
de A, avec a et b premiers entre eux. Montrer alors que a|ag et b|a,. Qu’en déduisez vous si
le coefficient dominant de f est 17 Ou avons-nous utilisé 'hypothése de factorialité ?

3) Montrer que le polynéme x'2 + 29 + 42® — 226 — 723 + 2 € Z[x] n’a pas de racines dans Q.

4) Décomposer le polynome 2z* — 323 + 422 — 42 — 3 € Z[z] en produit d’irréductibles dans Q[z].

Exercice 3.8. Soit A un anneau commutatif. Calculer les quotients suivants :
1) Alz]/{=),
2) Alz,y]/(z),
3) Alx1,2z2,....,zn]/{(z1, ..., 1),

1,
4) R[z]/(z* +1),
5) Z[z]/{x? - d) avec d € N,
6) Q[z]/(+"-2),

[ 2
7) Alz,yl/{ry - 1).

Exercice 3.9.
1) Soit A un anneau commutatif intégre et f € A[z] un polynéme unitaire de degré 3. Montrer
que soit f est irréductible dans A[z], soit f a une racine dans A.
2) Déterminer tous les polyndmes irréductibles de degré 3 dans Fo[x].

Exercice 3.10 (Formule pour le discriminant).

1) Utilisant le fait le déterminant d’une matrice est égal a celui de la matrice transposée, montrer
que le discriminant Disc(f) du polynéme f(t) = (t —x1)(t — x2) -+ (t — x,) est donné la
formule

1 1 1 1 oz 2} a
) T T x 1 a9 22 a1
Disc(f) = dét ! 2 ! . 22 z
x’f‘l xg‘l wﬁ‘l 1 =z, m% mﬁ‘l
n b1 D2 Pn-1
- dét b1 P2 P3 Pn
Pn-1 Pn DPn+l --- P2n-1

15. Voir fr.wikipedia.org/wiki/Quaternion pour la définition.
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2) Montrer que, pour n = 3, on obtient

3 p1 p2
D(f)=dét]p1 p2 p3
P2 P3 P4

= 3papa + 2p1paps — Py — Pipa — 3P

3) Exploiter la formule (3.7.8), pour calculer Disc(f) en termes des coefficients de f.

Exercice 3.11 ((x) Radical d’un idéal).
Soient 4 un anneau commutatif et I et J deux idéaux de A. On appelle radical de I ’ensemble :

VI:i={xeA|IneN avec z" ¢ I}.

1) Montrer que /T est un idéal de .A.

2) Montrer que Vicl.

3) Montrer que \/I-J=InJ=In/J.

4) Montrer que VI +NTeVI+J.

5) Montrer que \/ﬁ =I.

6) Montrer que \/I" =+/T ot n € N*

7) On pose A =7 et I =nZ. Calculer V.

8) On dit qu’un idéal est radical si VT = I. Montrer que I est radical si et seulement si AT est
sans nilpotent. En déduire que si I est premier alors I est radical.

9) Montrer que VT est le plus petit idéal contenant I.

Exercice 3.12. Soit A un anneau commutatif.
1) Montrer que pour tout f € A[xz] on a f(x) —z|f(f(x)) - x dans A[z] et décrire le quotient.
2) Soient a,b e N* tels que a|b. Montrer que 2% — 1|2® — 1 dans A[x] et décrire le quotient.
3) Soient a,b e N* tels que a ne divise pas b. Montrer que z% — 1 ne divise par z° — 1 dans A[z].
4) Soient a,b € N* et d = pgdc(a,b). Montrer que % — 1 = pgde(z® - 1,2 — 1) et décrire une
relation de Bézout explicite.
5) Soient m,n,q € N*. Montrer que 2" - :L'|£an -z si et seulement si m|, n.

Exercice 3.13.
1) Montrer que 2% + 1 est irréductible dans Q[z]. Décomposez le en facteurs irréductibles dans
R[z].
2) Est-ce que 2% — 522 + 1 est irréductible dans Q[z] ?
3) Montrer que 22 + % + 2z + 1 est irréductible dans R[x,y] et réductible dans C[z, y].
4) Montrer que 22 +y? et 22 +y sont irréductibles dans R[z,y].
5) Montrer que dans C[z,y] le polynome 22 + y? est réductible tandis que x? + 3 ne I'est pas.
6) Décomposer en facteurs irréductibles 2™ — y™ et ™ + y™ dans C[z,y] et dans R[z,y].

Exercice 3.14. Trouver tous les polyndémes de C[z] vérifiant la relation :

f(@®) = f@)f(z+1)

Exercice 3.15 ((+) Radical de Jacobson).

Soit A un anneau commutatif. On note J(.A) l'intersection de tous les idéaux maximaux de A et on
Iappelle le radical de Jacobson. On note U ’ensemble des éléments x de A tels que 1 + za est
inversible pour tout a € A. Montrer que J(A) =U.
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Exercice 3.16 (Propriétés des anneaux noethériens). Montrer les propriétés suivantes :
1) Si A est noethérien et I est un idéal de A alors A/I est noethérien.
2) Si A est noethérien alors A[x1,...,xy,] est noethérien (c’est le théoréme de Hilbert).
3) Si A est noethérien alors A[[z]] I'est aussi.
4) Un anneau principal est noethérien.
5) Si k est un corps alors il est noethérien.
6) Soit A un anneau tel que A[x] soit noethérien. Montrer que A est noethérien.

Exercice 3.17. Soit A un anneau commutatif. Montrer que Z[z,y]/(x? + 3?) est noethérien et que
Alz,y]/(xy — 1) est principal.
Exercice 3.18 (Anneau local). Soit A un anneau commutatif. On dit que A est un anneau
local si A posséde un seul idéal maximal m. On note traditionnellement un tel anneau par (A, m).
Ces anneaux ont un role fondamental en géométrie algébrique, ils permettent de comprendre la
nature des fonctions rationnelles au voisinage d’un point d’une variété algébrique. On appelle corps
résiduel d’un anneau local le quotient A/m.
1) Soit I un idéal de A tel que A -1 = A*. Montrer que (A, I) est local.
2) Soit (A, m) un anneau local. Montrer que les éléments de la forme 1+ z, ot x € m, sont
inversibles.
3) Inversement soit A un anneau et m un idéal maximal de A tel que 1 +m c A*. Montrer alors
que m est le seul idéal maximal de A.
4) Montrer que A est local si et seulement si 'ensemble des éléments inversibles de A est un
idéal de A.
5) Quels sont les premiers anneaux locaux auxquels l'on pense ?
6) Soit p un nombre premier et Z, = { | a € Z,b e Z*, p ne divise pas b}.
i) Montrer que Z, est un sous-anneau de QQ qui contient Z.
ii) Montrer que Z, est un anneau local et calculer son unique idéal maximal m.
iii) Calculer le corps résiduel de Z,,.
7) Soit f: A - B un homomorphisme d’anneaux locaux. Que peut-on dire de cet homomor-
phisme ?
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Chapitre 4

Corps finis, et un peu de théorie de

(alois

Evariste Galois

Introduction

Nous allons essentiellement voir dans ce chapitre qu’il est possible de caractériser et construire
tous les corps finis. En résumé, la démarche est constituée des étapes suivantes.

On souligne d’abord que, pour p premier, F,, := Z/pZ (avec sa structure d’anneau déja vue)
est le seul corps ayant p éléments (& isomorphisme pres).

On rappelle qu’un corps fini a nécessairement un nombre d’éléments égal a p™, pour p premier
et n>1.

On montre que les corps finis sont tous commutatifs (théoréme de Wedderburn). Rappelons
que ceci n’est pas nécessairement le cas pour les corps infinis.

On étudie ensuite (rappel) une construction de corps finis, via le quotient de I’anneau des
polynémes Fy,[x] par un idéal (f(z)) engendré par un polynéme irréductible.

On termine la démarche en montrant que ce sont 1a, toujours & isomorphisme prés, les seuls
corps commutatifs finis possibles. De plus, pour tout premier p et tout n > 1, on montre qu’il
y a un seul corps a p™ éléments.

Le chapitre se termine avec une petite initiation & la théorie de Galois, dans laquelle les corps jouent
un role fondamental.

Exemple. Illustrons d’abord par un exemple le genre de mécanisme qui force I'unicité d’un corps
commutatif ayant un nombre d’éléments donné. S’il existe un corps a 4 élément :

F4 = {07 1)(17 b})

comme la caractéristique de [Fy est 2, on doit avoir z + x = 0 pour tout élément de F4. Observons
aussi que, pour tout y € [F4 fixé, la fonction x — x + y est une bijection de Fy vers Fy. Autrement dit,
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4.1. CARDINAL DES CORPS FINIS CHAPITRE 4. CORPS FINIS, GALOIS

les lignes de la table d’addition (qui est symétrique, car 'addition est commutative) du corps sont
donc des permutations de {0, 1,a,b}. Tout cela contraint cette table d’addition & étre comme suit :

“rJlofifa]b]
0 O|1]alb
1 1 b|a
a a|b |01
b bla|l

FIGURE 4.1 — Table d’addition de [F4

La portion en bleu est forcée par les régles de calcul, et ne restent & déterminer que les valeurs en
rouge. En effet, on a toujours z # x+1, ot a+1=b et a+b =1, puisque toutes les autres possibilités
sont exclues.

Un raisonnement du méme genre montre qu’il n’y a qu’une seule possibilité pour la table de
multiplication. Encore une fois, pour y fixé, la fonction x — x -y est une bijection, et les seules valeurs
& déterminer dans la table sont celles en rouge. Mais, on est forcé de choisir ab = 1, puisque le seul

il [b]

| =T ol T

0
0
0
0
0

T | = O
=T | Ol ®

FIGURE 4.2 — Table de multiplication de Fy

autre choix serait ab = b, ce qui est impossible, car autrement la loi de cancellation entrainerait a = 1.
Tout le reste est alors uniquement déterminé. .

4.1 Cardinal des corps finis

Le théoréme 4.4 assure que tout corps fini est commutatif. Nous allons étudier un peu plus leur
structure. Rappelons qu’on désigne par F), le corps Z/pZ. De fait, la proposition suivante montre
que c’est le “seul” corps ayant p éléments & isomorphisme prés.

Proposition 4.1. La caractéristique d’un corps fini K est un nombre premier. De plus, pour p
premier, tous les corps a p €léments sont isomorphes a IFp.

Preuve. Rappelons que cette caractéristique est ’entier n tel que nZ soit le noyau de I’homomor-
phisme

7Z — K, nen-lg.
Comme k est fini, cet homomorphisme n’est pas injectif, donc n # 0, Par le théoréme 1.23, Z/nZ
s’injecte dans K. Il s’ensuit que Z/nZ est intégre, et donc que n est premier (voir proposition 1.30).
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En particulier, IF,, s’injecte dans K, et cette injection est forcément un isomorphisme quand K est de
cardinal p. -

Proposition 4.2. Soit K un corps, et F un sous-corps commutatif. Alors K est un espace vectoriel
sur F, de maniére naturelle

Preuve. On considére les éléments « de F comme des scalaires, et les éléments v de K comme des
vecteurs. L’addition dans K comme corps est aussi 'addition dans K comme espace vectoriel, et le
produit par des scalaires est la restriction de la multiplication dans K (ce qui a un sens, puisque que
F est un sous-corps). La commutativité de F assure qu’on a sans probléme les propriétés usuelles de
la multiplication par des scalaires. On peut alors identifier ' au sous-espace vectoriel (de dimension
1):

F={a-1|ackF},

ol le vecteur 1 est I’élément neutre multiplicatif de K, et donc aussi de F. Si K est de dimension
finie (disons n) sur I, alors on peut choisir une base {v1,vs,...,v,} de K de fagon a ce que vy = 1. m

Corollaire 4.3. Soit K un corps fini de caractéristique p. Alors, il existe n € N tel que |K| = p™.

Preuve. Cela découle simplement du fait que la dimension dimg, (K) est forcément finie, puisque
K I'est. Pour n := dimg, (K), il est clair que le cardinal de K est p™, puisque ceci compte le nombre
de combinaisons linéaires possibles

QLU+ QU2+ ...+ Oy Up, a; €,

des éléments d’une base {vy, va,...,v,} de K (les coefficients variant librement comme scalaires parmi
les p éléments de [F,). Autrement dit, chaque o; peut prendre p valeurs distinctes, et I'indépendance
linéaire des v; assure que tous ces choix donnent des vecteurs distincts deux a deux. [

Pour se faire une idée de la suite de notre démarche, on considére le cas spécial suivant.

Exemple. Supposons que, pour ¢ = p* avec p premier, on a un corps commutatif F, & g-éléments.
C’est un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps I, et il admet comme base I'ensemble {1,¢},
pour un certain ¢ € Fy, qui n’est pas un multiple entier ! de 1, c.-a-d. t # n- 1 pour tout n e N.
Autrement dit, t € (F;\F,). Alors, tous les éléments de [, s’écrivent comme une combinaison linéaire
de la forme (n-1+k-t), avec des coefficients n et k dans [, et cette écriture est unique. On écrit
cette combinaison linéaire plus simplement comme (n + kt). Ainsi, pour ni,ng, ki, ke dans Fp, on a

o (ny+kit)=(ng+kat)ssi(ng=no)et (k1 =ka); et

[ (n1 +k1t) + (ng +]€2t) = (m +n2) + (k)l +k2)t.
Pour calculer le produit de deux éléments de F, il suffit de connaitre l'unique combinaison linéaire
qui correspond a 2 :

t?=at+b, avec a,bel,.

En effet, on a alors la “régle de multiplication” :

(nlt-f-kl) . (n2t+k2) n1n2t2+ (nl kz + N9 kl)t+ (kil k:g)

(an1n2+k1k2)t+(bn1n2+n1 k2+n2k51). (4.1.1)

Il est utile d’observer que, dans 'anneau de polynomes IF,[x] (qui est euclidien et intégre), on a que

1. Rappelons que, pour k € N, on désigne par k-a=a+a+...+a la somme de k copies de a.
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(1) le polynéme f(z) = 2% — az - b est irréductible dans F,[z];
(2) Fp[z]/(f(x)) est donc un corps, de caractéristique p;

(3) Dexistence d’un corps a ¢ éléments revient & montrer qu’il existe un polynome irréductible de
degré 2 dans Fp[z];

(4) les classes d’équivalences modulo (f(z)), dans Fy[z], contiennent un unique polynéme de
degré 1 : donc de la forme n + kt, avec n et k dans F), ;

a fonction qui associe a chaque classe dans F,[z x)) ce reste, donne un isomorphisme
(5) la foncti i i h 1 dans Fp[z]/(f(x)) te, d i hi

entre le corps Fp[z]/(f(x)) et Fy.
(6) il existe (au plus) un seul corps & ¢ = p? éléments (& isomorphisme prés). .

Questions 1. Pour chacun des items ci-dessus, justifier 'affirmation en question (l'item (5) demande
plus de réflexion). Pour p = 5, et donc ¢ = 25, expliciter ce que les items affirment. Ainsi, pour I'item
(3), montrer que le polynéme 2 + x + 1 est irréductible dans F5[2] (suggestion : voir qu'il n’a pas de
racine, et expliquer pourquoi cela suffit).

Défi. Montrer qu'il y a toujours au moins un polyndme irréductible de degré 2 dans [F,[x], de la
forme 2% — ax — b, en comparant le nombre de polynomes de cette forme et le nombre de polynémes

réductibles de degré 2, a savoir les polynomes de la forme (z — a)(x - ) pour «, 3 € F),. .

Nous allons généraliser tout ceci dans la suite.

4.2 Théoréme de Wedderburn 2

Nous allons maintenant montrer que tout corps fini est commutatif. A la section suivante, nous
donnerons une classification de tous ces corps. Donnons d’abord quelques notions en préparation.

Le centre d’'un corps K est I’ensemble des éléments qui commutent avec tous les autres, c.-a-d.
Z(K):={zeK|VzxeK, zz=2zx}.

On a les propriétés suivantes. On a une action par conjugaison du groupe® K* = K\ {0} sur K,
définie comme = — yxy ™', pour x € K et y € K*. Pour cette action, le centralisateur C(z) d’un
élément x € K est ’ensemble

C(z)={yeK|ry=yaz}.

Pour z € K* (on exclut donc ici simplement x = 0), une notion toute proche de celle-ci est la notion
de stabilisateur Stab(x) de x dans le groupe K*, défini comme ’ensemble

Stab(z) := {y e K* | y L2y = z}.

(1) Un corps K est commutatif si et seulement si Z(K) = K.
(2) Z(K) est un sous-corps (clairement commutatif) de K.

(3) Pour tout z € K, le centralisateur C'(x) est un sous-corps de K.

2. Joseph Wedderburn (1882-1948).
3. Voir 'annexe sur les groupes pour les notions considérées dans ce qui suit.
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(4) Pour tout = € K*, le centralisateur Stab(x) est égal & C'(x) ~ {0} (dénoté C(z)*), et c’est un
sous-groupe de K.

(5) K est un Z(K)-espace vectoriel *, qui est évidemment de dimension finie si K est fini.

(6) Si q est le cardinal de Z(K), et n est la dimension de K (comme espace vectoriel sur Z(K)),
alors le cardinal de K est ¢". Comme K est un corps, il est clair que le cardinal du groupe
K*, des éléments inversibles de K, est ¢" — 1 (tous les éléments de K sauf 0).

(7) Z(K) c C(z) <K, d’ou C(z) est un sous-espace vectoriel (sur Z(K)) de K, de dimension ¢™
pour m < n.

(8) = € Z(K) si et seulement si C'(z)* = K* (ce qui équivaut a dire que C(z) = K). Donc, si
x ¢ Z(K), alors C(x) est strictement inclus dans K, et sa dimension m est alors strictement
inférieure a n.

Questions 2. Montrez les assertions ci-dessus. .

Notre but est donc de démontrer que Z(K) = K, pour tout corps fini. On ne peut donc pas donner
d’exemple de corps fini pour lequel Z(K) # K. On considére plutot ici la notion de centre comme
outils pour organiser la présentation de la preuve du théoréme.

Théoréme 4.4 (de Wedderburn). Tout corps fini est commutatif.

Preuve. Soit K un corps fini, qu’on suppose non commutatif. Avec les notations de la discussion
qui précéde I’énoncé du théoréme, on observe que x € Z(K) si et seulement si C(x)* = K* (ce qui
équivaut a dire que C(x) = K). L’hypothése est donc qu'il existe z ¢ Z(K), pour lequel C(x) est
strictement inclus dans K, et donc sa dimension m est strictement inférieure & n. On a deux sortes
d’orbites :

e les singletons, qui correspondent aux éléments de Z(K);

e les autres qui sont de cardinal (¢" —1)/(¢™ - 1), pour m < n. On observe que le théoréme de
Lagrange assure que ¢ — 1 divise ¢" — 1. Le quotient est d’ailleurs le cardinal d’une orbite.

Il s’ensuit que I’équation aux classes (A.6) correspond a dire qu'il existe des entiers ny,...,ns tels
que
" n qn -1
" -1=(qg-1)+) —. (+)
vl

On montre alors (en exercice) que chacun des n; divise n. Rappelons que la décomposition de 2™ — 1
comme produit de polynémes cyclotomique (voir section 2.6) donne les expressions

" -1=JJeale) et ¢ =1=]] ¢alq).
dln d|n;

Comme n; divise n, on trouve
q" -1

g -1

[T wale).

d|n, din;

En particulier, comme n; < n et donc n ne divise pas n;, on conclut que ¢, (q) divise (¢"-1)/(¢™ -1),
et il divise ¢" — 1 bien stir. L’équation (*) entraine alors que ¢, (q) divise ¢ — 1, ce qui est impossible
(voir exercice 4.4). D’ou le théoréme. [

4. La multiplication de = € K par un scalaire z € Z(K) est simplement le produit dans K.
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4.3 Classification des corps finis

Le théoréme 4.4 assure que tout corps fini est commutatif. En admettant quelques résultats de la
théorie des extensions de corps”, nous allons montrer (voir théoréme 4.10) que : pour tout premier p
et tout entier n > 1, il existe un et un seul corps de cardinal ¢ = p". On le notera F,. Ce sont les
seuls corps finis.

Attention, on ne démontrera pas le théoréme suivant.

Théoréme 4.5. Soit K est un corps commutatif, et f(x) e K[z]. A isomorphisme pres, il existe un
et un seul sur-corps I. de K, tel que

e on a des éléments aq,...,a; dans L, avec

f(x):)\ﬁ(x—ai), et AeK
i=1

o L est engendré par K et les éléments o, ..., q;.

On dit de L que c’est le corps de rupture de f(z).

Proposition 4.6. Soit A est un anneau commutatif de caractéristique p, avec p premier. Alors,
pour n €N et g =p", la fonction a —~ a? est un endomorphisme de A.

Preuve. D’aprés la proposition 1.36, on a ’endomorphisme F' de A, défini en posant F(a) = a”.
On observe que a — a? est simplement le composé F™. [

Corollaire 4.7. Si K est un corps fini (commutatif) a q=p" éléments, alors ’homomorphisme de
Frobenius F : K — K est un automorphisme® de K. De plus, on a F™ = 1d.

Preuve. L’endomorphisme F' est injectif, car Ker(F') = {a | a? =0} = {0} puisque K est intégre. Or,
une fonction injective d’un ensemble fini vers lui-méme est forcément bijective. Comme K est un
corps, le groupe K* a ¢—1 = p"™ — 1 éléments. Par le théoréme de Lagrange " on a donc a?~! = 1, pour
tout a € K*. Il s’ensuit, en incluant le cas a = 0, que a? = a pour tout a € K. Autrement dit " =1d. m

Corollaire 4.8. Soit K est un corps fini a q = p™ éléments. Alors, dans K[x] on a [’égalité des
polyndomes

z?—z=[](z-a).
aeK

Par exemple, dans le cas K = F,, avec le calcul des coefficients modulo p on a

a—zx=zz(x-1)-(x-(p-1)) mod p.

5. Cette théorie est au coeur de la théorie de Galois.

6. On observe que pour K = F,,, ceci est le petit théoréme de Fermat.

7. En théorie des groupes, cela correspond a dire que 'ordre d’un élément d’un groupe fini divise toujours le
nombre d’éléments du groupe. Voir Théoréeme de Lagrange.
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Pour 4 (de caractéristique 2, et donc 1 =-1) de 'exemple plus haut, avec les tables d’addition et
de multiplication données, on calcule que

z(z-1)(z-a)(z-b)=x(x-1)(z* - (a+b)x+ab)
—z(x-1)(z®-2+1)

=z (2®-1)
=zt -1
Preuve. [du corollaire 4.8] Rappelons que, si K est un corps commutatif, et si a,...,a, sont des

racines distinctes de f(z) € K[z], alors (z — 1) - (x — ay,) divise f(x). Le corollaire 4.7 équivaut a
dire que tout a € K est racine du polyndome z? — . Il s’ensuit que [],x(x —a) divise 7 — z. Or, ces
deux polynémes ont méme degré et méme coefficient dominant (celui de z9). Ils sont donc égaux. m

Proposition 4.9. Soit K un corps commutatif, et G un endomorphisme de K. Alors
L={aecK|G(a)=a}

est un sous-corps de K.

Preuve. A faire en exercice ci-dessous. [}

Questions 3. Dans ce qui suit (pour raison de clareté des formules), on écrit Z, pour Z/pZ.
e Rappeler pourquoi, dans Zj,, on a” = a pour tout a € Z,.
e Soit p un nombre premier congru a 3 modulo 4. Rappeler pourquoi Zy[i] = {a +bi|a,beZy},
avec i% = -1, est un corps de cardinal ¢ = p?; qui contient Zy, comme SOus-corps.
e Avec p =7, montrer que dans Z,[i] on a

(a+bi)" =a-bi
en conclure que dans Z7[i]

2" -2= T[] (z-a), et e -z= ] (z-a).

a€Z7 an7 [Z]

e Pouvez-vous généraliser pour tout nombre premier p congru & 3 modulo 47

e Faut-il que p soit congru & 3 modulo 4 pour que ce qui précéde fonctionne? Expliquer
pourquoi.

e Dans Z7[i] montrer qu’il y a un élément de la forme p =1+ bi, tel que

{0,000} = {(c+ di) e+ di # 0},

Autrement dit, on a p’ # p* pour tout j, k distincts entre 1 et 48. Trouver un tel élément.
e Pouvez-vous généraliser pour tout nombre premier p congru & 3 modulo 47
e Montrer la Proposition 4.9.

Théoréme 4.10. Pour tout nombre premier p, et tout entier n > 1, il existe un corps a q = p"
éléments, qui est unique & isomorphisme pres.
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Preuve.

Existence : On considére le polynome x? -z € Fp[z]. D’aprés le théoréme 4.5, il existe un sur-corps
L de [Fp, tel qu’on a des éléments o, ..., a4 dans L, avec

q
2l -z =]](z - ),
i=1

et IL est engendré par I, et les éléments o, ..., ay. Montrons que les a; sont distincts, en exploitant
la proposition 2.11 pour voir que x? — x n’a pas de facteurs multiples. On constate en effet que

D(z?-2z)=qa?'-1=-1 mod p.

D’aprés la proposition 4.9 et le corollaire 4.8 on a que E:={a €L | o= a} = {a1,..., a4} est un
sous-corps de L, qui a g-éléments. On a donc montré ’existence.

Unicité : Soit L un corps a g éléments. Il contient I, (les multiples de 1). D’aprés le corollaire 4.8,
29—z = [[pe (2 — @). Clairement L est engendré par [, et les . IL s’ensuit que L est unique a
isomorphisme prés de par le théoréme 4.5. ]

Nous allons maintenant montrer comment construire explicitement le corps F, (toujours avec
q =p"), comme quotient de 'anneau F,[x] par un polynéme irréductible de degré n, supposant qu’un
tel polynome existe (le choix de ce polynéme n’importe pas). Par exemple, le corps Fy du début
de cette section est isomorphe & Fo[z]/{z? + 2+ 1). A cette fin, on débute par une caractérisation
des sous-groupes finis de K* pour un corps K. Un exemple typique est celui des racines de I'unité

(voir 2.6) dans C*.

Proposition 4.11. Soit K un corps commutatif, et U un sous-groupe fini de K*. Alors U est
cyclique.

Preuve. Pour U un sous-groupe fini de K*, posons U(p) := {u € U | 3(r > 0) u®") = 1} pour p
premier. C’est clairement un sous-groupe de U. Montrons qu’il est cyclique. A cette fin, considérons
a € U(p) d’ordre maximal, disons g = p®. Le polynome 291 € K[z] admet les ¢ racines 1,a,a?...a% ",
qui sont toutes dans U(p). D’autre part, par définition de U(p), tout élément b de U(p) est d’ordre
p" avec r < s, car a est d’ordre maximal. Donc, b est racine de 9 — 1. Comme un polynéme de degré
q a au plus ¢ racines, b= a/ pour un certain j, d’ott U(p) = {1,a,a*...a?'}. On a donc que U(p)
est cyclique, et clairement isomorphe & Z/qZ.

Le théoréme de décomposition des groupes commutatifs (abélien) fins comme produit de sous-

groupes cycliques primaires® assure que

U=[TU(p),
p

ot le produit est fini (car U 'est par hypothése). Il découle alors que U est cyclique, puisque chaque
U(p) = Z[p°rZ pour un certain entier s, selon la premiére partie de cette preuve, et le théoréme 2.20
montre que

S ~ _ S
l;IZ/p ?7 ~ Z|mZ, avec m—IpIp P, .

8. Voir notes de théorie des groupes, thm 6.12.
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Corollaire 4.12. Si K est un corps fini, alors K* est cyclique. Un générateur de K* et alors appelé
racine primitive de K*.

Nos résultats des chapitres précédents assure le résultat suivant.

Proposition 4.13. Soit K un corps commutatif. Pour tout polynome f(x), l'anneau A = K[z]/(f(x))
est un espace vectoriel de dimension n = deg(f), qui admet comme base 'ensemble {1,z,..., "1}
L’anneau A est un corps si et seulement si f(x) est irréductible.

Preuve. Essayer d’écrire une preuve est un bon exercice de synthése. [

On est maintenant en mesure d’atteindre notre objectif de description explicite de F,.

Théoréme 4.14. Tout corps fini K de cardinal ¢ = p" est isomorphe a Fy[x]/{(f(x)), pour f(z)
n’importe quel polynome irréductible de degré n.

Preuve. D’aprés le corollaire 4.12, il existe un racine primitive o de K. Soit ¢ : Fp[z] — K, la
fonction qui envoie g(x) sur g(a). C’est un homomorphisme d’anneau (vérifier en exercice). Il est
surjectif, car a est racine primitive, et donc tout b € K* s’exprime sous la forme b = o = p(z*), pour
un certain k. Bien entendu 0 est aussi dans I'image, puisque c’est ¢(0). Son noyau Ker(p) = (f),
pour un certain f, car K[z] est principal. D’ou K ~ Fp[z]/(f). La proposition 4.13 assure que
dimp, (K) = deg(f) = n.

D’autre part, si K = K ~F,[x]/(g) pour g irréductible de degré n, la proposition 4.13 donnant
dimp, (K) = deg(f) =n, on a |[K| = ¢, et 'unicité découle du théoréme 4.10. [

4.4 (%) Un peu de théorie de Galois

Un des problémes fondamentaux de la théorie de Galois est de comprendre la structure du groupe
des automorphismes d’un corps, laissant fixe un sous-corps. Ce sont les groupes de Galois. Soit
g=p". On a vu que F, est un sous-corps de ;. On a aussi vu que I’automorphisme de Frobenius,
F(a) :=aP, est tel que F™ =1d sur F,. Enfin, la dimension de I, sur F,, est n. D’autre part, il est clair
que tout automorphisme ¢ de F, fixe ), c.-a-d. ¢(x) = « pour tout x € F,,. Nous allons déterminer
quels sont tous les automorphismes de IF,. D’abord un résultat auxiliaire.

Proposition 4.15. Soit f(x) € Fp[z] un polynome irréductible de degré n. On suppose que o est
une racine de f(x) dans un sur-corps de F,. Alors, dans K[z], on a

f@)y= T (z-a®),

0<i<n-1

et les oP) sont distincts pour 0<i<n-1.

Preuve. D’apres le corollaire 4.8, le corps engendré par F,, et «, dénoté Fp[a], est de dimension n
sur Fp,. C’est donc Fy, avec ¢ = p™. Ecrivons f(x) = 2™ + a1z Y+ ..+ ap_1z +ag, avec les a; dans F,
(par hypothése). Si 5 est une racine de f, c’est donc qu’on a

B +a1 8"+ +an18+ag=0. (%)
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Comme F(a) = a pour tout a dans F,, il en découle que F(3) est aussi une racine de f, puisque
I'image par F de (*) est

F(B)"+aF(B)"  +...+an_1F(B) +ag =0.

Donc, a, F(a), ..., F" 1 (a) sont des racines de f(x). Pour conclure, il suffit de vérifier qu’elles sont
distinctes. Si l'on a F'(a) = F/(a), avec 0 <i < j <n—1, c’est que FV7*(a) = a. C’est donc dire
que o™ = a, avec j —i < n. Ainsi, a est racine du polynéme 2@ - x, et donc appartient au
corps |-y, d’aprés la preuve du théoréme 4.10. On aurait alors, F, = Fy[a] € Fp;-i, ce qui n’est pas
possible, car ¢ > p? ™. ]

Théoréme 4.16. Le groupe des automorphismes de IFy est constitué des n fonctions
{Id, F, F? ..., F"1}

avec la composition. Il est donc cyclique.

Preuve. Comme F est un automorphisme, toutes ses puissances le sont. Si 'on a F' = FJ avec
0<i<j<n-1,cest que F77* =1d. C’est donc dire que

a(pj_i) =a, pour tout a € Fy,

avec j —1 <n. Autrement dit, les ¢ éléments de F, sont des racines d'un polynéme de degré pt<yq,
a savoir 2™ -z, ce qui est impossible. D’ou le fait que les F 4, pour 0 < i <n -1, sont tous
distincts.

Maintenant, soit G un automorphisme de I ; et o une racine primitive de [y, & savoir que «
engendre le groupe Fy. Il est clair que la restriction de G a Fj est un automorphisme de groupe. Donc,
G(a) est aussi une racine primitive de F;. Comme G(a) = a pour tout a dans F,, on peut appliquer
I’argument de la proposition 4.15 pour montrer qu’il existe un polynéme irréductible f(x) € Fp[z],
ayant o comme racine, et il existe 0 <i <n -1 tel que G(a) = Fi(a). Or, pour f3 € IF; quelconque,
ona f=al, et donc G(B) = G(a) = (F(a))! = F{(a?) = f{(B). Comme de plus, G(0) = 0 = F¥(0),
on conclu que G = F*. m

Théoréme 4.17. Soient K et I deuz corps finis, tels que K soit un sous corps de .. Alors il existe
un nombre premier p, et des entiers d,e > 1, tels que K=F,a, L=Fpe et d|e. Inversement, si d|e,
alors Fpa est un sous-corps de Fpe, et

Fpa={aeFpe | Fi(a) = a).
Preuve. En cours u

Nous avons vu, & la proposition (4.15), que si f(z) € Fp[z] est un polynéme irréductible de degré
n. Alors, dans Fp» il existe une racine o de f(x) dans Fp» telle que les racines de f(x) soient

o, F(a),...,F" (a)
et qu’elles sont distinctes.

82



CHAPITRE 4. CORPS FINIS, GALOIS 4.4. (+) THEORIE DE GALOIS

Définition 32. Pour ¢ = p”, une base normale de F, est de base (comme espace vectoriel su [F})
de F, de la forme a, F(a),...,F" (a).
Par exemple, il y a 2 polynémes irréductible de degré 3 sur F : a savoir

2+, et 2P+a?+1.

Soit a une racine du premier, et b une racine du second. Alors Fy3 est engendré par a et par b.

Cependant,

{a7 F(a), FZ(G)} = {a7 a27 CL4}
n’est pas une base normale, car a® + a + 1 implique a* + a® + a = 0; et donc {a, F(a), F%(a)} est
linéairement dépendant. Par contre, on vérifie comme suit que {b, F(b), F2(b)} = {bmb?,b*} est bien
une base de Fys. En effet, on sait déja que {1,b,b%} est une base de Fqs, Mais b® + b+ 1 = 0 implique
que b2+ 0% +1=0, et donc b3 = b? + 1. On calcule alors que b* =3 +b=b2+b+1, dou 1 = b+ b + b,
ce qui montre que {b,b?,b*} engendre le méme espace que {1,b,b%}, & savoir Fos.

Nous avons I'objectif de montrer que I, admet une base normale. A cette fin, montrons d’abord
quelques résultats auxiliaires.

Lemme 4.18 (d’Artin). Soit K un corps commutatif, et ¢, ..., des automorphismes distincts
de K. Soient aq,...,a, dans K, non tous nuls. Alors, il existe a € K tel que

aﬂbl(a) Tt am¢m(a) 7£ 0.

Preuve. Par récurrence sur m. Le cas m =1 est clair. Supposons donc I’énoncé vrai pour m — 1. Si
ay =0, on est ramené au cas m — 1. On peut donc supposer a; # 0. Supposons que ’énoncé soit faux.
Alors, pour tout a € K, on a

arpr(a) +- +amPm(a) =0.  (*)

Comme 1)1 # ¥, il existe bK* tel que 11 (b) # ¥ (b). Alors, remplacant a par ba dans (*), on trouve
0=a1i(ba) + -+ ambm(ba)

= arpr(b)i(a) + -+ + amm ()1 (a)

Multipliant par v, (b)~!, et posant b; = a;20; (b)), ()71, il ‘ensuit quon a
bipr(a) + -+ + bp-1¥hm-1(a) + amim(a) = 0
Soustrayant ceci de (*), on trouve
(a1 =b1)Y1(a) +++- + (am-1 = bm-1)¥m-1(a) = 0, avec ap—by #0,
ce qui contredit ’hypothése de récurrence. [
Un des résultats fondamentaux de ’algébre linéaire est le suivant. Soit V' un espace vectoriel

de dimension finie, et T' une transformation linéaire de V vers V' (dans End(V")). Si le polynéme

caractéristique de T est égal au polynome minimal de 7T, alors il existe un vecteur v tel que V' admet
comme base ’ensemble

{v,T(v),Tz(v), e T"_l(v)},
ou n =dim(V).
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Théoréme 4.19. Pour tout q = p", F, admet une base normale.

Preuve. ]
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4.5 Exercices du chapitre 4

Exercice 4.1. Pour K un corps, et ¢ : K — K un de ses automorphismes, montrer que

fix(¢) = {z e K| (z) =}

est un sous-corps de K.

Exercice 4.2. Soit K un corps et y € K* fixé. On considére la fonction ¢ : K — K telle que
rT—yx yil.

1) Montrer que ¥ est un automorphisme de K, et déterminer I’automorphisme inverse.

2) Montrer que fix(t)) est égal au centralisateur C(y) de y.

2) Déduire que C(y) est un sous-corps de K.

Exercice 4.3. Pour tout corps K, montrer que

Z(K) = rﬂl C(z).

Exercice 4.4. Soit ¢ > 1 et n > 1. Montrer que ¢, (q) divise ¢—1 est impossible, car |¢,,(¢)—1| > ¢—1|.
Exploiter le fait que

on(q) = [[(g-w),

oll w est une racine primitive n® de I'unité, avec le fait que |¢ - w| > |g — 1]
Exercice 4.5. Soit f: A — B un homomorphisme d’anneau

1) Siae A est inversible, montrer que f(a) est inversible. En particulier f(a) # 0.
2) Montrer que Ker(f)n.A* ={0}.

Exercice 4.6. Pour ¢'? avec p premier, énumérer les sous-corps de F, & isomorphisme pres.

Exercice 4.7.
1) Imiter la démonstration d’Euclide de l'infinitude des nombres premiers pour montrer que si
K est un corps, alors il existe une infinité de polynémes irréductibles dans K[x].
2) Déduire que tout corps algébriquement clos est infini.

Exercice 4.8. Soit a racine carrée de 2. Montrer que Q[a] est le corps de rupture et le corps de
décomposition de 22 — 2 sur Q.

Exercice 4.9. Soit b la racine cubique réelle de 2. Montrer que Q[b] est le corps de rupture de
2% — 2 sur Q, mais pas son corps de décomposition.

Exercice 4.10. Soit z = exp(2im/n). Montrer que Q[z] est le corps de rupture et le corps de
décomposition de ™ — 1 sur Q.

Exercice 4.11. Montrer que l'équation 3 = z + 32 n’a pas de solution dans Q. En déduire
que 3 n'est pas dans Q(v/2). En déduire que [Q(v/2,v3) : Q(v/2)] =2, et que [Q(v/2,V3) : Q] = 4.
Montrer que {1, 2, 3, 6} forment une base de Q(v/2)(\/3) sur Q.

Exercice 4.12 (Critére d’Eisenstein).

1) Soit p un nombre premier et f(z) = a,z™ +...+ a1z + ap un polyndme a coefficients dans 7
tels que p ne divise pas a,, p divise a,_1,...,ao et p* ne divise pas ag. Montrer que f(x) est
irréductible dans Q[z].

2) En utilisant le critére d’Eisenstein, montrer que x™ — 2 est irréductible dans Q[z].
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Exercice 4.13.
1) Soit K un corps. Soit f un polynéme irréductible dans K[z], et g un polynéme non nul de
degré inférieur a celui de f. En utilisant ’équation de Bézout pour les polynémes f et g,
exprimer l'inverse de ¢ mod f dans le corps K[z]/(f) par un polynéme de degré inférieur a

deg(f).

2) Appliquer 'exercice précédent pour exprimer linverse de la racine cubique de 2 comme
combinaison Q-linéaire de 1, 32 et V4.

Exercice 4.14. Soit K un corps et L/K une extension de corps. Soient f et g € K[z].
1) Montrer que f|g dans K[x] si et seulement f|g dans L[x].
2) Montrer que f et g ont le méme pged dans K[z] et L[z].

Exercice 4.15.
1) Montrer que 22 + 1 est irréductible dans Fz[z].
2) Montrer que F3[2]/(2z% + 1) est isomorphe au corps Fyg, et que a =z mod (z? + 1) satisfait
a’>+1=0.
3) Montrer que le a en question est tel que a
normale de Fg.

3 = —a, et en déduire que {a,a®} n’es pas un base

Exercice 4.16. Dans le corps F3o, combien y a-t-il de racines primitives 7
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Rappels sur les ensembles
et fonctions

La théorie des ensembles a été introduite par Georg Cantor (1845-1918). On peut en donner
une axiomatique rigoureuse qui n’est pas discutée ici. Un ensemble est une collection d’objets. La
théorie suppose que les ensembles contiennent des éléments, et on écrit a € A pour dire que « a est
un élément de A » ou que « a appartient & A ». Si a n’est pas un élément de A, on écrit a ¢ A et on
lit « a n’appartient pas & A » ou « a n’est pas dans A ». L’appartenance (ou pas) a un ensemble
doit étre claire. Autrement dit, cette appartenance ne doit pas étre question de point de vue, on
d’interprétation. Comme pour tout concept mathématique, il est important de bien comprendre
quand deux ensembles sont égaux. La régle est toute simple (mais on I'oublie parfois) :

« Deux ensembles sont égaux si et seulement si ils ont les mémes éléments. »

Autrement dit, pour « connaitre » un ensemble il faut savoir dire quels en sont les éléments.

Deux fagons typiques de décrire un ensemble consistent & : soit, donner la liste de tous ses éléments
(quand il n’en contient pas trop), soit via la description d’une propriété qui caractérise ses éléments.
L’écriture E = {x1, 2, ..., Ty} signifie donc que E est composé des éléments x1,xa, ..., Zy ; il peut y
avoir des répétitions d’éléments : par exemple, {a,b,a} représente le méme ensemble que {a,b}. On
a donc les présentations équivalentes

{a,b,c} ={c,a,b} ={a,b,a,b,c,a,b,a},

d’un méme ensemble qui contient les trois éléments : a, b et c. L’ordre dans lequel on écrit les
éléments n’importe pas : par exemple, {b,a} représente le méme ensemble que {a,b}. Fréquemment,
on se donne une propriété P pour définir un ensemble. On écrit A = {x € E'|z posséde P} pour dire
que A est I’ensemble des éléments de F qui possédent la propriété P. Pour montrer qu'un élément x
de E est en fait dans A, il suffira donc de montrer que = a la propriété P.

Typiquement, on commence par considérer des ensembles de base comme

= {a,b,ce,d, ... ,z},
= {0,1,2,3, ... },
(..,-3,-2,-1,0,1,2,3, ... },

{Fracab |a€Z, beN, etb#0 },
{z+iy|zyeR},

QAo N zZ x>
i
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ou R désigne ’ensemble ds nombres réels, ou encore des ensembles d’objets divers comme
{e,0,0},  ou  {& 0,0, a}.

L’ensemble qui ne contient aucun élément est, par définition, I’ensemble vide, et on le représente
par le symbole @. Un singleton est un ensemble & un élément. Si a # b, alors on dit de 1’ensemble
{a,b} que c’est une paire. Rappelons que {a,b} = {b,a}, et que {a,a} = {a} n’est pas une paire.
Remarque. Il a été historiquement bien établi que 'imprécision de la définition d’un ensemble peut
engendrer des paradoxes (voir par exemple le paradoxe de Bertrand Russell (1872-1970) dans tout
bon livre de logique). Pour éviter cela, nous ne travaillerons qu’avec un petit nombre d’ensembles
bien étudiés et stables. Tous les ensembles considérés s’obtiennent & partir de ’ensemble vide et
d’axiomes de construction d’ensembles.

Un ensemble E est fini si on peut écrire E = {x1,...,2,}, avec n € N fixé. Si les éléments z; sont
tous distincts, alors on dit que U'entier n est le cardinal de E et on le note : n = |E|. Par convention
|2| = 0. Un ensemble E est infini s’il n’est pas fini. Par exemple, {1,3,6,7,8,9,10,34} est fini, mais
N ne ’est pas. On dit que A est un sous-ensemble de F, si tous les éléments de A appartiennent &
E. On dit aussi que A est contenu dans E et on écrit A ¢ E. C’est la relation d’inclusion. Les
ensembles @ et E sont des sous-ensembles particuliers de E. Tout autre sous-ensemble de E est un
sous-ensemble propre. Si A n’est pas un sous-ensemble de F, on écrit A ¢ E. Par exemple, on
aNcZcQcRcC. Ce qui signifie que Nc Z , Z € Q , etc., mais aussi que N ¢ Q. On dit que
I'inclusion est transitive. Il est clair que tout sous-ensemble d’un ensemble fini est fini.

On note P(E) I'ensemble des sous-ensembles de 1’ensemble E :
P(E)={A|AcE}.

Par exemple, pour F ={1,2,3}, on a P(E) = {@,{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{1,3}, E}. Si |E| = n,
alors [P(E)| = 2". Pour montrer qu’un ensemble A est inclus dans un ensemble E, on doit montrer
qu’'un élément quelconque de A est forcément aussi un élément de F. Autrement dit que : x € A =
x € E. Montrer que A = FE équivaut & montrer que A € F et ¥ ¢ A. La différence de deux ensembles
A et B, notée A\ B, est I’ensemble défini par

ANB={xeAl|z ¢ B}.

Si le contexte fait en sorte que I'ensemble E est clair, et si A € E, alors on écrit parfois A°:= £\ A.
On dit que A€ est le complément de A (dans E). Dans le cas d’un ensemble de nombres positifs E,
qui contient 0, on écrit souvent E* pour I’ensemble E \ {0}.

Deux couples (a,b) et (a’,b") sont égaux, si et seulement si a = a’ et b="0". On admet le cas a = b,
pour obtenir le couple (a,a). Soulignons que I'ordre gauche droite est important, c.-a-d. (a,b) # (b, a)
sauf si @ = b. Pour deux ensembles A et B, le produit cartésien de A et B est ’ensemble

AxB={(a,b)|acAbe B}.

On observe que @ x E = E x @ = @. En effet, il n’existe pas de couple (a,b) tel que a € E et be @. En
général Ax B # B x A. Le cardinal de A x B est le produit du cardinal de A et du cardinal de B.
Par exemple, le plan cartésien est R2 = R x R. Pour n € N, et E est un ensemble, le produit cartésien
n fois de E est I’ensemble défini par récurrence

E" = F x En—l’
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avec EV := {E} (c’est un singleton, un ensemble & un seul élément), dont les éléments sont appelés
n-uplets. On écrit d’habitude

x=(x1,22,...,%p), ol ;€ B,

pour un élément de E™, et alors 'unique élément de E® s’écrit « = (). Il est facile de voir quil y a
une bijection (naturelle) entre E" x EF et E™**: mais, a strictement parler, ces deux ensembles ne
sont pas « égaux ». En effet, les éléments du premier ensemble sont de la forme

(15 k), (Y1, -5 9n))s

tandis que ceux du deuxiéme sont de la forme (trés similaire, mais différente)

(:L'la"'akk7yla--'ayn)-

Il est souvent « correct » de les identifier, mais il faut parfois faire attention. On peut donner un sens
mathématique précis & au terme « naturel », mais intuitivement cela signifie que la notion s’impose.
Pour tout ensemble E et tout singleton {*}, on a aussi une bijection naturelle

n:E— Ex{x}, avec n(x) = (x,*).

L’union, de deux ensembles A et B, est 'ensemble formé de tous les éléments qui appartiennent
a A ou a B (ou aux deux). On le note Au B, et donc

AuB:={z|reAouuxe B}

L’intersection de deux ensembles A et B ’ensemble des éléments communs & A et B. On le note
An B et donc
AnB={x|xeAetxeDB}.

Pour tout A et B, on a l'inclusion A € Au B. De plus, An B est un sous-ensemble de A et de B.
D’autre part, An B = A si et seulement si A< B. Si An B =@, on dit que A et B sont disjoints. Si
A et B sont disjoints, on écrit souvent A + B pour 'union de A et de B. On dit que c’est ’union
disjointe . Les principales propriétés de ces opérations sur les suivantes sont les suivantes. Pour
A, B, C des ensembles, alors

1. AnA=Aet Au A=A (idempotence) ;
2. AuB=BuAet AnB=BnA (commutativité) ;

3. Aug=Aect Ang=0;etsi Ac B alors AuUB =B et AnB = A (existence d’éléments
neutres).

Bien que ce soit 'une des notions les plus importantes des mathématiques, la définition rigoureuse
moderne de la notion de fonction n’apparait qu’au XIX¢(en 1837). Elle est due & Johann Dirichlet
(1805-1859). Dans le langage de la théorie des ensembles, elle prend la forme suivante. Soit A et B
deux ensembles. Une fonction f, de A vers B (on écrit f: A — B), est une régle qui associe a
chaque élément de a un unique élément de B. Plus techniquement, f est un sous-ensemble de A x B,
et on écrit f(a) =b si et seulement si le couple (a,b) appartient a ce sous-ensemble. Pour que f soit
une fonction, il suffit que

9. On préfére ici la notation A + B pour I'union disjointe de A et de B, plutdt que les notations Aw B ou Aw B.
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1. pour tout a € A, il existe un b tel que f(a) =, et
2. si f(a)=bet f(a)=c, alors b=c.

Une fonction f de A vers B, est une Fonction !bijection, si on a une fonction inverse f~1: B — A,
pour la composition, c.-a-d. :

flof=Ida, et foft=Idp. (A1)
Une fonction f: A — B est injective si et seulement si, pour tout a et tout b dans A
atb = fa)#[f(b), (A.2)

ce qui équivaut (c’est la contraposée) a dire aussi que
f(a) = f(b) entraine forcément b =b. (A.3)

Une fonction f: A= B est dite surjective si et seulement si pour chaque élément y de B, il existe
au moins un élément x de A tel que f(x) =y. On montre qu’une fonction qui est a la fois surjective
et injective est une fonction bijective, et inversement. Par définition ', deux ensembles ont le méme
cardinal si et seulement si il existe une bijection entre les deux ensembles.

Pour A et B donnés, on désigne par B4 ou Fonct(A, B) I'ensemble des fonctions de A dans
B.

10. La définition est nécessaire pour des ensembles infinis.
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Rappels sur les groupes

Pour en savoir plus sur I'histoire du développement de la théorie des groupes, voir

e http ://mathshistory.st-andrews.ac.uk /Hist Topics/Development group theory.html#41

Groupes quotients

Rappelons qu’un sous-groupe H d’un groupe G est dit normal si H = Hx pour tout = € G. Soit
N un sous-groupe normal d’un groupe G, alors on a une opération

G/N xG/N — G|N définie par (xN)-(yN) :=(zy) N, (A.4)
qui muni G/N d’une structure de groupe. Les éléments de G/N sont les classe latérales & gauches :
xN:={xn|neN}.

On obtient ainsi le groupe quotient de G par N. Son élément neutre est la classe & gauche N =14 N,
et I'inverse de z N est (z N)~! = 27! N. La fonction 7 : G - G/N définie en posant m(x) = zN est
un épimorphisme de groupes, et son noyau est ker(m) = V.

Traduite dans le contexte des groupes abéliens, avec la notation additive, cette construction
prend la forme suivante, sachant que tout sous-groupe d’un groupe abélien GG est normal. Si H un
sous-groupe d’un groupe abélien G, alors on a l'opération

G/HxG|/H — G|/H définie par (z+H)+(y+H):=(x+y)+H, (A.5)

qui muni G/H d’une structure de groupe abélien. Les éléments de G/H sont les classe latérales a
gauches :

x+H:={x+h|heH}.
L’élément neutre est la classe a gauche H = 0g + H, et 'inverse de x + H est —(z+ H) = (-x + H).

Le théoréme d’isomorphisme pour les groupes affirme que : si G un groupe, et N un sous-groupe
normal de G, alors pour tout morphisme de groupes 6 : G - G’ tel que N ¢ ker(#), il existe un
unique morphisme 6 : G/N - G’ tel que 6 = 6 o 7. De plus

(1) si N = ker(#) alors @ est un monomorphisme ;
(2) on a toujours G/ker(f) ~ Im(0);

(3) si @ est un épimorphisme, alors § I’est aussi.

95


https://en.wikipedia.org/wiki/Group_theory
http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Development_group_theory.html#41

ANNEXE . RAPPELS GROUPES

En terme de diagramme commutatif, on a donc

G—G;G’

-
s /i
_ 7 30

G/N

La fonction K ~ w(K) est une bijection de I’ensemble des sous-groupes de G contenant N vers
I’ensemble des sous-groupes de G/N.

Pour deux groupes GG et G, le produit G1 x G5 s’obtient en munissant ’ensembke

G1xg2=1{(91,92) | 91 € G1, g2 € Ga}.

de 'opération
(91,92) - (91, 92) = (9191, 9295)-

L’élément neutre est (e1,e2), avec ¢; le neutre de Gj, et l'inverse

(91.92) 7" = (91", 92").

Ce produit est “caractérisé” par la propriété universelle suivante. Pour tout groupe H, et des
morphismes 0 : H - G1 et 0y : H - G4, il existe un unique morphisme 0 : H - G1 x G3, tel que

w06 =01, et Ty 00 =05.

On écrit alors 6 = (01, 02), puisque f(h) = (61(h),02(h)). Formulé en terme de diagramme commutatif,
ceci prend la forme

Gy
01 T
™
Bl e,
0 er
Go

Action de groupe

Une action (a gauche) d’un groupe G (multiplicatif) sur un ensemble X (on dit aussi que G
agit (a gauche)) sur X), est une fonction

GXX—)X? (qu")'—)gl‘a

telle que
o lg-x ==z, pour tout x € X,

e g-(h-x)=(gh) -z, pour tout g,h € G et z € X.
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Pour un telle action, on appelle stabilisateur de x € X le sous-groupe
Stab(x):={geG | g-x=1x}.
L’orbite O(z) de = € X, est ’ensemble
O(z):={g-x|geG}.
Si G est un groupe fini, alors on a
0(2)| = |Gl/IStab(z)].

Rappelons que, pour un groupe fini, 'ordre d’un sous-groupe divise toujours l'ordre du groupe
(Théoréme de Lagrange). L’ensemble X est réunion disjointe des orbites. Si X et G sont finis, alors
on a ’équation aux classes

X = %IGI/IStab(ww)la (A.6)

ou la somme a lieu sur 'ensemble O des orbites, et ou x,, est un représentant de I'orbite w € O.
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