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Introduction

Ce texte est un premier pas vers des notes en format LaTex pour le cours M AT2400
Géométries. Je voulais prioritairement rédiger en détail les preuves vues en cours pour plu-
sieurs raisons. Premierement j’ai remarqué au fil des ans que la prise de note détaillée par
les étudiants a partir d’'une matiére défilant & un rythme soutenu au tableau ne permettait
pas, en général, une bonne compréhension des divers aspects de la matiere. En rassem-
blant ici les preuves des principaux résultats du cours, j’espere que les étudiants porteront
une attention particuliere en classe aux définitions de base, a l'intuition derriere chaque
construction, aux exemples importants et aux idées clés du développement de la géométrie
du point de vue de Klein. L’assimilation de preuves parfois difficiles se fait mieux par une
lecture attentive d’un texte qu’en suivant une exposition technique au tableau.

En général je couvrirai en détail les démonstrations en cours, ne serait-ce que pour faciliter
la premiere approche aux résultats, mais j’encourage les étudiants motivés a retravailler
par eux-méme tant la structure que le détail des preuves. Dans un monde idéal, on devrait
se souvenir d’assez d’idées clés pour reconstruire chaque résultat mathématique compris
précédemment. De facon plus réaliste, j’espére que la lecture de ces notes facilitera dans

un premier temps la compréhension des preuves contenu dans le cours.

Un grand merci a Mathieu Gaudreau pour les figures illustrant certaines notions et

preuves tout au long de ce résumé.



CHAPITRE 1

Géométrie affine

1. Quelques prérequis

Nous donnons rapidement dans cette section les notions de base d’Algebre linéaire et

de Théorie des groupes élémentaire qui seront utilisées au fil des chapitres.

L’espace vectoriel qui nous intéresse dans cette premiere section est I’espace R™ ren-
contré dans un premier cours d’Algebre linéaire. I’espace R™ est muni d’un produit scalaire :

siu= (1,22, ....,25) €t v = (y1, Y2, ..., yn) alors

n
< U,V >=T1Y1 + T2Y2 + ... + TpYp = Z:ckyk
k=1

Il s’agit d’une application bilinéaire symétrique et définie positive sur R x R™. Dans ce
contexte, deux vecteurs u et v sont dits orthogonaux s’ils satisfont la condition < u,v >= 0.
On appelle ce produit scalaire euclidien parce que celui-ci nous permet de définir la norme

euclidienne sur R” par la formule

llul| = V< u,u>= \/x%+mg+...+x%.

Il est relativement facile (voir un texte d’Algebre linéaire) de démontrer formellement partir

de la définition que la norme satisfait :

Inégalité de Cauchy-Schwarz : | < u,v > | < ||ull||v]].
Inégalité du triangle : ||u + v|| < ||u]| + ||v]].

Théoréme de Pythagore : Si u | v alors ||u+ v||? = ||u]|* + ||v||%.
Loi du parallélogramme : ||u + v||? + |[u — v||* = 2||u]|? + 2||v]|?.

Une application T: R™ — R™ est appellée une transformation linéaire si elle satisfait les

deux conditions suivantes :

(1) T(u+v)=T(u)+T(v)
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(2) T(au) =aT(u)

pour tous u,v € R" et tout a € R. Intuitivement, ces conditions signifient que la structure

d’espace vectoriel est préservée en passant de R™ a R™ par 'application T'.

Un exemple de transformation linéaire provenant de la Géométrie euclidienne est la
notion de projection orthogonale : soient u et v dans R™ avec v # 0. On définit alors
m: R" — R - v en demandant que m(u) soit un vecteur sur la droite R - v définie par v

satisfaisant la condition u — 7(u) L v. Explicitement, ceci signifie que
<u—m(u),v>=0.

Ceci peut se ré-écrire comme < 7(u),v >=< u,v >. La projection orthogonale satisfait les

propriétés suivantes :

(1) 7(u) =u <= wu appartient a la droite R - v.
(2)m(u) =0 <= ulow.

En effet, pour la premiere on a que m(u) = u implique directement que v € R - v par
définition de 7 et dans l'autre direction, si 'on a v € R - v alors on aura u — w(u) = av
pour un certain « € R et la condition < u — 7(u),v >= 0 devient a < v,v >= 0. Puisque
v # 0 on doit avoir a = 0 et donc u = w(u).

Pour la seconde, la condition < 7(u),v >=< u,v > et le fait que 7(u) € R - v donnent

directement que u L v <= 7(u) =0.

Par construction 7m(u) = av et on voudrait maintenant trouver explicitement le teme a en
fonction de uw et v : on a
< u,v >

<u—m(u),v >=0 <= <u—av,v>=0 <= < u,v > —a<v,v>=0 < a= - ~
v,V

On a donc la formule
<u,v >
m(u) = ———wv.
<v,v>
Par la trigonométrie élémentaire, on a alors en considérant le vecteur u/||u|| sur le cercle

unité et si 6 désigne ’angle entre v et u, que

| <u,v>|

| cos O] = || (u/[|ul])I] =
[lull[J]]

1
WHW(U)II =
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En fait, on peut se débarasser des valeurs absolues ci-dessus et on obtient finalement la
formule bien connue < u,v >= cosf||u||||v||, dont on notera au passage qu’elle fournit une

preuve de 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Il est facile de voir que la composition de deux transformations linéaires T': R® — R™

et S: R™ — RP donne une transformation linéaire S oT: R™ — RP,

Choisissons une base pour R™ ainsi que pour R, disons les bases canoniques {eq, ea, ..., €y}
et {e1,e2,..., ey }. Pour un élément quelconque u € R™, son expression dans la base choisie

est
n
u = E ajej.
j=1

On pourra aussi écrire

o
(€3]
u =
Qg
étant donné la base choisie {e1,eg, ..., e,}. Si Pon applique la transformation linéaire T' a

ce vecteur on a alors
n n n
T(u) =T() aje;) =Y Tlaze;) =Y a;T(e;).
j=1 j=1 j=1

Ceci signifie que connaitre T'(u) en connaissant u = (aq, @, ..., o, ) est équivalent a connaitre
{T(e1),T(e2),..., T(en)}, c’est-a -dire 'image dans R sous T de la base {e1, €2, ..., e,}.
Comme chacun des T'(e;) (1 < j < n) est dans R™ on peut les exprimer par rapport a la

base {e1, €2, ..., ey} comme
T(el) =aii1€e1 +as1ex + ... + amiem
T(e2) = ajzeq + agees + ... + amaem

T(en) = ainer + azne2 + ... + aGmnem.
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La formule générale pour toutes ces équations est

alj
m ay
T(ej) =) ayei=| (1<j<n)
=1
amj

En revenant & l’expression pour 7T'(u), on a ainsi

n

T(u) = Z a;T(ej) = Z aj (D aije:)

j=1 =1
n n n
= (D_ajog)er + (D azjag)eat ot (D amjos)em.
j=1 j=1 j=1

n
Pour 1 < i < m, la i®™° coordonnée de T'(u) est donc ) a;ja;. On remarque alors que
J=1
selon le produit matriciel on a

> aija;

a1l aiz2 ... Qin aq ]il
a1 a2 ... Q2n (e %) Zla2jaj

e j=

Gml Am2 ... Amn Qn n
> AmjQ

J=1

Conclusion : Si on pose

ail a2 e Qp
a1 a2 ... Qo
Ar = "
Aml Gm2 - Gmn
cette matrice a la propriété suivante
T(u) = Aru.

C’est-a-dire qu’avec le choix de bases que nous avons fait, 'effet de la transformation
linéaire T" sur un vecteur quelconque u € R™ est exactement donné par le produit matriciel

de Ar par u. De facon plus concise on note cette matrice par Ay = (a;j), avec 1 <i <m
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et 1 < j < n. Notons que 'on peut facilement se souvenir de la forme exacte de la matrice

Ar en remarquant que celle-ci est en fait donnée par
AT = (T(el) T(eg) cee T(en))

Définition. On appelle la matrice Ay un représentant matriciel de la transformation
linéaire T: R™ — R™.

Il est important de bien retenir que ce représentant matriciel de la transformation linéaire
T dépend de maniére essentielle du choix de bases pour R™ et R™. Dans ce cours on se
contentera le plus souvent de travailler avec les bases canoniques des espaces euclidiens

utilisés pour notre étude de la géométrie.

Voyons maintenant quel est le lien entre le produit matriciel et la composition d’ap-
plications linéaires. On se souvent d’un cours d’algebre matriciel que le produit matriciel
d’une matrice A de dimensions p X m par une matrice B de dimension m X n est une matrice

AB de dimension p x n donnée par AB = (cy;), ou 1 <k <pet 1< j < n, satisfaisant

m
Chj = Y kibij.
i=1

A prime abord ce produit peut sembler tres arbitraire et inutilement compliqué... Notre
but sera de voir que ce produit correspond exactement a ce qui est nécessaire pour don-
ner un représentant matriciel d’une composition de transformations linéaires a partir de
représentants matriciels de chacune des transformations linéaires de départ.

Soient donc T': R® — R™ et S: R™ — RP, avec représentants matriciels par rapport aux
bases canoniques Ar et Ag respectivement. Si 'on dénote par Agor le représentant matri-
ciel de SoT: R"™ — RP, on sait deux choses :

Primo, on sait que pour tout u € R” on a
Asoru=(SoT)(u) =S(T(u)) = S(Aru) = As(Aru).

En effet, la premiere et seconde égalités sont vraies par définition, la troisieme découle du
fait que Ap est représentant matriciel de T, alors que la derniére est conséquence du fait
que Ag est représentant matriciel de S.

Secundo, on sait exprimer Agor comme

Asor = (SoT(e1) SoT(ey) ... SoT(en)).
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Pour chaque 1 < 57 < n on calcule alors

m m m P
So T(ej) = S(Z bijei) = Z bZ]S(Cl) = wa(z akiek).
i=1 =1 i=1 k=1

Chacun des S o T'(e;) est un vecteur de R? et par la formule ci-dessus, sa k*™¢ coordonnée

est donc
m
§ bijak;
i=1

ce qui veut dire que l'entrée (k,j) de la matrice Agor est exactement celle du produit

matriciel AgAr selon ce qui a été dérivé plus haut.

Conclusion : Le produit matriciel a été défini pour que la représentation matricielle de
transformations linéaires soit compatible avec la notion de compisition de transformations

linéaires.

Passons maintenant aux quelques notions élémentaires de Théorie des groupes qui
seront requises dans ce cours. Nous ne résumons ici que les points essentiels qui serviront
a I’étude des géométries affine, projective, inversive et hyperbolique. Dans le cadre le plus
général possible (mais également le moins motivé!) un groupe est tout simplement un

ensemble G muni d’une opération binaire o: G x G — G telle que

1) Elle est fermée Pour tous g1,92 € G on a g1 0 g2 € G.

3) Il existe un élément neutre e € G tel que pour tout g € G on ait goe =eog =g.

1 1

(
(
(
( et satisfaisant gog™" =

)

2) Elle est associative : pour tous g1, 92,93 € G on a g1 0 (g20g3) = (g1 0 g2) © g3.
)
)

4) Pour chaque g € G il existe un élément inverse, noté g~

e:gflog.

Typiquement ces regles sont simples a vérifier ou infirmer sur des exemples naturels.
Par exemple (R, +) est un groupe, tout comme (R", +). De méme les réels non-nuls munis
de l'opération de multiplication (R,, ) est un groupe. Dans tous ces exemples, I'opération
a pour propiété que l'ordre n’importe pas : a + b = b+ a dans (R, +) ou encore zy = yx
dans (Ry,-). On dit alors que le groupes est commutatif ou encore qu'il est abélien. Un
exemple simple de groupe non-abélien est obtenu en considérant les matrices 2 x 2 avec le
produit matriciel : il est facile de construire des exemples ou la loi de commutativité n’est

pas respectée, ainsi
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666

puisque des la premiere entrée on voit que le produit a gauche donne 0 alors que celui a

droite donne —2.

Exemple. Le cercle unité dans R? donné par
St={(z.y) |2* +y* =1}

possede une structure de groupe commutatif de la fagon suivante : En coordonnées polaires
on peut poser & = cosf et y = sin@# pour toute paire (z,y) sur S et alors on définit

I'opération binaire
(z,y)-(2',9y) = (cos@cos @ —sinfsinf, cosfsin@ +sinfcosd’) = (cos(d+6'),sin(6+6")),

ol a derniere égalité utilise des formules bien connues de trigonométrie. On vérifie aisément
que l'opération est associative, I’élément neutre est (1,0) et chaque élément (cos#,sinf) a
pour inverse (cos —6, sin —6).

Une autre fagn de présenter cet exemple - en utilisant les nombres complexes est de voir

le cercle unité dans C en posant plutot
St ={e" | 0<6<2n}.

La multiplication complexe correspond en fait & ce qui vient d’étre fait puisque 'on a la
formule ¢ . ¢ = i(0+0")

L’étude détaillée des groupes passe par la définition d’applications entre groupes qui
préservent la structure de groupe au sens ou I’on demande qu’une application f: G; — Go

satisfasse
f(zory) = f(z) o2 f(y),

ou 'on a bien mis en évidence le fait que les opérations o; sur Gy et oo sur Go sont a
priori tres différentes. On appelle de telles applications f des homomorphismes de groupes.
La notion naturelle déquivalence entre groupes est alors celle d’isomorphisme : un ho-
momorphisme f: G; — G2 qui est a la fois injectif (x # y = f(y) # f(y)) et surjectif
(Vh € G2 3g € G1 | h = f(g)). On dit alors que G; est isomorphe & G et on écrit G ~ Ga.

Des groupes isomorphes mais provenant de théories tres différentes sont, d’un point-de-vue
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algébrique, identiques.

Par exemple on a 'isomorphisme hom(R?) ~ R, entre le groupe des homothéties de
R? (un groupe provenant de la géométrie) et le groupe R, qui provient des nombres réels.
Un autre exemple d’homomorphisme qui est intéressant géométriquement est donné par
f: (R, +) — (S',-) ou 'on pose

f(a) = (cosa,sin a).

On vérifie facilement qu’il s’agit d’'un homomorphisme surjectif et on notera que f n’est
pas injectif : par exemple f(7) = f(37) et en fait on a pour tout o € R et tout k € Z que
fla+2km) = f(a).

Une autre notion importante et élémentaire de la théorie des groupes est celle de sous-
groupe. On dit simplement que H C G est un sous-groupe de G s’il contient I'identié et s’il

est fermé sous la composition et la prise d’inverse, ce qui s’exprimemathématiquement par

(l)ee H
(2)g1€H, g€ H=giog2€ H
B)geH=g'€q.

Deux sous-groupes sont naturellement associés a un homomorphisme de groupe f: G1 —
Go : on définit I'image de f par Imf = {f(g) | ¢ € G1} qui est un sous-groupe Gs; le
noyau de f est défini par Ker f = {g € G1 | f(g) = e}, qui est donc le sous-groupe de G
ayant la propriété qu’il est envoyé sur I’élément neutre de Gs ici noté e. Dans 'exemple
f: R — S ci-dessus on vérifie facilement que Ker f = {2k7 | k € Z}.

Une des grandes avancées de la géométrie de la fin du XIX®™® siecle a été initiée par
Felix Klein en proposant le point de vue révolutionnaire que les différentes géométries
n’étaient en fait que I’étude de propriétés d’espaces relativement simples ou un groupe de
transformations agit. Ainsi la géométrie euclidienne plane est celle de R? ou agit O(2) (cas
des transformations linéaires, le cas général requiert aussi des translations); la géométrie

affine a pour espace également R? mais le groupe qui y agit est maintenant A(R?). Il y a de
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nombreux avantages a cette approche de la géométrie par rapport a I’approche axiomatique

initiée par Euclide il y a plus de 2000 ans et encore enseignée a ce jour :
(1) Une structure générale apparait et unifie les différentes géométries tout en expli-
quant les différences entre celles-ci.
(2) L’utilisation de I’algebre linéaire rend beaucoup plus simples des preuves géométriques
compliquées.

(3) L’approche fournit un bel exemple du caractere interrelié des mathématiques, ou

I’'on se rend compte que la théorie des groupes est tres utile en géométrie.

2. Transformations orthogonales

Le groupe de transformations linéaire de R™ dans lui-méme qui est le plus vaste parmi

ceux que nous considérerons est

GL,(R) = {A matrice n x n | A est inversible}.

Notons qu’en utilisant des propriétés élémentaires du déterminant d,une matrice, on aura
que A € GL,(R) si et seulement si det A # 0.

On dit que A € GL,(R) est une matrice orthogonale si elle satisfait A=! = A!. On
dénote par O(n) l'ensemble de toutes les transformations orthogonales de R™. L’inverse
d’une matrice orthogonale est donc tout simplement donnée par la transposée de la ma-
trice. Il est facile de vérifier que 'opération de multiplication matricielle permet de voir

O(n) C GL,(R) comme un sous-groupe de transformations linéaires inversibles.

La condition définissant un élément A € O(n) peut s’écrire A'!A = I = AA!. Si on écrit

la matrice A en termes de ses colonnes, on aura

A:(A1 Ay . An)
et

Aj

At — Aé
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si bien que par définition du produit matriciel, on aura

AtA, AMA, .. AMA,
o= AbA; ALAs ... ALA,
At A AL A, o ALA,
et la condition A*A = I nous permet alors de constater que I'on a

< A;, AJ’ >= AfAj = 5@‘

si bien que les colonnes de la matrice A sont orthonormales. On peut pareillement montrer

que les lignes de toute matrice A € O(n) sont orthonormales.

A partir de ce qui précede notons que 'on peut parler de transformations orthogonales
T:R™ — R"™ de la facon suivante : si un représentant matriciel Ay de T apres choix de
base de R™ est un élément de O(n), alors nous affirmons que si l’on effectue un changement
de base orthogonal, le nouveau représentant matriciel de T sera également un élément de
O(n) : en effet, par un changement de base orthogonal, on sait que la nouvelle matrice

s’exprimera comme By = M A7rM~! pour une certaine matrice M € O(n). On aura alors

Bil = (MArM Y= MAZI M = MAL MY = (MAr MY = (MArM ™)t = BY.

Nous voudrions mieux comprendre les transformations orthogonales de R™ d’un point
de vue géométrique. Pour ceci, nous aurons besoin de la notion d’isométrie de R™ : une ap-
plication ¢: R™ — R™ est dite une isométrie si elle satisfait la condition ||¢(u)|| = ||u|| pour
tout u € R™. Notons en particulier qu’ainsi définie, une isométrie doit satisfaire la condition
©(0) = 0. Par ailleurs, puisque l'on sait que |[u||> =< u,u > et ||o(u)||* =< ¢(u), p(u) >
et que la norme est un nombre positif ou nul, la condition pour avoir une isométrie est

équivalente a demander que < p(u), p(u) >=< u,u >.

On peut alors faire 1'observation suivante : pour une transformation linéaire ¢: R® —
R™, la condition d’isométrie est équivalente & demander que le produit scalaire entre deux

vecteurs quelconques soit préservé. Plus précisemment on montre :
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ProrosITION 2.1. Une application linéaire T: R™ — R" est une isométrie si et seule-

ment si pour tous vecteurs u,v € R™ on a < T'(u), T(v) >=< u,v >.

DEMONSTRATION. La direction “<” est claire, puisque dans le cas particulier olt u = v,
on obtient bien que T est une isométrie au sens défini ci-dessus. L’autre direction est plus
surprenante puisque la condition d’isométrie semble, a prime abord, plus faible que la
condition de préservation du produit scalaire. Notons tout d’abord que ’on a de maniere
générale en utilisant la symétrie du produit scalaire

<u—vu—v>=<uu—v>—<vu—v>= ||[u>-2<uv>+ ||
Par hypothese on a < T'(u—wv),T(u—v) > = < u—v,u—v > puisque T est une isométrie.
Par ailleurs
<Tu—-v),T(u—v)> =<T(u)—T(v),T(u) —T(v) > (linéarité de T)
=<T(u),T(u)>-2<T(u),Tv)>+<TW),T(v)>
2 2
=TIl =2 <T(u), T(v) > +|[T(v)]
= |[ul]> =2 < T(u),T(v) > +|[v|]|> (car T est isométrie)
En combinant ces deux observations, on obtient alors que

[ull* =2 < T(u), T(v) > +[[o]* = [Jul]> =2 < u,v > + [[o]]%,

si bien que 'on a bien obtenu que si 7" est une isométrie alors < T'(u),T'(v) >=< u,v >

pour tous u,v € R" tel que désiré. O

Faisons maintenant le lien entre les transformations linéaires qui sont des isométries et les

transformations orthogonales :

THEOREME 2.2. Une transformation linéaire T: R" — R" est une isométrie de R™
<= T est orthogonale.

DEMONSTRATION. Nous aurons besoin de 1'observation suivante : pour toute matrice A
qui est de taille n x n et tous u,v € R® on a < Au,v >=< u, Alv >. En effet, par définition
du produit scalaire euclidien on peut écrire < Au,v >= (Au)lv = vt Alv =< u, Alv >.

Soit alors A € O(n) une matrice telle que T'(u) = Au pour tout v € R™. On aura alors

< T(u),T(v) >=< Au, Av >=< u, A'(Av) >=< u, (A'A)v >=< u,v >
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et donc T est bien une isométrie.
Réciproquement, si I’on suppose que 1" est une isométrie, alors on sait que 1" préserve aussi

le produit scalaire et alors pour tout représentant matriciel A de T on a
<u,v>=< Au, Av >=< u, A'Av > = < u, A'Av — v >= 0 Yu,v € R".

C’est & dire que le vecteur A*Av — v est orthogonal & tout vecteur u € R™, ce qui implique
que I'on a A'Av — v = 0 pour tout v € R"™ et donc A'A = I, si bien que A € O(n) tel que

voulu. O

3. Transformations affines

PROPOSITION 3.1. A(R?) est un groupe sous l’opération de composition.

DEMONSTRATION. On montre en fait que c’est un sous-groupe du groupe de toutes
les transformations inversibles de R2. La composition d’applications est associative par
définition. L’ensemble A(R?) est fermé sous la composition puisque pour ¢, € A(R?)
avec p(u) = Au+bet ¢(u) = Bu+con a

Yo (u) =1(Au+b) = B(Au+b) + ¢ = (BA)u+ Bb+c,

si bien que 1 o ¢ est bien affine de partie linéaire BA (rappel : la composée de deux
transformations linéaires inversibles est une transformation linéaire inversible) et de partie
affine donnée par le vecteur Bb + ¢ dans R2.

L’élément neutre sous la composition est 1’application identité I € A(R?) donnée par
I(u) = u pour tout u € R2,

Pour chaque ¢ € A(R?) on a ¢! € A(R?) tel que po ¢!

=1 = p oy En effet pour
¢(u) = Au+b, en posant ¢~ (u) = A™'u — A71b on a bien
o lop(w)=p (Au+b)=A(Au+b) - A b=u+ A - A D=1,

et de méme pour ¢ o o~ (u) = u pour tout u € R2. O

4. Projections paralleles

PROPOSITION 4.1. Soit L C Py une droite. Alors si m: P1 — Po est une projection

paralléle, on a que (L) C Py est aussi une droite.

DEMONSTRATION. On se souvient que ’ensemble des droites paralléles & une droite
donnée L, est paramétrée par R? (en fait par P;). Donc I'ensemble de telles droites passant

en outre par la droite L est paramétré par L elle-méme. Nommons P le plan formé de toutes
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ces droites paralleles a £, et passant par L. Par construction de la projection paralléle on a
7(L) = P NPy. Mais on sait que deux plans distincts s’intersectant dans R? ont une droite

comme ensemble d’intersection, donc on a bien que 7(L) est une droite dans Ps. 0

s
| —
\ £v+
AT o) Lot

o h pl W
! P2

FIGURE 1. Projection parallele dans la direction v

(a) (b)

FIGURE 2. Deux cas pour invariance du rapport simple

PROPOSITION 4.2. Soient L1 et Lo droite paralléles dans un plan Pi. Si w: P1 — Po

est une projection paralléle, on a que m(L1) et w(La) sont paralléles.

DEMONSTRATION. On sait déja par la proposition précédente que 7(L1) et w(Lg) sont
des droites dans Pa. Si elles ne sont pas paralleles, on a 7(L1) N7 (L2) non-vide. Soit donc
P € 7(L1) Nw(Ly). On a alors 7 *(P) € Ly et 7 1(P) € Lo, si bien que L1 N Ly est

non-vide, donc Lj et Ly ne sont pas paralleles. Contradiction. g

PROPOSITION 4.3. Le rapport simple de trois points alignés est une quantité préservée
par toute projection parallele m: P1 — Ps.
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DEMONSTRATION. Soient A, B, C des points alignés dans P;. Par la proposition précédente,
on sait que w(A), 7(B) et w(C) sont aussi alignés et on veut montrer que
@ _ w(A)w(B)
AC 7(A)r(C)

Q

=(C) A’

b

P1

F1GURE 3. Invariance du rapport simple

Il y a deux cas a considérer. Si P; et Py sont paralleles, alors on sait que w: P; — Po
est une isométrie et alors le résultat est clair. Autrement P; et P2 ne sont pas paralleles.
Soit alors P l'unique plan de R3 passant par m(A) qui est parallele & P;. Appelons B’
I'intersection de P avec la droite joignant B a w(B) et appelons C’ I'intersection de P avec

la droite joignant C' & 7(C). Alors par le premier cas, on sait que 1'on a

AB  w(A)B

AC 7 AC
Mais en appliquant (voir Figure 3) le Théoreme de Thales au triangle m(A)C'w(C) on a

également que

m(A)B’ _ W(A)?T(B).

On en conclut que
AB  w(A)n(B)
AC m(Ar(C)
0

THEOREME 1. Toute projection paralléle w: Py — Py est une transformation affine du
plan, apreés identification de Py et Py a lespace affine R?.
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DEMONSTRATION. On commence par supposer que m: P; — Py préserve lorigine
O €R?: 1(0) = 0.

Assertion : Pour tout v € R? et A € R, on a 7(\v) = A (v).
En effet, d'une part on sait (Proposition 4.1) que 7 envoie la droite définie par v sur la

droite définie par 7(v). Ensuite comme 7 préserve le rapport simple et que ’on a
v

on sait que 'on doit avoir

(v
Ces deux faits donnent bien m(A\v) = Ar(v).

Assertion : Pour tous v,w € R? on a 7(v + w) = 7(v) + 7(w).

Puisque le parallélisme est préservé par m, on sait que Ly, || Ly, +v et L, || L, + w im-
pliquent que 7(Ly) || 7(Lyw +v) et w(Ly) || 7(Ly +w). En utilisant de plus que I'hypothese
que (0) = O, on a alors que le parallélogramme de sommets O, v, w,v + w est envoyé
sur le parallélogramme de sommets O, 7(v), m(w), 7(v + w). En appliquant la loi du pa-
rallelogramme, on a donc bien 7(v) + 7(w) = 7(v + w).

11 découle de ce qui précede qu’apres avoir choisi une base de R?, il existe une matrice
A de taille 2 x 2 telle que 7(v) = Av pour tout v € R2. Puisque 7 est inversible comme

projection parallele, on a que la matrice A est inversible.

Pour conclure la preuve, on doit retirer 'hypothese 7(0) = O. Soit donc 7(0O) = b € R?,
avec b vecteur non-nul. En appliquant la projection parallele et, ensuite, une translation
par —b, on retombe sur le cas d’une appliquation envoyant O sur lui-méme. Par la premieére
partie de la preuve, on a donc m(v) — b = Av pour tout v € R?, pour une certaine matrice
2 x 2 inversible A. Mais alors on peut écrire 7(v) = Av + b, ce qui termine la preuve que

7 est une transformation affine. OJ

THEOREME 2. Toute transformation affine p: R2 — R? peut étre exprimée comme

composition de deux projections paralléles.

DEMONSTRATION. On se souvient qu’une transformation affine ¢: R? — R? s’exprime
comme p(u) = Au + b, on A est matrice inversible 2 x 2 et b est un vecteur de RZ.

On sait en outre que ¢ est completement déterminée par ¢(1,0), ¢(0,1) et b. Posons
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FIGURE 4. Linéarité de la projection parallele

©(0,0) = P, ¢(1,0) = @ et ¢(0,1) = R. On veut premiérement définir une projection
parallele 71: P; — P telle que 71(0,0) = P et m1(1,0) = Q. Prenons P; plan de R?
passant par P mais ne passant pas par ). On met sur P; une structure d’espace vectoriel
telle que P est 'origine de P; et on y considere les vecteurs (1,0) et (0,1). Soit ensuite P
un plan passant par P et ), mais ne passant pas par (1,0) et ne passant pas par R. Il passe
une unique droite £, de R? par les points (1, 0) et Q. On utilise cette droite pour définir la
projection parallele 71 : P; — P. Par construction elle satisfait m1(P) = P et m1(1,0) = Q.
Soit alors X = (0, 1).

On veut ensuite construire my: P — Py projection parallele telle que mo(P) = P, m(Q) = Q

et m2(X) = R. On aura alors construit mg o 71 : P — Po transformation affine telle que

T2 O7T1(P) =P
T2 O7T1(1,0) = Q
T2 O7T1(0,1) = R,

si bien que ¢ = 7o 0 m; comme voulu, puisque 'on se souvient qu’une application affine est
completement déterminée par l'image donnée a trois points non-alignés. Pour construire
7o, s0it Py le plan de R3 contenant P, @ et R. Par construction P,Q, R et X ne sont pas
co-planaires (R ¢ P mais P,Q, X € P), donc P, et P ont exactement en commun la droite
passant par P et Q. Soit alors £, la droite de R3 passant par R et X, elle nous permet de

construire une projection parallele mo: P — Ps telle que voulue. ]
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a3

v

FIGURE 5. Transformation affine comme composition de projections paralleles

COROLLAIRE 4.4. Toute transformation affine ¢: R> — R? préserve les notions de

droite affine, de parallélisme et de rapport simple.

DEMONSTRATION. En effet le résultat découle du théoréme précédent combiné au fait
que la notion de projection parallele préserve les notions de droite affine, de parallélisme

et de rapport simple. ]

THEOREME 3. (Théoréme fondamental de la géométrie affine)
Soient {P,Q, R} C R? trois points non-alignés et {P',Q', R’} C R? trois autres points
non-alignés. Alors il existe une unique transformation affine ¢: R? — R? telle que p(P) =

P, Q) =Q et p(R)=R'.

DEMONSTRATION. La preuve est faite en deux parties. En premier lieu on montre
I'existence d’une telle application affine, ensuite on montre qu’elle est en fait unique. Pour
I’existence, nous montrons l'existence de transformations affines ¢1: R? — R? et ¢y: R? —

R? telles que
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FIGURE 6. Idée de la preuve du TFGA

901(070):P 901(170)262 Sol(oal)ZR
©2(0,0) = P" ¢2(1,0) = Q" ¢2(0,1) = R’

La forme générale pour une transformation affine 1 est donnée par

a b e
)
On a alors

Pour satisfaire les conditions voulues sur ¢, on doit donc avoir (e, f) = P, (a,c) =Q — P

et (b,d) = R — P. Est-ce que ceci définit une transformation affine ? Oui car la matrice

a b
()
ainsi déterminée est inversible : en effet ses colonnes sont respectivement données par () — P
et R — P, deux vecteurs linéairement indépendants puisque P, () et R sont non-alignés par
hypothese. Pour exactement les mémes raisons, on peut construire o affine telle que de-

mandé ci-dessus. On a alors que ¢ = g o gol_l est une transformation affine envoyant
P,Q,R sur P',Q', R tel que voulu.
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Montrons maintenant que ¢ est unique. Soient ¢ et 1) transformations affines telles que
{P,Q, R} est envoyé sur {P’,Q’, R'}. Alors les transformations affines ¢ o ¢1 et 1) o @1 en-
voient toutes deux 1’ensemble {(0,0), (1,0), (0,1)} sur ’ensemble {P’, Q’, R'}. Comme une
transformation affine est entierement déterminée par 'image qu’elle assigne a (0,0), (1,0)
et (0,1), on a que p o p; = 1 o p1. Mais ; étant inversible, en composant a droite de

chaque coté par gpfl, on trouve bien que ¢ = ¥ tel que désiré. O
COROLLAIRE 4.5. En géométrie affine, tous les triangles sont équivalents.

DEMONSTRATION. Soient ABC et A’B'C’ deux triangles dans R2. Par le théoreme
fondamental, il existe une affinité telle que @(A) = A, p(B) = B, p(C) = C’. Comme les
affinités préservent les droites, on a que AB est envoyé sur A’B’, AC sur A’C’ et BC' sur

B'C’ par la transformation ¢, donc les triangles ABC' et A’ B’C’ sont bien équivalents. [

5. Applications a des théorémes classiques de géométrie plane

THEOREME 5.1. (Théoréme des médianes)

Les trois médianes d’un triangle quelconque sont concourrentes.

Cas général Cas particulier : triangle équilatéral

FIGURE 7. Médianes : réduction a un cas particulier

DEMONSTRATION. Par le corollaire précédent, on sait que tous les triangles de R? sont
équivalents sous transformation affine. De plus étant donné que les transformations affines
préservent le rapport simple de trois points alignés, on sait que la notion de milieu d’un
coté de triangle est préservée. Finalement la propriété d’avoir trois droites concourrentes

est elle aussi préservée par une transformation affine. Il suffit donc de démontrer le résultat
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dans un cas particulier : considérons la situation ou ABC est un triangle équilatéral.

Soient P milieu de BC, @ milieu de AC et R milieu de AB. Le triangle ABC étant
équilatéral, il est symétrique le long de 'axe AP et donc lintersection BQ N CR doit
également étre symétrique par rapport a 'axe AP. Cette intersection de droites étant
unique, la symétrie impose donc qu’elle soit sur AP, donc les trois médianes sont bien

concourrentes. U

THEOREME 5.2. (Théoréme de Ceva)

Soit ABC un triangle et X un point qui n’est pas sur les droites AB, AC ou BC. Si on
pose P=AXNBC, Q=BXNAC et R=CX NAB, alors on a la relation

Fi1GURE 8. Ceva : réduction a un cas particulier

DEMONSTRATION. Par le théoreme fondamental, il y a une transformation affine p: R? —
R? telle que p(ABC) = A'B'C’,on A’ = (0,1), B’ = (0,0) et C’ = (1,0). Soit X' = ¢(X) =
(u,v). On calcule les coordonnées de P’, Q' et R’ (images de P, Q et R sous ) en fonction
de u et v. L’équation de B'C" est y = 0, la pente de A’ X’ est Z:(l), ce qui donne 'équation

de la droite A’X’ comme

v—1

y—1= .

Donc l'intersection P’ entre A’X’ et B'C” est donnée par P’ = (:-,0).

1—v?

De méme, pour le point R, on a l'intersection de la droite A’B’ d’équation z = 0 avec la
droite C' X’ d’équation

0—w

0= -1
y=0=7— (-1,
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ce qui signifie que R’ = (0, %).

Y 1—u

Finalement, en @’ s’intersectent la droite A’C’ d’équation z +y = 1 et la droite B'Q’

( u v

Pyt m) On a ainsi les rapports

d’équation y = 2z, si bien que I'on a Q' =

AR -1 v+u-1 1-u—v
R'B o v

B'P’
PIC! 1—1% 1—v—u

u

—_
|
S

Et en utilisant Thales, on a

==
Q/A, B 1- uj)rv a u
On en déduit que
AR’BP’C’Q’_1—u—v>< u U1
RBPCQA v l—v—u u

Comme les affinités préservent les rapports simples et que P’, @', R’ sont envoyés sur P, Q, R

par ¢~ !, on obtient bien

Wil &

35

3%

23
I

En fait le Théoreme de Ceva possede une récriproque :

THEOREME 5.3. Soient P,Q et R respectivement sur les droites BC, AC et AB, tous

distincts des sommets du triangle ABC' et satisfaisant la relation

Alors les droites AP, BQ et CR sont concourrentes.

DEMONSTRATION. Soit X l'intersection entre les droites BQ et CR. Posons AXNBC =

P’. On doit montrer que P’ = P. Par le Théoreme de Ceva, on sait que
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et par I’hypothese dans I’énoncé théoreme, on a

ARBPCQ _,
RBPCQA
Ces deux égalités donnent donc que
BP BP
P'C  PC
ce qui permet directement de conclure que P’ = P. ]

REMARQUE 5.4. Notons que ce dernier résultat est une généralisation du Théoreme de

la médiane : dans ce dernier cas, on a
AR _BP_CQ _,
RB PC QA
donc le produit des trois termes donne 1.
THEOREME 5.5. (Théoréme de Ménélaiis)

Soit ABC un triangle et L une droite intersectant les droites BC, AC et AB en des points

distincts P, ) et R respectivement. Alors on a la relation

FIGURE 9. Théoréeme de Ménélatlis
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DEMONSTRATION. On utilise & nouveau le théoréme fondamental de la géométrie affine.
Il existe une affinité pour se ramener au triangle de sommets A = (0,1), B = (0,0) et
C = (1,0). Toutes le notions dans ’énoncé sont invariantes sous transformation affine,
donc il s’agit de démontrer le cas particulier. La droite £ intersectant le triangle ABC en
trois points distincts, son équation est de la forme y = mz + ¢, avec m # 0. On calcule
premierement les coordonnées des intersections P, ) et R.
Comme P = BCNL,onay=0etdoncz= —=,sibien que

P=(—,0).

Ensuite R = ABN L, donc z = 0 et ainsi y = ¢, ce qui donne

R =(0,c¢).

Finalement Q = AC N L et on doit résoudre simultanément les équations z +y = 1 et

1—c
m+1

m+4c
m+17

).

On peut alors calculer les quantités intervenant dans la conclusion du théoreme :

y = mx + ¢. Un bref calcul donne x = ety = si bien que

l1—-¢c m+ec

Q:(m—i-l’m—i-l

@_c—l_l—c
RB 0—-c¢ ¢
BP %—0_ —c

PC 145 m+c
L
CQ w11 —(m+o

QA 0-Le¢ -1
ce qui donne bien
ARBPCQ
RBPCQA
dans le cas particulier; le cas général suit par application d’une affinité. O

Comme pour le Théoreme de Ceva, il y a une réciproque au Théoréeme de Ménélaiis :

THEOREME 5.6. Soient BC, AC et AB des droites définissant un triangle ABC et

contenant respectivement des points P, @Q et R tous différents des sommets du triangle tels



26 1. GEOMETRIE AFFINE

que -
ARBPCQ _ _
RBPC QA
Alors les trois points P, Q et R sont alignés.

DEMONSTRATION. Exactement comme la preuve de la réciproque a Ceva. Soit R’ in-
tersection de la droite PQ et la droite AB. On doit montrer R = R. Le Théoréme de

Ménélaiis pour les points P, Q et R’ donne

ce qui implique que

On en conclut que R’ = R et le résultat est donc démontré. O



CHAPITRE 2
Géométrie projective

1. Le plan projectif réel

Dans cette section nous construisons le plan projectif réel, noté RP2, et nous explorons
certaines de ses propriétés. L’utilité de ce nouvel espace pour faire de la géométrie ne vien-
dra que plus tard dans le chapitre. L’idée intuitive derriere 'espace RP? est de considérer
que dans l'espace usuel R?, des points sur une méme droite émanant de 'origine O sont

équivalents.

Plus formellement, soit R* = R — {0} et considérons 'action de R* sur R donnée par

(A, v) = Av. Ceci permet de définir une relation d’équivalence sur R? — {O} par
(x,y,2) ~ (Az, Ay, A\z)
pour tout A € R* et tout (z,y,2) € R? — {O}.

DEFINITION 1.1. L’espace quotient R3 — {O} / R* est appelé plan projetif réel, noté
RP2.

Une facon de décrire adéquatement RP? est de voir cet espace comme l’ensemble de

toutes les droites passant par 'origine dans R3. Il ne faut pas étre confus par le fait que
selon cette description, un point de RP? (c’est-a-dire un élément de RP?) correspond &
une droite de R3. Une autre facon de dire essentiellement la méme chose, en utilisant
une terminologie d’algebre linéaire, est de voir RP? comme ’ensemble des sous-espaces
vectoriels de dimension 1 dans R3.
Il est important de noter que RP? n’est pas un espace vectoriel puisqu’il n’y a pas d’addition
ni de multiplication scalaire définie sur RP2. Pourquoi I’avoir appelé plan alors? Pour
expliquer ceci prenons une situation encore plus simple pour pouvoir mieux visualiser. La
droite projective réelle est définie de facon analogue par RP! = R? — {O} / R*, ol 'action
de R* est toujours par multiplication scalaire.

Dans RP!, si v € R? — {O} et L, désigne la droite de vecteur directeur v dans R2, tous

27
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les points de £, sont équivalents sous l'action de R*. Cela veut dire que si ’on veut choisir
un représentant de la classe d’équivalence de v dans RP!, on peut supposer que ||v|| = 1.

Rappelons que le cercle unité de R? est I’ensemble
St = {w e R? | [|lw]| =1}.

A-t-on donc une identification entre S! et RP! ? Ce n’est pas si simple... Les éléments v et
—v, pour ||v|| = 1, sont distincts dans S*, mais ils représentent le méme élément de RP?,
car —v = (—1) v. Si l'on dénote par {£1} le groupe multiplicatif d’ordre 2, on a une action

de {£} sur S! par (+1,v) — v et (—1,v) — —v et on ontient alors I'identification
RP! = S1/{+1}.

Une identification similaire peut étre faite dans le cas de RP2. Dans R?, I'ensemble des
vecteurs v satisfaisant la condition ||v|| = 1 décrit une sphere de rayon 1 centrée en I'origine
et dénotée S?. Un élément de RP? peut donc étre représenté géométriquement par un point
sur S?, mais comme précédemment, nous devons nous souvenir que méme si v et —v sont

distincts sur S2, ils représentent le méme point de RP?. Ceci méne & l'identification

RP? = S§?/{+1}.

Ficure 10.

2. RP? en tant que plan affine complété

On veut présenter ici une autre identification de RP? qui permettra de faire le lien

entre la géométrie affine et la géométrie projective. Dans R3 considérons le plan affine

P={(z,y,1) | z,y € R}.
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Chaque point P € P définit alors un élément de RP? en prenant la classe d’équivalence
sous multiplication scalaire, ce qui permet de voir I'inclusion P C RP2. Cette inclusion
est stricte cependant : les droites de R?® passant par O et satisfaisant la condition z = 0
n’intersectent pas le plan P et leur classe dans RP? ne peut donc pas étre représentée par
un élément de P. Il y a une copie de RP! de telles points dans RP2. Par contre toute autre
droite de R? intersectera P en un unique point et ce point sera un représentant de la classe

projective de cette droite. Ceci nous donne une décomposition
RP? = P URP.

Cette identification permet de voir RP? comme plan affine complété dune droite & l'in-
fini. Pour comprendre cette terminologie de I'infini, nous aurons besoin de coordonnées

décrivant algébriquement le plan projectif.

droite a l'infini
f partie affine

FIGURE 11. Autre représentation du plan projectif RP?

Il est important de comprendre que dans ce qui précede, il n’y a rien de spécial au plan
P choisi : on aurait pu faire la méme chose avec tout autre plan de R? ne passant pas par
I'origine O € R3. En ce sens, la notion de droite & I'infini n’est pas une notion intrinseque
au plan projectif RP2, mais plutét un objet permettant de compléter la géométrie d’un
plan affine dans R3. Nous verrons plus tard le lien précis entre les transformations affines

et la géométrie projective.
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3. Coordonnées homogeénes sur RP?

Un sous-espace vectoriel de dimension 1 dans R? peut étre interprété comme ’ensemble
des multiples scalaires d’un vecteur v # 0 dans ce sous-espace donné. On dit alors que v est
un représentant de la classe [v] € RP2. Il est clair que si A # 0 est un nombre réel non-nul,

on a [Av] = [v] et donc Av est un autre représentant vectoriel de la classe [v].

Soit {v1, v2, v3} une base de I'espace vectoriel R3. Tout vecteur peut alors s’écrire comme

3
v = E X;U;
i=1

et on dit que (z1,79,73) sont les coordonnées de v dans cette base de R3. Pour tout
vecteur non-nul v € R3, on peut alors completement décrire la classe [v] € RP? & partir
des coordonnées x1,x9 et x3 de v dans la base {v1,v2,v3} en définissant les coordonnées
homogénes de [v], notées [x1, o, r3]. Cette notation signifie tout simplement que pour tout

scalaire A\ # 0, on considere ’équivalence
[Ax1, Az, Axs| = [21, T2, 3].
Considérons alors Uy C RP? défini par
Up = {[z1, 2, z3] € RP? | ;1 # 0}.

En termes de coordonnées homogenes dans Up, on a
T1 71
[{L‘l,.fQ,.Tg] - [])1,1‘27,1‘37] = P R
I T r1 X1
On peut donc représenter tout élément de Uy par des coordonnées de type [1,y1, 2], ou
y1,y2 € R. Ceci signifie que Uy n’est rien d’autre qu’une copie du plan R? dans RP2. Quels
sont les éléments de RP? — Uy ? Ils satisfont la condition 21 = 0 et ce sont donc les classes
de la forme [0, 22, 23]. Autrement dit, le complémentaire de Uy dans RP? est une copie de

la droite projective réelle RP!.

Dans cette décomposition RP? = R? URP!, on peut maintenant comprendre pourquoi
on appelle RP! la droite & l’infini de la décomposition. Ce RP! est caractérisé par z; = 0,
donc pour qu’un point donné [0,y, z| soit limite d’une suite de points {[Zyn, Yn, 2n]}nen il

faut que 'on aie la condition

lim z, = 0.
n—oo
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[_17070] = [17070]

[0,—1,0] = [0,1,0]

FIGURE 12. Points a l'infini de zy =1

Mais alors on voit que les représentants de cette suite {[xy, Yn, 2n] }nen dans Uy sont de la
forme

2
Cela signifie que les représentants de la suite dans le plan Uy tendent vers 'infini. Cet
infini n’est jamais atteint dans R?, mais c’est un des aspects essentiels de RP? qu’une telle
limite puisse y exister. En d’autres termes, on a complété le plan affine par un ensemble de

directions & 'infini lorsque on a construit RP2.

4. Droites projectives dans le plan projectif

Nous généralisons la notion de droite en géométrie affine dans le cadre du plan projectif
RP2. L’observation de départ est de voir qu'une droite £ dans un plan de affine P C R?
ne passant pas par O définit un unique sous-espace vectoriel U de dimension 2 de R3 qui
contient £. Cet objet U C R3 n’est pas & proprement parler un objet de RP?, mais on
peut naturellement lui associer un objet projectif : P(U) = U — {O} / R*. Ceci motive la

définition suivante.

DEFINITION 4.1. Une droite projective dans RP? est donnée par L = P(U), ot U est

un certain sous-espace vectoriel de dimension 2 dans R3.

Tout comme RP? n’est pas un espace vectoriel, il est important de noter qu’une droite

projective n’est pas non plus un espace vectoriel, mais bien plutét un quotient d’espace
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vectoriel par I’action de R*. La notion de droite projective est clairement une généralisation
de la notion de droite affine. On se souvient qu’en géométrie affine, il y a un manque de
symétrie parce que :

(1) par deux points distincts de R? il passe une unique droite affine de R?;

(2) deux droites distinctes peuvent ne pas s’intersecter en un unique point.

Ce manque de symétrie entre les points et les droites est résolu dans le contexte de la

géométrie projective, comme le montrent les deux propositions suivantes :

PROPOSITION 4.2. Par deux points distincts de RP? il passe une unique droite projec-

tive.

DEMONSTRATION. Soient z,y € RP? deux points distincts. Prenons u,v € R3 — {0}
représentant ces points : x = [u] et y = [v]. Alors u et v sont des vecteurs linéairement
indépendants dans R?, ca autrement = = [u] = [\] = [v] = y, contradiction. Soit donc
U C R3 le plan engendré par u et v dans R3. P(U) est alors une droite projective contenant
x et y. De plus cette droite est unique : si P(U’) est une droite projective passant par z et
y, on doit avoir u € U’ et v € U’, donc U C U’. Comme dim U = 2 = dim U’, on doit avoir
U ="U'et donc P(U) = P(U"). O

PROPOSITION 4.3. Dans le plan projectif, deux droites projectives distinctes s’inter-

sectent en un unique point.

DEMONSTRATION. Soient P(U;) et P(Us) deux droites projectives distinctes dans RP2.
On a alors U; # Us deux sous-espaces de dimension 2 distincts dans R3. On sait par ’algegre

linéaire que
dimR? > dim(U; + Us) = dim U; + dim Uy — dim(U; N Uy).

Ceci nous dit que dim(U; NUz2) > 1. En fait on doit avoir dim(U; NUz) = 1, car autrement
Uy = Us. La droite Uy N Uy C R? définit alors I'unique point d’intersection entre P(Uy) et
P(U3), tel que voulu. O

On peut alors donner une caractérisation algébrique d’une droite projective dans RP? en
utilisant les coordonnées homogenes. On se souvient qu’un plan de R? passant par I'origine

O est donné par une équation de la forme

aX +bY +cZ =0,
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ou a,b,c € R sont des constantes. Cette équation peut étre interprétée comme donnant
I'ensemble des (X,Y, Z) perpendiculaires au vecteur (a,b,c) dans R3, c’est-a-dire le sous-
espace orthogonal au sous-espace engendré par (a, b, c). Ceci permet donc de décrire une

droite projective comme
L={[X,Y,Z] € RP? | aX +bY + cZ = 0}.

Par ailleurs pour trouver algébriquement 1’équation de la droite projective passant par
deux points distincts [a, b, ¢] et [d, e, f], on remarque quun élément [z, y, 2] de RP? sera sur
cette droite si les vecteurs (a, b, c), (d,e, f) et (x,y, z) sont linéairement dépendants dans
R3. Ceci se traduit par la condition d’algebre linéaire exprimée a I’aide du déterminant :

Z
c

X
a =0.
d

o o

S

Ceci permet également de donner un caractérisation algébrique de la co-linéarité :

[a,b,c],[d,e, f] et [g,h,i] sont sur une méme droite projective de RP? s’ils satisfont la

condition
a b c
d e f|=0.
g h i

5. Transformations projectives

Commencons par une remarque d’algebre linéaire : Si T: V' — W est une application
linéaire entre espaces vectoriels, satisfaisant ker 7" = 0, et que U C V est un sous-espace
vectoriel, alors le sous-espace T'(U) de W satisfait la condition dim 7'(U) = dim U. 1l s’agit
d’une application facile de la formule du rang. Dans le cas particulier ot dimU = 1 et

V =R3 = W, la condition ker ' = 0 nous permet de définir une application induite
7: RP? — RP?
en posant 7([u]) = [T'(u)]. Pour montrer que cette application induite est bien définie, on

doit vérifier que la formule ne dépend pas du représentant u choisi. Soit donc u’' € [u] un

autre représentant, on a alors v’ = A\u par définition de classe projective et donc on obtient
7([w]) = [T(W)] = [T(Mu)] = \T(w)] = [T(u)] = 7([u]),

tel que voulu.

Il est a noter que la condition ker 7' = 0 est essentielle pour obtenir une application induite
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bien définie de RP? vers lui-méme : si ker T’ contient un vecteur non-nul wy, alors [wq] est

un élément de RP? mais [T'(wp)] n’est pas un élément de RP? puisque T'(wg) = 0.

PROPOSITION 5.1. Une transformation projective 7: RP? — RP? envoie une droite

projective sur une droite projective dans RP2.

DEMONSTRATION. Soit L une droite projective de RP?2, c’est-a-dire que L = P(U) pour
un certain sous-espace vectoriel de dimension 2 dans R?. Comme 7 est une transformation
projective, elle provient d’une transformation linéaire inversible 7: R3 — R3. Mais alors
T(U) est également un sous-espace vectoriel de dimension 2 dans R3, ce qui veut dire que
I'image de L sous 7, qui est donnée par [T'(U)], est bien une droite projective de RP2.

d

Etablissons le lien entre les transformations projectives et les transformations affines.
Plus précisemment, nous montrons que ’on peut interpréter les transformations affines
comme un type particulier de transformations projectives : celles qui envoient la droite a
I'infini sur elle-méme. Par simplicité prenons comme plan affine le plan P de R? donné par
Z = 1. Pour qu’une transformation projective 7 préserve P, il faut que la transformation
linéaire T: R? — R3 dont elle provient envoie la coordonnée Z = 1 sur la coordonnée

Z = 1. La matrice 3 x 3 désirée est donc de la forme

x ok %
x k%
0 01

Rappelons qu’une transformation affine de R? est donnée par une expression de la forme

o= (20 () ()

Donc si I'on pose pour matrice représentant 7' la matrice suivante :

a b e
c d f
0 0 1
on constate que sous l'identification des coordonnées affines
X Y
=70V 7

a partir des coordonnées homogenes [X,Y, Z], on a que la restriction de T" au plan Z = 1

est exactement ’application affine .
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PROPOSITION 5.2. Une transformation projective T: RP? — RP? est l’extension a RP?
d’une transformation affine ¢: R? — R? si et seulement si elle envoie la droite & Uinfini

sur elle-méme.

DEMONSTRATION. Comme ci-dessus, le plan R? est vu comme le plan affine Z = 1 de
R3, ce qui signifie que la droite & I'infini dans RP? correspondant & ce plan est donnée
par la condition Z = 0. Si la transformation projective 7 se resteint a une transformation
affine, on a vu ci-dessus qu’elle provient d’une transformation linéaire 7': R? — R? donnée

par la matrice

a b e
c d f
0 0 1

Mais cette matrice envoie un élément du plan Z = 0 (c’est-a-dire un vecteur de la forme
(X,Y,0)) sur un autre élément du plan Z = 0 (le vecteur (aX + bY,cX + dY,0)), donc la
droite a l'infini est bien invariante sous 7.

De maniere réciproque, si la transformation 7 envoie la droite a I'infini sur elle-méme, sa
transformation linéaire associée T: R3 — R3 envoie le plan Z = 0 sur le plan Z = 0. Elle

doit donc étre de la forme

ko ok X
x % %
0 01
et elle agit ainsi comme transformation affine sur le plan Z = 1 tel que voulu. ([l

6. Perspectives affines : interlude

L’origine de la géométrie projective remonte tres certainement jusqu’a Pappus d’Alexan-
drie (IV®™¢ siecle), mais c’est surtout au XVI®™® siecle que le sujet se développe tant en
mathématiques que dans les arts. La peinture et ’architecture présentent toutes deux le
défi de dessiner sur un objet plan (la feuille de dessin ou le canevas d’'un tableau) des
figures existant en trois dimensions. La notion de perspective en peinture est une amorce
de solution pratique a ce probleme et il faut bien avouer qu’il est admirable de constater
que l'on puisse“voir” sur une toile quels objets sont au devant ou vers I'arriere, alors que

le canevas plat.

Une fagon tres imagée de se représenter le monde projectif est de considérer 'origine

dans R? comme un oeil ayant la capacité de regarder dans toutes les directions possibles.
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Parce que la vue émerge d’un unique point, il est impossible a cet observateur de distinguer
deux points qui sont alignés avec l'origine et en fait tous les points sur cette droite sont
percus comme égaux.

Une figure projective (c’est-a-dire un ensemble de points dans RP2) peut étre appréhendée
de diverses fagons dans un cadre affine. En effet en choisissant différents plans affines P
dans R3, I'intersection entre la figure projective et le plan P donne une figure affine. I
est intuitivement clair que différents plans donneront des figures affines fort différentes
en général. Ceci ouvre la possibilité de construire des objets qui ne sont pas équivalents
en géométrie affine, mais qui le sont en géométrie projective : un exemple de ceci est la
classification des courbes coniques, beaucoup plus simple et élégante dans le monde projectif

que le monde affine.

7. Interprétation géométrique des transformations projectives

Soit 7: RP? — RP? une transformation projective donnée par [v] + [Tw] pour une
certaine transformation linéaire inversible 7: R3 — R3. Si P est un plan de R3 ne passant
pas par l'origine O, on a que T'(P) est également un plan ne passant pas par 'origine.
Pour chaque v € P, on a Tv € T(P). Si la droite de R? définie par Tv n’est pas parallele
a P, on a alors un point v dans l'intersection entre le plan P et la droite définie par Tw.
Autrement dit, on a un représentant de [T'v] dans le plan P. Par ce processus, une trans-

formation projective envoie des figures de P sur des figures de P.

Tjp isométrie

Ficure 13. Changement de perspective

Il peut arriver que 'application 7" envoie P sur T'(P) de facon isométrique, c’est-a-dire

que les distances sont préservées : ||[Tu — Tw|| = ||u — v||. Dans la construction ci-dessus,
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les distances ne sont alors modifiées que par la perspective différente entre P et T(P). La

notion est assez importante pour lui donner un nom :

DEFINITION 7.1. On dit que 7: RP? — RP? est un changement de perspective s’il existe
deuz plans de R3, P et P, tels que la transformation linéaire associée T envoie P sur P

de facon isométrique.

En translatant les plans P et P & Porigine, on les appelera respectivement Py et Py,
on peut donner une caractérisation simple en termes matriciels de ces changements de
perspective. En prenant une base de R? composée de vecteurs orthonormés ug, vg € Py et
d’un troisieme vecteur wy € R3, ainsi qu’une autre base de R3 {uf, v, Two} ot les deux
premiers vecteurs sont orthonormés et dans dans Py. Par rapport & ces deux bases de R3,

la matrice représentant 1" est alors de la forme

a b 0
c d 0],
0 0 1

ou la sous-matrice 2 x 2 en haut a gauche est un élément de O(2).

THEOREME 4. (Théoréme de perspective)
Toute transformation projective T: RP? — RP? peut étre exprimée comme composition

d’au plus trois changements de perspective.

DEMONSTRATION. On se souvient qu’une transformation linéaire 7: R? — R3 est
complétement caractérisée par son effet sur une base de R3. Dénotons la base canonique de
R? par {i,j, k}. Soit donc 7 une transformation projective, avec transformation linéaire as-
sociée T' qui sera représentée par rapport a la base canonique par une matrice A. Définissons

les trois applications linéaires suivantes Ay, Ao et Az & partir de leur effet sur des bases de
R3 :

i Ai
A1 : J — j,
k K

ou j = Aj/||Aj|| et k' est un vecteur unitaire orthogonal & Aj dans le plan engendré par
{4j, Ak},
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et finalement

Ai Ai
As: | 7 | = | 4j
Ak Ak

La composition Az o Ag o A1 a le méme effet que A sur la base {i,j, k}, donc on a A =
A3 o0 As o Ay. Pour finir la preuve on doit vérifier que A, As et A sont des changements
de perspective. Ceci est clair puisque A; envoie le plan engendré par {j,k} sur le plan
engendré par {Aj, Ak} de maniere isométrique; Ao fixe le plan engendré par {Ai,j'} et y
est donc une isométrie; Az fixe quant a elle le plan engendré par {Ai, Ak}, ce qui donne

bien le résultat. O

8. Théoréme fondamental et quelques conséquences

On se souvient qu’en géométrie affine il y a un résultat appelé théoréme fondamental,
qui dit que trois points non-alignés peuvent étre envoyés sur trois autres points non-alignés
dans R? par une unique transformation affine. Il y a un résultat analogue en géométrie
projective, mais son énoncé est légerement différent pour avoir I'unicité : on a besoin de
quatre points au lieu de trois ainsi que de la notion de position générale plutét que celle

de non-alignement.

On dit que quatre points de RP? sont en position générale si chaque sous-ensemble
de trois éléments est constitué de points non-alignés dans RP2. Autrement dit, pour ces
triplets de points de RP2, des représentants vectoriels quelconques dans R? ne seront pas

contenus dans un méme plan et forment donc une base de R3.

THEOREME 5. (Théoréme fondamental de la géométrie projective)
Si X1, Xo, X3, Xy sont en position générale dans RP? et que Y1, Ys, Y3, Yy sont également en
position générale dans RP?, alors il existe une unique transformation projective 7: RP? —

RP? telle que
T(X;) =Y (1<i<A4).

DEMONSTRATION. Soient vy, vg,v3,v4 € R3—{O} représentant respectivement X1, Xo, X3,
et X4. Par la condition de position générale, on sait que {vi,ve,v3} forment une base de

R3, donc on peut écrire

3
vy = E Aivs,
i=1
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pour certains réels A1, A2 et A\3. On sait de plus que tous les A; sont non-nuls : autrement
I’équation ci-dessus nous donnerait une relation linéaire entre trois vecteurs ou moins, ce
qui contredirait ’hypothese de position générale des points X7, ..., X4.

On a donc que chaque A\jv; (1 <4 < 3) est un représentant de X; et 'on aurait pu choisir

de maniére unique trois autres représentants v; de X;(1 <i < 3) afin que 'on aie

3
V4 = E %7
=1

On fait exactement la méme chose pour Y7, Ys, Y3, Y, € RP? avec des représentants w1, wo, w3

et wy dans R? pour lesquels on obtient I’expression

3
Wy = E Wy,
=1

Puisque {v1,v2,v3} et {wy,ws, w3} sont des bases de R3, on sait qu’il existe une unique

transformation linéaire 7: R3 — R3 telle que
T(vi) =w; (1 <i<3).

De plus on a alors que
3 3 3
T(vg) = T(Zvi) = ZT(UZ') = Zwi = wy,
i=1 i=1 i=1
donc T induit bien une transformation projective 7: RP? — RP? telle que

(X)) =Y (1<i<4).

Montrons I'unicité de 7. Si T': R? — R3 définit 7/: RP? — RP? avec les mémes propriétés,

on a alors T'v; = ayw; (1 < i < 4) pour certains aj, ..., aq € R. Il s’en suit que

Wy = T/’U4 = T/( Z Ui)
=1

3
= Z T/’UZ'
=1
3
= Z ;W5 .
i=1
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Mais comme on avait déja I’expression

3
Wy = E W
=1

on doit avoir par unicité d’écriture d’un vecteur dans la base {wi,ws, /ws} que
ou
— =1(1<i<3).
0y
Ceci implique la relation
T'v; = ayTv; (1 <i<3),

si bien que T” et T ne different que par un scalaire non-nul as € R et 'on a donc bien

7/ = 7 tel que voulu. O

THEOREME 8.1. (Théoréme de Desargues)
Soient A, B,C, A’, B',C" des points distincts de RP? tels que les droites AA', BB' et CC'
soient distinctes et concourrentes en un point P. Alors les trois points d’intersection ABN

A'B', BOCNB'C' et CANC'A’ sont alignés.

FiGURE 14. Théoreme de Desargues

DEMONSTRATION. On montre le résultat en trouvant des représentants vectoriels dans
R3 qui sont coplanaires. Supposons que P est distinct des six points considérés pour com-
mencer. Comme P, A, A’ sont distincts et sur la méme droite projective, 'on peut alors
choisir des représentants vectoriels p,a et a’ tels que I'on aie p = a + a’. Pour les mémes
raisons, on a des représentants vectoriels b,b’ pour B, B’ et ¢,¢ pour C,C’ satisfaisant

p=>b+10b et p=c+ . En utilisant ces trois expressions pour p, on obtient
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a—b=V—-d =
b—c=c -V =4d"
c—a=ad - =V
Par construction ¢’ est un représentant vectoriel de AB N A’B’, alors que a” est un

représentant de BC' N B'C’ et, finalement, b” est représentant vectoriel de CA N C'A’.

On constate alors que 1’on a
d+ad" +b"=(@-b+{b-c)+(c—a)=0,

ce qui indique que ces trois vecteurs de R3 sont coplanaires et donc le résultat est démontré.
Les cas ou P n’est pas distinct des six autres points est facile. Supposons que P = A (les
autres cas se traitent de la méme fagon). On aura alors que AB N A’B’ = B’ ainsi que
CANC'A" = (' Mais alors BC N B'C’ étant par définition sur la droite B’C’, on a bien

la conclusion désirée. OJ

THEOREME 8.2. (Théoréme de Pappus)
Soient A, B,C et A', B',C" deux triplets de points chacun sur une droite. Alors les points

BC'NnB'C,CAANC'A et AB'N A’B sont alignés.

FiGure 15. Théoreme de Pappus

DEMONSTRATION. Les notions intervenant dans 1’énoncé de ce résultat sont préservées
par les transformations projectives, alors on pourra démontrer un cas particulier pour

obtenir le théoréme sous sa forme générale. On commence par supposer que A, B,C’ et B’
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sont en position générale. Par le théoréme fondamental de la géométrie projective, on peut

alors supposer que
A=1[1,0,0], B=[0,1,0], ¢’ =10,0,1], B’ = [1,1,1].
La droite projective AB est alors définie par le sous-espace
{(z0,z1,22) € R> = {O} | 2o = 0}.
Comme A, B, C sont alignés on a donc C = [1,¢,0], avec ¢ # 0 car A # C.

De méme la droite projective B'C’ est définie par
{(z0,z1,22) € R = {O} | zg = z1}

et alors on a A’ =[1,1,a] avec a # 1.

Par ailleurs la droite projective BC" est définie par
{(z0,z1,22) € R3 — {O} | 2o = 0}

alors que B’C' est engendrée par (1,1,1) et (1,¢,0). Donc BC' N B'C' est représenté par

une combinaison linéaire de (1,1,1) et (1,¢,0) telle que g =0 :
0,1—c,1) = (1,1,1)=)1,¢,0).
Quant & elle, la droite C’A est donnée par x1 = 0 et alors C A’ N C’ A sera représenté par
(1—-1¢,0,—ca)=(1,¢,0) — ¢(1,1,a).
Finalement AB’ est obtenue & partir de I’équation w7 = 9, si bien que AB’' N A’B est
représenté par
(1,a,a) = (1,1,a) + (a — 1)(0,1,0).
Tout ceci implique :

(c—1)(1,a,a)+ (1 —¢,0,—ca) +a(0,1 —¢,1) =0.

Les trois vecteurs représentants les intersections engendrent ainsi un sous-espace de dimen-

sion 2 et donc les trois points de RP? sont alignés. (Il



CHAPITRE 3

Géométrie inversive

1. Construction de base

On appelle inversion du plan R? par rapport & un cercle de centre O et de rayon r
I'application
t: R? — {0} - R?* — {0}
donnée par t(A) = A’, ot A’ est I'unique point sur la droite OA du méme coté que A par
rapport a O et tel que
OA-OA =2
L’équation ci-dessus explique pourquoi 'on exclut O du domaine de définition de I’appli-

cation ¢ et de son image.

FIGURE 16. Inversion le long de C

Faisons quelques observations & propos de I’application t. Elle a la propriété que t? = tot
est la transformation identité de R? — {O}, donc t est bijective et posséde comme inverse
t~1 = t. Par ailleurs, si on appelle D la région intérieure au cercle C dans R?, alors on
at(D) C R?2— D et t(R?> — D) C D. Ceci a pour conséquence immédiate que la notion
d’inversion est différente de celle de transformation affine du plan R? : un droite £ située
a Pextérieur de D sera envoyée sur t(£) a Uintérieur de D et ne peut donc pas étre une

43
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droite (D est borné et aucune droite de R? n’est bornée!), alors qu’on se rappelle que la
notion de droite est préservée par une transformation affine.

On se souvient que les réflexions axiales rencontrées en Géométrie affine satisfaisaient des
propriétés similaires. On verra plus tard le lien précis, mais voici un raisonnement intuitif
portant & croire que ce lien n’est pas le fruit du hasard : Soit A’ inverse d’un point A et
posons N = AA’ N C. Dénotons par A la tangente & C en N. On a par construction que

A L AA’. SiT'on décompose les distances comme
OA=r+ AN et OA'=r - A'N
alors la condition d’inversion donnant A’ & partir de A s’exprime comme
(r+ AN)(r— A'N) = r?

et en réarrangeant cette derniere équation on constate que
r-AN AN
Cr+ AN 14 AN

En fixant A et N et en prenant des cercles de centre sur la droite AA’ et de rayon r de
plus en plus grand, on se rend compte que la distance A’ N tend vers la distance AN. Mais
la réflexion d’axe A dans R? apparait alors comme un cas limite d’une suite d’inversions

le long de cercles de plus en plus grands pour les points situés sur la droite O A.

r — 400
O — (—00,0)
C(r) £
o N A’
-—e | @
C(r) — ¢

FIGURE 17. Réflexion comme cas limite d’inversion
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2. Construction géométrique de ’inverse d’un point

Soit A a Vextérieur de C et appelons P et @ les deux points de C donnant les deux

tangentes a C passant par A.
Affirmation : L’inverse de A est exprimable comme A’ = OA N PQ.

La preuve fait intervenir un peu de géométrie élémentaire. Posons X = OA N PQ et
considérons les deux triangles suivants : OAP et OX P. Ces deux triangles partagent un
angle commun (I’angle en O) et par la géométrie élémentaire du cercle on sait que le premier
a un angle droit en P alors que le second a un angle droit en X. La somme des angles
intérieurs & un triangle étant égale a m, on en déduit que 'angle en A de OAP est le méme
que 'angle en P de OX P et donc les deux triangles sont similaires. Ceci implique qu’ils

different par une homothétie. En particulier, on aura
oX oOr
OP OA’
et donc OA - OX = (OP)? = 72, ce qui donne bien que X = A’ 'inverse de A sous une

inversion le long de C.

e

Q

FicUre 18. Construction géométrique de I'inverse de A
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3. Formulation algébrique et image de droites et cercles

Commengons par décrire en équations cartésiennes 'inversion d’un point (a,b) le long
du cercle unité (centre (0,0) et rayon r = 1). Si I'on pose

a b
t(a,b) = (a2+b2’a2+b2)

on constate que le point obtenu a partir de A = (a,b) est bel et bien 'unique point
A" = t(a,b) sur la droite OA tel que OA - OA’ = 1, donc on a une expression algébrique
donnant explicitement 'effet d’une inversion le long du cercle unité pour un point (a,b)

quelconque dans le plan R2.

/

Etant donné que 2 est I'identité, si 'on pose t(x,y) = (2/,3'), on trouve que

/ /

(z,y) = ((w/)z + ()2 (2)? + (y/)Q)'

Ceci permet de faire I'observation suivante : si f(z,y) = 0 est ’équation algébrique d’une

courbe H de R?, alors la courbe image sous l'inversion, ¢(H), aura pour équation

/ /

z Y
f =0.
((x/)2 + (y/)Q’ (:U')2 + (y/)2)
Par souci de concision, on omettra de toujours écrire les symboles “ ’ 7 dans I’écriture

algébrique de la courbe t(#).

Puisque 'on travaille dans R? — {O} plutot que dans R? il sera utile de considérer des
objets dits pointés : lorsqu’un cercle ou une droite passe par le centre O de 'inversion ¢,
on retire ce point O et on appelle le résultat un cercle pointé en O ou une droite pointée

en O selon le cas.

THEOREME 3.1. Soit t: R2 —{O} — R2— {0} linversion le long du cercle unité. Alors
(1) t(L) est un cercle pointé en O pour toute droite L ne passant pas par O.

(2) t(L) = L pour toute droite pointée en O.

DEMONSTRATION. La seconde partie découle immédiatement de la définition d’une
inversion : comme la droite £ passe par O par hypothese, un point A € L est alors envoyé
sur A’ = t(A) également sur £, donc on a bien que t(£) = L.

Pour la premiere affirmation, considérons I’équation décrivant une droite £ ne passant pas
par O : ax + by + c =0 (c # 0). L’équation de t(L£) est alors donnée par
ax b
x? 4 92 T f Y

2+c:0
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Ceci peut étre écrit comme

=0

ax +b
x2+y2+fy

et I'on reconnait 1a I’équation d’un cercle passant par O :
by 1 a® + b?

(r+5)"+ v+ 5)" = 7 ().

0

THEOREME 3.2. Soit t: R? — {0} — R? — {0} linversion le long du cercle unité. Alors
(1) t(C) est un cercle pour tout cercle C ne passant pas par O.

(2) t(C) est une droite ne passant pas par O pour tout cercle pointé en O.

DEMONSTRATION. L’équation du cercle C est de la forme (z —a)? + (y — b)? = r2. Ceci

peut étre écrit sous la forme
2?2+ y? —2ax —2by+c=0

ot ¢ = a® 4+ b? — r2. En appliquant I'inversion ¢ on obtient

x 2 Y 2 z Y
—-— -2 —2b =0
(xz%_yz) (xQ%_yQ) R x2+_y2'%c

1 T Y

+c=0

-2 —-2b
212 g2 2+ 12
< 1—2azx —2by + c(z* +y*) = 0.

Si ¢ # 0 (ce qui est la condition pour que C ne passe pas par O) ceci décrit bien un cercle
dans R?. Si ¢ = 0 on a plutot 'équation d’une droite ne passant pas par O tel que désiré.
Notons que (2) d’ecoule également directement de la partie (1) du théoreme précédent

puisque t 1 = ¢. (]

4. Inversions et la notion d’angle

Si Ly et Ly sont deux droites de R?, il y a deux définitions possibles pour I’angle orienté
de Li a Lo : angle direct, sens trigonométrique, ou alors I’angle dans le sens horaire. Le
quel on choisit n’est pas vraiment important, mais il faut le faire une fois pour toutes et

ne pas faire intervenir les deux notions en méme temps au cours du chapitre !

Convention : On travaillera ici avec ’angle direct dans ces notes.
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Inversion
—

Q

> Q
P
S
Q. | 2

Q

—
Inversion

FIGURE 19. Résumé de 'effet d’une inversion

Armé de cette notion d’angle orienté entre deux droites, on peut définir I’angle orienté entre
deux courbes quelconques pouvu qu’elles possedent une tangente en un point d’intersection.
Si p € C1 NCs est un point d’intersection, alors 'angle orienté de C; a Co au point p est
définit comme étant ’angle orienté entre la tangente a C; et la tangente a Cy en p. La seule
différence avec le cas des droites est que 'on peut avoir plus d’une intersection et donc il

importe de bien spécifier le point ou ’on se situe.

LEMME 4.1. Soit t: R? — {O} — R? — {O} une inversion le long d’un cercle centré en
O et L une droite ne passant pas par O. Alors le cercle pointé t(L) posséde une tangente

en O paralléle a L.

DEMONSTRATION. Soit A I'unique droite perpendiculaire & £ et qui passe par O. Par
symétrie du cercle unité et de la droite £ par rapport a A, on sait que le cercle pointé ¢(L)
doit également étre symétrique par rapport a 4. Mais la tangente a t(L£) au point O sera
alors elle aussi symétrique par rapport a A, donc perpendiculaire & A... et ainsi parallele a
L O

Ce Lemme est utile pour analyser comment se comporte ’angle entre deux droites sous

une inversion. On se souvient que ’angle entre deux vecteurs a été défini au Chapitre I a
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t(£)

F1GURE 20. Tangente a ¢(£) en O

partir du produit scalaire. Il s’agit d’une quantité orientée selon le sens trigonométrique et

qui est comprise entre 0 et 7.

PROPOSITION 4.2. Soitt: R2—{0} — R%2—{O} une inversion le long d’un cercle centré
en O et L1, Lo deux droites ne passant pas par O d’angle orienté a en leur intersection.

Alors Uangle entre t(L1) et (L) en leur unique intersection dans R? —{O} est égal 4 —a.

DEMONSTRATION. Puisque t(£1) et t(L2) sont des cercles pointés en O on a que t(£1)N
t(Ly) = {O, A}, ou A’ = t(A) avec A = L1 N Lo. Par le Lemme précédent, angle en O
entre t(L£1) et t(L2) est le méme que l'angle en A entre £ et L. Soit A 'axe défini par
les deux centres de t(L£1) et t(Ly). Par symétrie d’un cercle par rapport a un diametre
quelconque, la droite A est axe de symétrie simultané pour ¢(L;) et t(L2) et sous symétrie
le long de cet axe il faut donc que O corresponde & A’. A nouveau par symétrie par rapport
a laxe A, les tangentes en O sont envoyées sur les tangentes a t(L£;) et t(L2) en A’. Mais

une symétrie axiale renverse I'orientation dans R? et cela conclut la preuve. O
Nous avons alors fait les pas importants en route vers le résultat suivant :

THEOREME 4.3. Une inversion t: R?2 — {O} — R% — {O} le long d’une cercle centré en

O préserve la taille mais renverse le signe de l’angle orienté entre deux courbes.

DEMONSTRATION. Nous avons couvert le cas de courbes dont les tangentes ne passent

pas par l'origine. Si les deux tangentes passent par l'origine, il n’y a pas d’intersection
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dans R? — {O}, donc rien & montrer. Si une des droites passe par O, alors la droite est
invariante sous t et le Lemme donne que l'angle en O pour t(L£1) et t(L2) est le méme
que celui entre £ et Lo. L’argument donné dans la preuve précédente permet alors de
conclure. Finalement si les droites £q et Lo sont paralleles, le Lemme permet a nouveau

de conclure. 1

To(t(£2) A Ta(H(L) , c2

.
\ 1 1

-
~

,
,
4
’
4
,

-

I
1
1
1
1
1
1
I
4
1
1
1
1
1
1

To(t(L2)) To(t(£2)) c,

FIGURE 21. Effet de l'inversion sur ’angle

5. Formulation dans C

Nous reformulons la notion d’inversion dans C. On se souvient qu’en tant qu’espace
vectoriel réel, ’espace

C={z+iy|zyecR}
est isomorphe & R2. En tant qu’espace vectoriel compleze il est de dimension 1. Nous ex-

ploiterons les opérations algébriques de base dans C donner une autre expression pour la

notion d’inversion.
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Commencons par l'inversion le long du cercle unité dont on a vu que l’expression
algébrique dans R?. Apres identification entre R? et C, on peut écrire

Y T+ 1y z 1

x2 + 92 —HxQ—i—yQ T 2242 2z Z

On voit donc tout de suite que ’expression de I'inversion le long du cercle unité en utilisant

t(z) =t(x +iy) =

les nombres complexes est concise et fort élégante...

PROPOSITION 5.1. L’inversion dans C le long d’un cercle C de centre zy et de rayon r
est donnée par
2

-
t(z) = .
(2) Z_ZO+ZO

DEMONSTRATION. Etant donné ce qui a été fait pour I'inversion le long du cercle unité,

on peut exprimer 'inversion de centre zg et de rayon r comme ¢t = t3 o ty 0 £1, ou
(1) 1 est translation a l'origine et homothétie pour envoyer C sur le cercle unité.
(2) t2 est inversion le long du cercle unité.
(3) t3 est 'inverse de t; qui envoie le cercle unité sur C.

Mais alors on a facilement que

zZ—Z 1
h(z)="—= t(z)=- t(z)=r 2+
La composition t3 o t3 o t; donne bien la formule recherchée. ]

6. Le plan complexe complété et la sphére de Riemann

De facon analogue a ce que 'on a fait lors du chapitre sur la Géométrie projective,
mais cette fois en utilsant C au lieu de R comme corps de base, on peut construire les
espaces projectifs complexes. Dans le contexte de la Géométrie inversive, on se contentera
de définir

CP! =C? - {(0,0)} / C*

espace projectif complexe de dimension 1. On a alors la décomposition usuelle

(CPl = {[20,21] ’ 20 75 0} U {[0, Zl] | 21 € (C*}
={[1,§;] | 20#0, 21 € C}U{[0,1]}

= CU{point} = CU {oc}.
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On aura noté que la situation est tres différente de celle obtenue lorsque 'on considérait
RP! au chapitre précédent. Cette différence s’explique de la facon suivante : bien que R2
et C soient des espaces vectoriels isomorphes sur les réels, la multiplication scalaire dans
R? pour la construction de RP! était réelle, alors que celle utilisée sur C pour la définition
de CP! est complexe. Ceci fait en sorte que dans RP! on a une droite & I'infini, alors que
dans CP! on a uniquement un point & l’infini.

La décomposition précédente justifie la terminologie suivante : CP! est appelé le plan com-
plexe complété. 1l faut toutefois signaler que le point co joue un role spécial : ce n’est pas

un nombre complexe et on ne peut donc le traiter algébriquement.

Un autre modele pour CP! peut étre donné & I’aide de R?. On identifie C avec le plan
{(z,y,2) € R3 | 2 =0} en utilisant 'application = + iy — (x,¥,0). Soit S? la spheére unité
de R? et N = (0,0,1) le péle nord. Voici l'idée géométrique : par chaque point P € C, il
passe une unique droite de R? reliant P au point N. Cette droite intersecte S? en N ainsi
qu’en un unique autre point P’. Réciproquement, tout point de la sphere autre que N se

voit ainsi associé un point de C :
(1) hémisphere nord <— extérieur du cercle unité de C
(2) hémisphere sud «— intérieur du cercle unité de C

On note que sur I'équateur, les points sont associés & eux-mémes, alors que le point 0 € C
correspond au pdle sud S = (0,0,—1). Par ailleurs, de maniére intuitive, on se convainc
aisément que des points prés de N sont envoyés en des points trés éloignés dans C, donc
il sera naturel de s’attendre & pouvoir étendre cette correspondance a tout S? en faisant

correspondre N au point oo de CP!.

DEFINITION 6.1. La correspondance ainsi construite w: S? — CP' est appelée projec-

tion stéréographique.

THEOREME 6.2. L’application 7: S — CP! est donnée par

X .Y

et son inverse est Uapplication 7—1: CP' — 82 donnée par

2x 2y 22 +y?—1
2?4+ + U a2+ + 1722 +y2+1)

1z +iy) = (
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F1GURE 23. Calcul des coordonnées de 7

DEMONSTRATION. Soit P = (x,y,0) dans C et P’ = (X,Y, Z) dans S? tel que w(P’) =

P. Construisons les points auxiliaires

M:(x7070)’ Q:(()?y?o)? M,:(X7O7Z)7 Q/:(()?Y’Z) Y R:(O’O’Z)'
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Par construction les triangles NRQ' et NOQ sont similaires si bien que 'on a

NI = N—O donc ﬂ = 1
RQ  0Q Y y
Nous avons alors trouvé le terme imaginaire de la projection stéréographique
Y
A
De méme les triangles NRM’' et NOM sont similaires, ce qui implique
ﬂ = N—O donc d = i
RM’' OM X x
On a donc bien établi que
X Y
m(X,Y,Z) = 1-7 + 1 17

On note que selon cette formule, 7(N) = 7(0,0, 1) = co comme voulu.
Pour ce qui est de I'application inverse, on écrit Y = y(1 — Z) et X = z(1 — Z). Comme

sur la sphere on a X2 +Y? 4+ Z2 = 1, on trouve que
21— 22 +y2(1-2)*+ 2% -1=0.
On peut mettre (1 — Z) en facteur et puisque ce terme est non-nul pour tout point de 52

autre que N, on en déduit que 2%(1 — Z) +y*(1 - Z) + (1 — Z) —2 =0 et donc

2

2 2

l=——.
" +y + 1—7

Mais alors on trouve bien

2x
X=21-2)= ———+—
=2 = mr i
2y
Y=yl-2)= —ZF—
vl =2 = e
2 24y —1
Z=1- _rty -1
22+ +1 a2 +yr+1
ce qui conclut la preuve du théoreme. [l

Etudions maintenant la géométrie de la projection stéréographique. Notons premierement
que toute droite dans C peut étre étendue & une courbe fermée dans CP! par I'ajout du

point a l'infini. Ceci est formalisé par la définition suivante :

DEFINITION 6.3. Un cercle généralisé dans CPl est soit un cercle de C ou une droite

de C a laquelle on a ajouté le point a linfini.
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THEOREME 6.4. La projection stéréographique m: S* — CP! envoie les cercles sur S?

sur des cercles généralisés de CP'.

DEMONSTRATION. Un cercle de S? est obtenu par 'intersection de S? avec un plan de
R3 :
X24+Y24+22=1
aX +bY +cZ+d=0.
Comme X =2z/(2?+y?+1), Y =2y/(2?+y*+1), Z= (22 +y>—1)/(z?+y*+1),0ona

2ax + 2by + c(x? +y> — 1)
2 +y? +1

+d=0

ce qui donne

(c+d)x® + (c + d)y? + 2azx + 2by + (d — ¢) = 0.
Dans le cas ou ¢ 4+ d = 0, on constate que ’équation aX + bY + ¢Z + d = 0 est satisfaite
par N = (0,0,1) et ainsi un cercle de S? passant par N est envoyé par m sur un cercle
généralisé. Dans le cas oll ¢ + d # 0, on obtient que le cercle de S? ne passe pas par N et

il est envoyé sur un cercle de C. O

Voyons 'effet de la projection stéréographique sur les angles entre les courbes :

THEOREME 6.5. La projection stéréographique w: S*> — CP! préserve la notion d’angle

non-orienté entre deux courbes.

DEMONSTRATION. L’argument repose sur l’observation suivante : si L C C est une
droite (définissant un cercle généralisé de CP! également noté L) et que {P;} C L est une
suite de points se déplacant vers I'infini sur L, alors on sait que {7~*(P;)} — N € S2. On
affirme que la tangente & la courbe 7~ (L) en N est une droite de R? qui est paralléle a L.
Le calcul précis peut étre fait a partir de la formule

2, .2
(2 + iy) = 2z 7 2y 756 +y“ -1
2?2+ + U a2+ 2+ 122492 +1
pour la tangente (voir TP).

Soient donc C; et Cy deux courbes dans C avec P € C1NCs. Appelons Ly et Ly la tangente a
chaque courbe en P. Les deux courbes sur S? correspondant aux cercles généralisés définis
par Ly et Lo sont alors des cercles passant par IV, en vertu du théoreme précédent. Par
I'observation au début de la preuve, on sait que l’angle en N entre ces deux cercles est
égal a langle entre L1 et Ly en P. . Aussi, les deux cercles s’intersectent en P’ donné par

m(P") = P. Mais alors en utilisant les deux paires de tangentes en P’ et N, on obtient un
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quadrilatere symétrique par rapport & la bisectrice de NP’ et donc les angles intérieurs
du quadrilateére en N et P’ ont méme valeur absolue. Mais alors ceci donne que 'angle
non-orienté entre C; et Cy dans C a été préservée par 7 1. Si ceci est vrai pour 71, ce doit

étre vrai pour son inverse, la projection stéréographique 7: S? — CP!. (|

FIGURE 24. Effet de la projection stéréographique sur 'angle

7. Transformations de Mdobius et groupe d’inversions

On a complété le plan C en CP! = CU {oo} et on a vu qu’une inversion initialement
donnée comme t: C — {2} — C — {2,} peut alors étre étendue & CP! en envoyant z sur
00 et co sur zg. Un autre avantage du plan complété CP! est qu’une droite L & laquelle
on ajoute le point & l'infini devient un cercle généralisé le long duquel on peut définir
une inversion ¢t: CP1 — CP! de la facon suivante :pour A € C, A’ = t(A) est obtenu en
considérant la réflexion dans C le long de la droite L, alors que t(co) = oo. L’inversion

ainsi construite

A AeC

t(A) =

00 A =00
apparait réellement comme limite d’inversions dans CP! le long de cercles de plus en plus
grands et centrés de plus en plus loin dans C. Notons que par ce qui précede, une inversion
t: CP* — CP! fixera oo si et seulement si ¢ est une inversion le long d’un cercle C = LU{oo}.
Par ailleurs on peut montrer qu’une inversion envoie des cercles généralisés sur des cercles

généralisés.
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Il est également intéressant de noter que les transformations usuelles introduites dans

C ont une extension naturelle 4 CP! :

z+w Z
Translation : Tw(z) = Conjugaison : R(z) =
00 00
. (cos@ +isinf)z . az
Rotation : 0(z) = Homothétie : To(z) =
00 00

Dans chacun des cas ci-dessus, on note que le point oo est fixé par la transformation de CP!
étendant celle de C. Ceci nous permet d’étendre la notion d’inversion définie sur C — {2p}

A une application ¢: CP' — CP! donnée par

7‘2 :
— + 20 si z # 2
t(z) = 00 siz =29
20 siz =00

DEFINITION 7.1. Une transformation inversive est une application t: CP' — CP! qui

s’exprime comme composition d’inversions de CP!.

Par construction, les transformations inversives préservent les angles entre les courbes a
signe pres et envoient des cercles généralisés sur des cercles généralisés. Quelques manipu-
lations algébriques montrent par ailleurs que sous la composition, 'ensemble des transfor-

mations inversives de CP! forme un groupe non-abélien.

DEFINITION 7.2. Une transformation de Mébius est une application M : CP' — CP!
donnée par
az+b
cz+d’
ot a,b,c,d € C satisfont la condition ad — bc # 0.

M(z) =

Cette condition ad—bc # 0 est essentielle car autrement (a, b) et (¢, d) seraient linéairement
dépendants et donc le quotient exprimant M (z) serait constant! Notons par ailleurs que
l'on a M(co) = 00 si ¢ =0, c’est & dire lorsque M est une transformation affine étendue a
CP!. Lorsque ¢ # 0, on a M(oo) = a/c et M(—d/c) = occ.

PROPOSITION 7.3. Les transformations de Mobius sont des transformations inversives.
Elles préservent donc la valeur absolue des angles et la notion de cercle généralisé dans
cph.
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DEMONSTRATION. Soit M: CP' — CP! transformation de Mobius telle que donnée
dans la définition. Dans le cas ou ¢ = 0, on a que M(z) = §z + g est linéaire et l'on a

le résultat (voir TP). Si ¢ # 0, alors pour z # —d/c on aura (notez le truc a la premiere
égalité!)

C

M(Z)_a(cz+d)—ad+bc_g_ ad — bc 1
B c(ez +d) Cc cz+d

Alors si on définit les applications

cz+d z # 00
ti(z) =

00 zZ =00

1

S z # 00

0 z =00

ad—bc a

—ae=xr 4+ 4 z # 00
tB(Z): (& C

00 zZ =00

on a alors que t3 oty oty = M et ainsi M est transformation inversive. La seconde partie
de la Proposition découle de ce qui précede dans le chapitre. O

On peut représenter les transformations de Mébius par des matrices de GLy(C) de la fagon

suivante. On se souvient que CP! = C? — {0} / C* et le groupe G L(C) agit sur C2 — {O}

tout simplement par (A,v) — Av. Alors en considérant CP* = C U {co0} on remarque que

pour A € GL2(C) on peut définir

OIHLE D))=
1 c dJ \1 cz+d 1

De plus on a

ainsi que
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ce qui permet de conclure que 'effet de A tel que définie ci-dessus est exactement le méme
sur CP! que celui de la transformation de Mobius

az+b

cz+d
On appelle alors la matrice A un représentant matriciel de la transformation de Mobius.

Notons que ce représentant n’est pas unique AA est également représentant pour tout
A #£ 0. Ce qui veut dire que le groupe que l'on veut vraiment considérer pour représenter

de fagon matricielle les transformations de Mdbius est en fait le groupe
PGLy(C)=GLy(C) / {N[ | e C*}.
Ce point de vue est d’autant plus utile que 1'on a le résultat suivant :

PROPOSITION 7.4. Soient A1, Ay € PGLy(C) représentant respectivement les trans-

formations de Mobius My et Msy. Alors la matrice A1 As représente la transformation de
Mobius M1 @) Mg.

DEMONSTRATION. Exercice. O

PROPOSITION 7.5. L’ensemble des transformations de Mobius muni de opération de

composition est un groupe isomorphe 4 PGLy(C).

DEMONSTRATION. (Idée) On peut soit montrer directement que I'opération de com-
position préserve la notion de transformation de Mobius, elle a pour élément neutre la
transformation identité et que chaque transformation de Mobius possede un inverse. Ou
alors on utilise la correspondance définie ci-dessus et la Proposition 7.4 pour exploiter le
fait que PG L2(C) est un groupe. O

On peut facilement montrer qu’il existe des transformations inversives qui ne sont pas
des transformations de Mobius. Néanmoins le lien entre les deux notions est tres fort comme

le montre les résultat suivants :

PROPOSITION 7.6. Toute inversion généralisée t: CP* — CP est de la forme t(z) =

M(Z) ou M est une transformation de Mdébius.

DEMONSTRATION. Si t: CP! — CP! est une inversion généralisée qui provient d’une
réflexion le long d’une droite dans C, la classification des isométries de C nous dit il s’agit
d’une isométrie donnée par t(z) = azZ + b et t(co0) = oo. Dans ce cas la transformation de
Mobius recherchée est tout simplement

az+b
M(z):02+1.
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Dans le cas ou t est plutot une inversion le long d’un cercle, on sait que

2 2 (s =
tz) = — —l—c:w
z—C z—C

et donc la transformation de Mobius dont elle provient est

cz + (r? — ce)

M(z) =

Z—C

THEOREME 7.7. Toute transformation inversive t: CP* — CP! s’exprime comme

az+b az+b
t(z) = 1 d ou t(z) = ——,

avec la condition ad — bc # 0.

DEMONSTRATION. On commence par faire I’observation que la composition de deux in-

versions généralisées est une transformation de Mobius, en utilisant la proposition précédente :

ty o ta(2) = t1(Ma(2)) = My (M2(2)) = M1 M3(z),

ou la transformation de Mobius M3 est donnée par

az+b . az+b
Ms(2) = cz+d . My(z) = cz+d

De facon générale une transformation inversive sera exprimable comme t = ¢t oto0...0t,,

ou chaque ¢; est une inversion (1 <i < n). Si n est un entier pair, alors on écrit
t=(tyoty)o(tgoty)o...o(tp—10ty)

ou chacune des compositions entre parenthese sera une transformation de Mobius par ce qui
précede et on a terminé. Si par contre n est impair, alors pour R: CP! — CP! conjugaison

dans CP!, on peut écrire
t=(tiotyo..oth,oR)oR.
Les termes entre parenthese représentent un nombre pair d’inversions généralisées, donc

par la premier cas (n pair) il s’agit d’une transformation de Mdbius M. On a alors t(z) =
M o R(z) = M(Z2) tel que voulu. O
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8. Théoréme fondamental de la géométrie inversive

La premiére observation & faire est que trois points distincts dans CP! déterminent
completement un cercle généralisé. En effet, si les 3 points sont alignés sur une droite L,
P'unique cercle généralisé les contenant est de la forme L U {oco}. Autrement les 3 points
ne sont pas alignés et alors I'intersection des médiatrices de deux segments formés par ces

points donne 'unique centre possible pour tracer un cercle contenant les 3 points.

THEOREME 6. (Théoréme fondamental de la géométrie inversive)
Soient {z1, 22,23} € CP! distincts et {wy,wq, w3} € CP distincts. Alors il existe une
unique transformation de Mobius M : CP! — CP! telle que M(z;) = w; (1 <i < 3).

DEMONSTRATION. Pour I'existance, on construit M; envoyant {z1, 22, 23} sur {0, 1, 00}
ainsi que My envoyant {wq, wo, w3} sur {0, 1, 00} auquel cas la transformation M, Y01 sera
la transformation de Mobius recherchée. La construction de M7 ayant les propriétés voulues

repose sur l'observation que
zZ— Z1

Mi(z) =\

z— 23
pour un A € C* quelconque satisfait Mj(z1) = 0 et M;(z3) = co. Alors en posant

29 — k3 Z— 21

Ml(z) =

Zg— 21 Z— 23
on obtient également que Mj(z2) = 1. Notons que nous utilisons de fagon cruciale le fait
que z1, z2 et z3 sont distincts pour la construction de M; comme transformation de M&bius.
La construction de M; est exactement pareille, en utilisant plutot {w;, we,ws}. On a alors
construit M = M, ' M; telle que M(z;) = w; (1 <i < 3).

Pour I'unicité de la transformation de Mobius construite ci-dessus, on utilise le fait suivant :
il existe une unique transformation de Mobius N: CP* — CP! telle que N(0) = 0, N(1) =
1 et N(o0) = co. En effet, si on pose

az+b
cz+d

N(z) =

alors N(0) = 0 donne b = 0, alors que N(co) = oo donne ¢ = 0, si bien que N(1) =1
implique que a = d. On en conclut que N = Idcp1. Revenons alors a la preuve de I'unicité
de M : si M’ est aussi transformation de Mobius telle que M'(z;) = w; (1 < i < 3),
on a alors que MaM M, L et MoM' M 1 sont deux transformations de Mobius envoyant
{0,1,00} sur {0,1,00}, si bien que MoMM; ' = MyM'M; " et donc M’ = M tel que

voulu. O
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Donnons une application simple de ce résultat fondamental. On cherche un critére
simple pour savoir si quatre points donnés {z1, 22, 23, 24} peuvent étre sur un méme cercle.
Utilisons le TFGI pour construire une transformation de Mobius M envoyant {z1, zo, 23} sur
{0, 1, 00}. Puisque nous savons qu’une transformation de Mobius envoie cercles généralisés
sur cercles génénralisés, on a que z4 est sur 'unique cercle généralisé définit par {z1, 22, 23}
si et seulement si M(z4) est sur I'unique cercle généralisé contenant 0,1 et co. Mais ce
dernier cercle est constitué de I'aze réel dans C auquel on a ajouté le point oco. On a donc

trouvé que :

{z1, 22, 23, z4} sont sur un méme cercle <= M(z4) est réel.

9. Lien entre géométries inversive, euclidienne et affine

On se souvient qu’en Géométrie euclidienne du plan R? les transformations considérées
sont de la forme p: R? — R? données par ¢(u) = Au+ b ot A € O(2) est une transfor-
mation orthogonale et b € R? un vecteur permettant une translation. Ces transformations

euclidiennes préservent les listances entre les points de R? ainsi que les angles entre vecteurs.

Une généralisation de la Géométrie euclidienne est la Géométrie affine : les transfor-
mations affines de R? sont données sous la forme ¢(u) = Au + b, mais cette fois on a
A € GLy(R). Les transformations affines ne préservent par les distances, ni les angles
entre vecteurs. Le fait que la Géométrie euclidienne apparaisse comme un cas particu-
lier de la Géométrie affine s’exprime alors tout simplement par l'inclusion de groupes
0(2) C GLQ(R).

Nous avons vu au cours de ce chapitre que toute isométrie de C est composition de réflexions
dans C. En complétant C en CP' = CU {o0}, on a vu que la notion de réflexion peut étre
interprétée comme une inversion le long d’un cercle généralisé. Ceci nous permet de voir la
Géométrie euclidienne du plan complexe comme un cas particulier de la Géométrie inver-
sive : les transformations euclidiennes sont exactement les transformations inversives fixant
le point co. Les observations précédentes nous indiquent que la Géométrie euclidienne peut
étre généralisée de deux fagons. Notons que ces deux facons sont bel et bien distinctes :
les inversions ne sont pas des transformations affines de R? et, inversement, il existe des
transformations affines de R? qui ne préservent pas les angles absolus ce qui les empéchent

clairement d’étre des transformations inversives.



