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Introduction

Répondre a des questions du genre

Quelles sont les fagons de ... ?

Quelles sont les diverses possibilités de ... ?

De combien de fagcons peut-on ... 7
est parfois assez difficile. Une premiere étape, essentielle & la résolution du probléme, consiste &
clarifier la signification des < ... ». Mathématiser le probleme soulevé demande alors de décrire
précisément un certain ensemble fini, dont les éléments sont les diverses possibilités dont il est
question dans cette partie de la question. On cherchera alors comment énumérer (lister, classifier)
les éléments de cet ensemble, ou plus simplement comment les < compter > '. Trés souvent, ces
deux objectifs ne vont pas 'un sans 'autre. En effet, on ne peut étre certain d’avoir bien compté
toutes les possibilités, que si ’on est certain de bien savoir quelles sont ces possibilités.

La situation est tres souvent la suivante. Pour chaque entier positif n, on considére un ensemble A,,
de < configurations >, ou < structures d’une certaine espece >. Ici, I’entier n mesure la < taille > des
structures considérées, qui est souvent le nombre « d’atomes > a partir desquels ces structures sont
construites. Le probleme typique consiste alors a trouver une < formule > pour le nombre d’éléments
de A,, en fonction de la taille n. On dit alors qu’on a énuméré les éléments des ensembles A,,.
Une des principales stratégies employées pour s’attaquer a ce probleme d’énumération consiste a
décomposer les structures étudiées en amalgames de structures plus simples. On espere ainsi se
ramener a compter le nombre d’éléments d’ensembles plus simples.

Bien entendu, I'intérét d’un probleme donné dépend de I'importance d’énumérer les objets considé-
rés, soit dans un contexte mathématique, soit pour les besoins d’une autre science comme la phy-
sique, la biologie ou I'informatique. Historiquement, la combinatoire est percue par plusieurs comme
liée au calcul de probabilités via une formule du genre :

nombre de configurations gagnantes

robabilité de gagner =
P &8 nombre total de configurations

1. Les guillemets sont utilisés dans ce texte pour souligner que 'on utilise informellement un terme qui aurait
avantage a étre défini précisément. Une partie de notre travail consistera & dégager clairement de bonnes définitions
pour ces termes, ou d’autres mieux adaptés aux problémes considérés.
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Par exemple, on calcule que 1/6 est la probabilité d’obtenir un total de 7 en langant deux dés,
puisque c’est
RLLNINININ N}

D] ’

=

ou D est 'ensemble des 36 résultats possible :

r- {H0. 00 0000 88 88
I NI NI NN N[]
- B @ @ @ @
e R B B
] e B s B B
Sl e e 6

..7 .., 2 b b

Cependant, il y a une multitude d’autres situations intéressantes (dans de nombreuses sphéres
d’activité) qui soulevent des probléemes d’énumération importants. Ainsi, pour comparer la perfor-
mance de certains algorithmes informatiques, il est nécessaire de compter le nombre de structures
intervenant dans les programmes qui mettent en oeuvre ces algorithmes. D’autre part, en phy-
sique statistique on ramene l’étude des changements de phase (par exemple de liquide a solide)
a I’énumération de configurations d’un certain genre. De plus, en biologie, un grand nombre de
concepts de la combinatoire jouent un role crucial dans I’'étude de la structure de génomes, Enfin,
pour ne citer rapidement que quelques exemples de nature mathématiques, des problémes pro-
fonds de la théorie de la représentation des groupes, de la théorie des nombres, ou de la géométrie
algébrique, soulevent des problemes d’énumération difficiles dont certains n’ont pas encore de so-
lution satisfaisante.

De fagon complémentaire a 1’étude de la décomposition de structures complexes en structures plus
simples (entre autres pour en faciliter I’énumération), il est tout & fait naturel de chercher & mieux
comprendre les mécanismes qui permettent de combiner des structures simples pour en former des
plus complexes. On est tenté ici de faire le parallele avec I’étude de la construction de molécules &
partir d’atomes, ou d’organismes a partir de cellules. Mais un parallele encore plus profond peut
étre fait avec une des composantes essentielles de la programmation en informatique, a savoir la
construction de structures de données complexes & partir des structures de données de base (dans
le langage de programmation utilisé).

Tout comme pour les langages de programmation, les plus simples des mécanismes de combinaison
de la combinatoire font appel aux constructions de base de la théorie des ensembles : sous-ensembles,
union, intersection, produit cartésien, etc. Voila pourquoi nous allons commencer par étudier cer-
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tains aspects de la théorie (naive ?) des ensembles, tout en soulignant comment lier les constructions
considérées a I’énumération. Nous allons ensuite répertorier les structures combinatoires les plus
courantes, celles qui jouent un role plus important parce qu’elles interviennent plus fréquemment
dans toutes sortes de situations. Notre but est de dégager une vue d’ensemble qui (a la fin du cours)
culminera avec une petite introduction a la théorie de « especes de structures >, qui permet d’avoir
un point de vue global pour la construction de structures complexes a partir des éléments d’un
ensemble considérés comme atomes de base.

L’approche de ce texte consiste a d’abord développer une description systématique des structures
combinatoires dans le contexte de la théorie des ensembles. Les constructions sont décrites de
fagon a étre facilement programmables dans un systeme de calcul formel tel que Sage, Maple ou
Mathematica, est des exercices a cet effet sont prévus. Les sections ou les exercices plus difficiles
sont marqués d’une étoile.

2. Dans notre contexte les ensembles sont essentiellement des ensembles finis, et il n’y a pas de problemes &
procéder ainsi.
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Chapitre 1

Ensembles et fonctions

1.1 Introduction

On développe dans ce chapitre les constructions de base de la théorie des ensembles, en particulier
celles qui concernent les fonctions, en méme temps que certains outils de base pour I’énumération
des éléments des ensembles considérés.

1.2 Ensembles

Tout au cours de ce texte, on vise a construire explicitement
des « structures combinatoires > a partir des éléments d’en-
sembles finis donnés, comme ’ensemble

n]:={ieN|1<i<n},
ou ’ensemble des lettres de I'alphabet
A:={a,b,c,d, ...z},
ou encore les ensembles

{o.0,0},  ou {& O, O, &}

Informellement, on peut penser que les éléments de ces < en-
sembles de base > sont des atomes avec lesquels on entend
construire les structures considérées.

Georg Cantor
(1845-1918)
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La théorie des ensembles a été introduite par Georg Cantor. Bien qu’il soit nécessaire d’en donner
une axiomatique rigoureuse pour éviter les paradoxes, nous n’aurons pas trop besoin d’insister
la-dessus, étant donné que les ensembles considérés sont soit finis, soit des ensembles classiques
comme N = {0,1,2,3,...}, Z={...,-2,—-1,0,1,2,...}, 'ensemble Q des nombres rationnels, ou
I’ensemble R des nombres réels. Rappelons que deux ensembles sont égaux si et seulement si ils ont
les mémes éléments. Ainsi, on a les présentations équivalentes

{a,b,c} ={c,a,b} ={a,b,a,b,c,a,b,a},
d’un méme ensemble qui contient trois éléments : a, b et ¢. Pour des ensembles décrits sous la forme
A={z eS| P(x)}, et B={zeS|Qx)}, (1.1)

avec P(x) et Q(x) des propriétés formulées en terme d’énoncés logiques, on a 1’égalité A = B si
et seulement si P(z) et Q(x) sont logiquement équivalent. On dénote (), ’ensemble vide, qui ne
contient aucun élément.

Le nombre d’éléments (distincts) d’un ensemble A (ou cardinal), est dénoté |A|.

Opérations de base sur les ensembles. Une premiere opération de base sur les ensembles
est celle d’'intersection, AN B, de deux ensembles A et B. C’est I’ensemble des éléments qui sont
communs a ces deux ensembles. Plus précisément on a

ANB:={z |z A, et z¢€ B} (1.2)
Par exemple, on a
{a,b,c,d} N{1,b,3,d} = {b,d}.
D’autre part, 'union de A et B est ’ensemble
AUB:={z|xz€ A, ou xze€ B} (1.3)
Par exemple
{a,b,c,d} U{1,b,3,d} = {a,b,c,d,1,3}.
On vérifie facilement que les égalités suivantes sont valables en général, quel que soient les ensembles
A, B et C:
(i) AnD =0, (i) Aud = A,
(i) ANB=BNA, (i) AUB=DBUA,
(iii) AN(BNC)=(AnB)NC, (i) AU(BUC)=(AUB)UC,
(iv) AN(BUC)=(ANB)U(ANC), (iv) Au(BNnC)=(AUB)N(AUC).
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Lorsque AN B = (), on dit que AU B est une union disjointe, et on écrit alors A+ B pour désigner
cette union. Voir I’exercice 1.2 pour ce qui concerne les propriétés de 1'union disjointe !.

La différence, A\ B, de deux ensembles A et B, est 'ensemble des éléments de A qui ne sont pas
dans B, c.-a-d. :
A\B:={zx € A |z ¢ B}. (1.5)

Sous-ensembles. Si tous les éléments de B sont aussi des éléments de A, on dit que B est
un sous-ensemble de A, et on écrit B C A. On dit aussi parfois que B est une partie de A. Se
donner un sous-ensemble B, de k éléments d’un ensemble A de cardinal n, correspond donc a

< choisir k éléments parmi n >.

L’inclusion d’ensembles possede les propriétés suivantes. Pour tout A, B et C, on a
a) ) C A,
b) AC A,
c)siACB et BCA, alors A= B,
d)siACB et BCC, alors ACC.

(1.6)

Lorsque A et B sont décrit comme en (1.1), on a B C A si et seulement si ’énoncé logique
Q(x) = P(x) est vrai. D’autre part, quel que soient les ensembles A et B, on a toujours

ANBCA, e ACAUB. (1.7)
De plus, Si B est un sous-ensemble de A, alors on a
ANB=B e AUB=A. (1.8)
On dénote P[S] 'ensemble de tous les sous-ensembles de S :
PlS]={A]|ACS }. (1.9)
On dit aussi que P[S] est 'ensemble des parties de S. Par exemple,

Pla,b,c}] = {0,{a}, {0}, {c}, {a, b}, {a, c},{b, c}, {a, b, c}}.

1. Lorsque A et B ne sont pas disjoints (AN B # (), on peut tout de méme considérer leur union disjointe en
< forcant > A et B a étre disjoints. Plus précisément, on pose

A+ B= ({0} x A)U ({1} x B).

On donne ainsi des < couleurs > distinctes aux éléments de A et de B.
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Pour un ensemble S fixé, le complément de A dans S, dénoté A, est I'ensemble
A={zeS|xdgA}

des éléments de S qui ne sont pas éléments de A (on écrit = ¢ A). Ainsi, pour S = {a,b,c,d,e, f}
et A={bce},ona A={a,d, f}.SiA={x eS| P(z)},alorsona A={xecS|-P)}

Quel que soient A et B des sous-ensembles de S (donc des éléments de P[S]), les identités suivantes
sont valables _
(i) A= A,
(i) AN A =10, (il AUA=S, (1.10)
(iii) ANB=AUB, (iiiy AUB=ANB.
Supposons que pour chaque élément i d’un ensemble I, on choisisse un sous-ensemble A; de S. On
dit alors qu’on a une famille d’ensembles indexée par les éléments de I, et on dénote {A; };cr cette

famille d’ensembles (c’est simplement un ensemble d’ensembles). On a souvent la situation I = [n],

et alors la famille est I’ensemble
{A1, A9, A3,..., Ap}.

Grace aux associativités (1.4, (iii) et (iii)’), on peut étendre sans probleme les notions d’union et
d’intersection a de telles familles, en posant

ﬂAZ— = {z | pourtoutiel, veA} et (1.11)
el
UAi = {z|ilexisteie I, z € A; }. (1.12)
el

Ainsi, pour I = [n], on écrit aussi

mAz:ﬁAu et UAI:UA“
i=1 . .

i€[n]

et pour n =3 on a

3 3
ﬂAi:AlﬂAgﬂA;;, et UAZ':AlLJAQUAg.
i=1 i=1

On a les identités

) A = (ﬂAZ)m 4] et (1.13)

keluJ iel jeJ
U 4 = (UAZ)u U4 | (1.14)
keluJ iel jeJ
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On doit cependant prendre la précaution d’avoir posé par convention? que
ﬂAi =35, et UAi = 0.
i€l i€

De facon tout a fait similaire, on étend la notion d’union disjointe aux familles d’ensembles deux a
deux disjoints. On utilise alors le symbole de < Y >, et on écrit donc

> A=A (1.15)
icl il
pour 'union en question. En particulier, on a les deux écritures équivalentes
n
D A=A+ A+ + Ay,
i=1
tout comme d’habitude.
Pour chaque 0 < k, on considere aussi I’ensemble des parties a k-éléments de S :
PelS] :={A ] ACS, |Al=k}.
C’est donc
< ’ensemble des possibilités de choix de k éléments parmi n >.
Ainsi, on a Py[S] = {0}, puis
P1lS] = {{z} | = € 5},

et encore
PolS] = {{z,y} | z,y €S, et x#y},

et ainsi de suite jusqu’a P, [S]| = {S}, pour n égal au cardinal de S. Ainsi, si S = {a,b, c}, alors on
a

PO[S] = {®}7 Pl[S] = {{CL}, {b}7 {C}}, P2[S] = {{CL, b}v {a’v C}, {bv C}}’ P3[S] = {{a’ b, C}}

Ces ensembles contiennent donc respectivement 1, 3, 3, et 1 éléments, et leur union disjointe donne
I’ensemble & 8 éléments P[S] vus plus haut. En fait, P[S] est toujours I'union disjointe des ensembles
Pr[S], c.-a-d. :

PlS] = iPk[S]- (1.16)
k=0

2. On voit ici la nécessité d’avoir choisit les A; comme étant tous sous-ensemble d’un méme < univers > S.
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Comme Pp[S] = 0, si k est plus grand que le cardinal de S, cette sommation est en fait finie. On
a donc ici deux descriptions du méme ensemble, et nous allons voir plus loin qu’il en résulte une
identité intéressante (voir (1.72)).

On peut < calculer » récursivement (voir les exercices 1.10 et 1.20) l'ensemble des parties a k
éléments d'un ensemble via la formule

PulS+{y} = PulS] + {B+1{y} | BePials]}, (1.17)

ou y n’est pas élément de S. On a évidemment les conditions initiales :

o si, k> 15|,
Pk[S]—{{S} G k=8|, (1.18)

Pour illustrer comment 'identité (1.18) permet de calculer effectivement, considérons le cas Ps[{a, b, c}].
On débute avec S = {a,b} et y = ¢, et le calcul se déroule comme suit

Pol{a.b,cl] = Pal{a,b})+{B+{c} | B e Pil{a,b}]}]

{{a,}} + {B+{c} | B € {{a}, {o}}]}
= {{a’ b}}+{{avc}a{bv C}}
- {{a7 b}v{{a7 C},{b, C}}]}

Pour des ensembles disjoints A (de cardinal n) et B (de cardinal k), on a aussi la bijection

k
PrlA+ B] = Y Pi[A] x Pr_i[B], (1.19)
i=0

qui envoie une partie C' de A 4+ B sur le couple (C' N A,C N B), pour lequel on a clairement
C=(CNA)+(CnNB).On en déduit 'identité de 'exercice 1.10, c)

Produit cartésien. Avant de décrire la prochaine construction, rappelons que deux couples
(a,b) et (c¢,d) sont égaux, si et seulement si on a les deux égalités a = ¢ et b = d. Le produit
cartésien de A et B est I’ensemble de tous les couples (z,y), avec x élément de A et y élément de
B. Autrement formulé, on a

AxB={(z,y)|z€A et ye B}
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Si I'un des ensembles A ou B est vide, alors le produit cartésien A x B est vide, c.-a-d. :
AxD=0xB=10. (1.20)
Une illustration du produit cartésien est

{a,b,c,d} x{1,2,3} = {(a,1), (b,1), (c,1), (d,1),
a,2), (b,2), (¢,2), (d,2),
3) d,3

a,3), (b,3), (¢,3), (

11 est facile de vérifier que, pour tout ensemble A, B et C (avec B et C disjoints), on a

o~~~

Ax(B+C) = (AxB)+(AxCO), (1.21)
(A+B)xC = (AxC)+(BxC(C), (1.22)
Pour un ensemble fini d’indices I, dénotons par (a;);cs les suites indexées par les éléments de I.
Rappelons que I'on a 1’égalité
(ai)ier = (bi)ier,
si et seulement a; = b; pour tout i dans I. Si (A;);er est une suite d’ensembles indexés par 1. On
dit de a; que c’est la i-ieme coordonnée de la suite. Le produit cartésien généralisé est ’ensemble

[14 = {(a)ier | (Vi€ I)a; € A; }. (1.23)
el
Par convention, le produit vide []; .y Ax est un ensemble a un élément : {*} (un singleton). On
vérifie alors que

IT 4 = (HA,—) < | TT4s ). (1.24)
kel+J icl jeJ
Le cas particulier qui correspond a choisir I = [n] donne la construction du produit cartésien
Ay X Ag X -+ xAn:{(al,ag,...,an) ‘ a; € A;, 1 Siﬁn},

et lorsque A; = B, pour tous les i, on obtient la puissance cartésienne n-ieme,

B":=Bx Bx-xB,

—_—
n copies

de I'ensemble B, avec B := {*}. On a alors les identités suivantes (modulo les bijections naturelles

nécessaires)
(i) B" x B¥ = Bk et (iii) (B")* = B"*. (1.25)

3. A strictement parler, les éléments des ensembles comparés ici ne sont pas égaux. Plutot qu'une égalité, on a
une bijection naturelle entre les deux ensembles, ce qui signifie qu’on doit transformer légerement les éléments pour
pouvoir les comparer (voir Exercice 1.3).
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Relations. Une relation R, allant d’un ensemble A vers un ensemble B, est simplement un
sous-ensemble du produit cartésien A X B, c.-a-d. : R C A X B. La relation transposée de B vers
A, dénotée RT, est donnée par le sous-ensemble

R" :={(y,) | (z,y) € R}
de B x A. Par exemple, pour A = {a,b,c,d} et B =1{1,2,3}, on a la relation
R = {(a,1),(a,2),(b,3),(c,2), (d, 1)},
dont la transposée est la relation
R' ={(L,a),(1,d),(2,¢).(2,0), (3,0)}.
On désigne par Rel[A, B] I'ensemble des relations de A vers B. Observons que, par définition, on a
Rel[A, B] = P[A x BJ. (1.26)

Si A = {a,b}, et B={1,2}, ensemble Rel[A, B] contient les 16 éléments :

Rel[A,B] ={ 0,

{(a, 1)}, {(a,2)}, {(b, 1)}, {(6,2)},
{(a,1),(a,2)}, {(a,1), (b, 1)}, {(a,1),(b,2)},
{(a,2), (b, 1)}, {(a,2),(b,2)}, {(6,1),(b,2)},
{<a71)7(a72)7<b7 1)}7 {(a7 1)’(a72)7(b72)}7
{(a,1), (b, 1), (b, 2)}, {(a,2),(b,1), (b,2)},
{(a,1),(a,2),(b,1), (6,2)} }

On dénote Rel;[A, B] 'ensemble des relations de A versB contenant k couples. Clairement, on a

Rel[A, B] = > Relx[4, B]. (1.27)
k>0

1.3 Fonctions

Bien que la notion de fonction soit I'une des plus importantes en mathématiques, ce n’est qu’a
la fin du dix-neuviéme siecle qu’elle a pris la forme moderne® qu’on lui connait. Une relation

4. On ne sait trop qui doit étre crédité pour cela.
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fonctionnelle f, de ’ensemble A vers ’ensemble B, est une relation f C A x B, qui possede la
propriété que :

< pour tout = € A, il y a un et un seul y € B tel que (z,y) € [ >. (1.28)

Autrement dit, ’élément x dans A caractérise uniquement 1’élément correspondant y dans B. Il est
habituel de désigner par f(z) cet élément, et on a donc

fx)=y ssi (x,y) € f. (1.29)

Formellement parlant, une fonction de A vers B est un triple (f, A, B), avec f un relation fonc-
tionnelle de A vers B. Il est habituel d’écrire f : A — B pour ce triple. Ainsi, on a la fonction
f:{a,b,e,d} — {1,2,3}, telle que

f={(a,1),(b,3),(c,2),(d, 1)} (1.30)

Elle peut aussi se décrire en écrivant que :

On écrit aussi parfois
z — f(z),

pour signifier que le couple (z, f(x)) fait partie de la relation fonctionnelle f. Ceci est parti-
culierement utile lorsque f est décrite par une formule. On peut penser a une fonction comme
étant un processus f qui

< choisit un élément f(z) de B pour chaque élément x de A >.

Pour une fonction f : A — B, on dit que I’ensemble A est la source de F, et que ’ensemble B
en est le but. Cette définition tres abstraite de fonction rend possible la définition de I’ensemble
Fonct[A, B] dont les éléments sont les relations fonctionnelles de A vers B :

Fonct[A,B] :={f | f: A— B}. (1.31)

Ainsi, & chaque élément f de Fonct[A, B], il correspond une fonction f: A — B de source A et de
but B. Il nous arrivera souvent de parler de la fonction f, si la source et le but associés sont clairs
dans le contexte. Pour A = {a,b,c} et B={0,1}, on a

Fonct[A, B = { {(a,0),(b,0),(c,0)}, {(a,0),(b,0),(c,1)},
{(a,0),(b,1),(c,0)}, {(a,0),(b,1),(c; 1)},
{(a,1),(0,0),(c,0)}, {(a,1),(b,0),(c, 1)},
{(a,1),(6,1),(c,0)}, {(a,1), (b, 1), (e, 1)} }-
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Il y a donc 8 fonctions de A vers B. Observons que I’ensemble Fonct[), B] contient exactement un
élément, quel que soit ’ensemble B. C’est la relation vide (qui est fonctionnelle par défaut), et on
a explicitement

Fonct[(), B] = {0}. (1.32)
En utilisant ceci comme condition initiale, on peut calculer récursivement I’ensemble des fonctions
entre deux ensembles en exploitant la formule

Fonct[A + {x}, B] = Y {f +{(2,y)} | f € Fonct[A, BJ}. (1.33)

yeB
Il est facile de vérifier que
Fonct[A, BN C] = Fonct[A, B] N Fonct[A4, C/. (1.34)

On peut agréablement présenter les fonctions f : [n] — B (lorsque les éléments de B s’y prétent),
en exploitant 'ordre de présentation usuel des éléments de [n] = {1,2,3,...,n}. Ainsi, on simplifie

F=A071),(2,/(2), 3, F(3)), - - (n, f(n))}

en écrivant plutot

f=ff2)f@3)--- f(n), ou méme f=rfifofs - fns

avec la convention que f; = f(i). Par exemple, f = {(1,b),(2,a), (3,b), (4,a)} s’écrit encore comme
f = baba. On dit alors qu’on a présenté f sous forme de mot. Toujours avec cette convention,
l’ensemble des 64 fonctions f : {1,2,3} — {1,2,3,4} peut donc s’écrire

{111, 112, 113, 114, 121, 122, 123, 124,
131, 132, 133, 134, 141, 142, 143, 144,
211, 212, 213, 214, 221, 222, 223, 224,
231, 232, 233, 234, 241, 242, 243, 244,
311, 312, 313, 314, 321, 322, 323, 324,
331, 332, 333, 334, 341, 342, 343, 344,
411, 412, 413, 414, 421, 422, 423, 424,
431, 432, 433, 434, 441, 442, 443, 444}

Pour f : A — B, et C' un sous-ensemble de A, on a une relation fonctionnelle, dénotée f ‘ o> appelée
la restriction de f a (', définie en posant

f‘o ={(z, f(x)) | x € C}. (1.35)

Il en résulte une fonction f| o+ C — B qui est injective si f l'est. L’opération de restriction donne
une surjection

Fonct[A, B] — Fonct[C, B], f=flo (1.36)
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Pour deux fonctions f: A — B et g: B — C, avec le but de f égal a la source de g, on définit une
nouvelle fonction go f : A — C, en posant, pour z dans A :

(go f)(@) := g(f(x)). (1.37)

On dit alors que g o f est le composé de f et de g. La source de g o f est la source de f, et son
but est le but de g. On a donc la situation suivante

A / B
e
C

La composition de fonction est associative. C’est donc dire que, pour trois fonctions f : A — B,
g:B—C,et h:C — D, on a toujours

(hog)of=ho(gof)

De plus, pour chaque ensemble A, on a une fonction appelée identité, Id4 : A — A, simplement
définie en posant Id4(z) = x, pour tout  dans A. Pour toute fonction f: A — B, on a alors

foldg=f=Idgof.

Quel que soit B, sous-ensemble de A, on peut définir la fonction caractéristique, Xp : A — {0,1},
de B dans A. On pose, pour x dans A, que

Xp(z) = (1.38)

0 sinon.

{1sLxEB,

Comme son nom le dit, cette fonction caractérise le sous-ensemble B, ainsi que son complément B,
puisque
B={zxecA|Xp(x)=1}, et B={xecA|Xp(x)=0}. (1.39)

En particulier, considérons le cas ou R est une relation de [n] vers [k]. On peut penser & la fonction
caractéristique Xp : [n] x [k] — {0,1} correspondante :

1 s, G,9) eR,
Xg(i,7) = {0 s (i) &R, (1.40)

comme étant la donné d’une matrice n x k, aussi dénotée Xg, dont les entrées sont des 1 ou des 0.
On dit que Xg est la matrice de la relation R. Par exemple, avec n = 3 et k = 4, la relation

R={(1,1),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(3,1),(3,4)}
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correspond ainsi a la matrice
1 011
Xp=10 1 1 0
10 01

Dans le cas d’une relation fonctionnelle f, la matrice obtenue contient un et un seul un 1 sur
chacune de ses lignes. La matrice de la relation transposée RT, est la matrice transposée de Xg,
c.-a-d. :

Xgpr = (Xg)T. (1.41)

Toute fonction f : A — B établie une correspondance entre les sous-ensembles de A et ceux de B
de la fagon suivante. On introduit une fonction P[f] : P[A] — P[B] définie, pour un sous-ensemble
C de A, en posant

PIC) = {f(z) |z C} (1.42)
= {y|lxzeCet(z,y) € f}

Observons qu’on exploite ici le fait que la répétition d’éléments ne change rien a la description d’un
ensemble. Donc, méme s’il est fort possible que plusieurs éléments de C' donne une méme valeur
f(z) dans B, cette valeur n’apparait qu’'une seule fois dans P[f](C).

On écrit aussi plus simplement f*(C), pour P[f](C), et on dit que f*(C) est 'image de C par
f. Dans le cas olt on choisit C' = A, I’ensemble source de f, on dit plus simplement que f*(A) est
limage de f, et on dénote cet ensemble Im(f). On a donc

Im(f) :=={y | (z,y) € [} (1.43)

Pour la fonction en (1.30), on a

f+({aa b, C}) = {L 2a3}7 et f+({b7 d}) = {173}'

Il est aussi possible de considérer 'image inverse de sous-ensembles de B le long de la fonction
f. Ainsi, pour un sous-ensemble D de B, on pose

F(D) = {z| (z,y) € f et y € D}. (1.44)

C’est donc une fonction f~ : P[B] — P[A]. Toujours avec l’exemple en (1.30), on a

f{1}) ={a,d}, et f({2,3}) = {b,c}.

Les notions d’image, et d’image inverse de sous-ensembles, sont illustrées a la Figure 1.1, avec la
convention qu’une fleche va de = dans A vers f(x) dans B.

Il est intéressant de remarquer que la définition de fonction assure que
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Image inverse
-~

FIGURE 1.1 — Image et image inverse de sous-ensembles.

Proposition 1.1. Pour toute fonction f : A — B, si {C;}icr est une famille de sous-ensembles
disjoints de B, alors la famille {f~(C;)}icr est une famille de sous-ensembles disjoints de A. En
particulier, la famille {f~({y}) }yemm(s) est une famille de sous-ensembles non vides disjoints de A,
et on a

A=Y (. (1.45)

yelm(f)

Les sous-ensembles f~({y}), pour y dans B, sont appelés les fibres de la fonction f. On dit alors
que f~({y}) est la fibre de f en y. Ces notions, et la Proposition 1.1, sont illustrées a la Figure 1.2.

FIGURE 1.2 — Fibres d’une fonction.
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Bijections. Dans une premiere introduction a la théorie des ensembles, la correspondance
établie par une bijection f : A — B, entre les éléments de A et ceux de B, est souvent introduite
par une Figure naive comme celle de la Figure 1.3. De facon plus précise, on a la définition suivante.

f

—

A B

FIGURE 1.3 — Représentation naive d’une bijection.

Pour une fonction f de A vers B, si la relation transposée f' est aussi une relation fonctionnelle,
alors on dit que f est une bijection. On obtient une fonction f~! : B — A, c.-a-d. : la source
de f~! est I’ensemble B, et son but est 'ensemble A. La fonction f~' : B — A est la fonction
inverse de la fonction f: A — B pour la composition, c.-a-d. :

flof=1Ids, et fof l=1Idg. (1.46)
Il est tres facile de vérifier qu’il ne peut y avoir qu’un inverse pour la composition, c.-a-d. :

Proposition 1.2. Pour toute fonction f: A — B, sig: B — A est telle que
gof=1Id4, et fog=Idg, (1.47)
alors g = f~1.

Donc, pour montrer que f : A — B est une bijection, il suffit de montrer qu’on peut construire une
fonction qui satisfait (1.47).

La relation de 'exemple (1.30) est une fonction qui n’est pas bijective, puisque la relation trans-
posée : {(1,a),(1,d),(2,c),(3,b)} ne satisfait pas la propriété (1.28). En effet, il y deux couples
commencant par I’élément 1 : qui sont (1,a) et (1,d). Le symbole « —— » dénote le fait qu’on ai
une bijection, et on écrit f : A — B pour dire que f est bijective.

Un des principes de base de la théorie des ensembles affirme que :

1l existe une bijection entre deux ensembles finis A et B,

‘ . . ‘ 1.4
si et seulement si A et B ont méme cardinal, i.e. : |A| = |B|. (1.48)
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Dans la suite de ce texte, nous allons illustrer plusieurs fois comment on peut utiliser ce principe
pour dégager des identités intéressantes. Observons par exemple que lorsque B n’a qu’'un seul
élément (par exemple B = {x}), alors les ensembles A et A x B doivent avoir le méme nombre
d’éléments. 11 y a donc une bijection entre A et A x B. Voir I’exercice 1.4 a ce propos.

On désigne par Bij[A4, B] ’ensemble (fini) des relations bijectives entre A et B, c.-a~d. :
Bij[A, B] := {f € Fonct[A,B] | f: A— B}. (1.49)

11 découle directement du principe ci-haut qu’on a Bij[A4, B] = 0, lorsque |A| # |B|. Observons que
Bij[0, 0] = {0} est de cardinal 1. La formule suivante permet de calculer récursivement 1’ensemble
des bijections entre deux ensembles de méme cardinal :

Bij[A+ {«}, Bl = Y _{f +{(z.9)} | f €Bij[A, B\ {y}}, (1.50)

yeB

ou |B| = |A| + 1. Ainsi, pour A = {a,b,c} et B = {1,2,3}, on trouve

BijlA, B = { {(a,1),(b,2),(c,3)}, {(a,1),(b;3),(c,2)},
{(a,2),(b,1),(c,3)}, {(a,2),(b,3), (¢, 1)},
{(a,3),(b;1), (¢, 2)}, {(a,3),(0,2), (¢, )} }.

Il y a donc exactement 6 bijections entre les deux ensembles & trois éléments A et B.

Le composé de fonctions bijectives est une fonction bijective, et I'inverse d’'une fonction bijective est
une fonction bijective. Pour tout ensemble fini A, I'ensemble Bij[A, A], des bijections de A vers A,
forme un groupe pour la composition de fonctions, avec Id 4 comme identité. On dit habituellement
d’une bijection de A vers A que c’est une permutation de A, et on désigne souvent par S[A]
I'ensemble des permutations de A. Lorsque A = [n], on écrit simplement S[n] plutoét que S[[n]]°.
Les permutations sont souvent dénotées par des lettres grecques minuscules : o, 7, 0, etc.

La matrice X, associée a une permutation o de [n], est une matrice carrée n x n de 0 et de 1,
ayant un 1 dans chaque ligne, et un 1 dans chaque colonne. On dit que c’est une matrice de
permutation, et on a les identités

Xia, = Id,, (1.51)
Xgor = XoXr, (1.52)

pour tout o et 7 dans S,,. Ici, Id,, désigne la matrice identité, et le produit dans le membre de droite
de (1.52) est le produit matriciel usuel, c.-a-d. :

(XX ) (i) = S X (i )X (K, 5).
k=0

5. Cette convention d’éliminer les doubles crochets sera souvent employée dans la suite.
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Injections. Parmi les propriétés particulieres des fonctions, l'injectivité et la surjectivité sont
tres certainement des notions importantes. Une fonction f : A — B est dite injective si et seule-
ment si

< Pour chaque élément y de B, il existe au plus un élément x de A tel que f(x) =y. >
Autrement dit, la fonction f et un processus qui
< choisit des éléments f(x) de B, un pour chaque x dans A, tous distincts, >

c’est-a-dire qu’un élément ne peut-étre choisit qu’une seule fois. Une formulation un peu plus
technique (mais plus facile & manipuler) de cette définition prend la forme suivante. Une fonction
f A — B est injective si et seulement si, pour tout z; et tout zo dans A

x1 # w2 implique  f(z1) # f(z2), (1.53)
ce qui équivaut (logiquement) a dire aussi que
f(xz1) = f(xz2) entraine forcément x; = xo. (1.54)

Il en découle (voir Exercice 1.6) que f est injective si et seulement si f admet un inverse a gauche,
c.-a-d. : il existe g : B — A tel que go f = Id 4. En général, un tel inverse a gauche n’est pas unique,
et il n’est pas un inverse a droite.

On dénote souvent par le symbole « < > le fait qu'une fonction soit injective. On écrit donc
f A — B, pour dire que f est une injective. On désigne par Inj[A, B] ’ensemble des relations
fonctionnelles f telles que f : A < B soit une fonction injective de A vers B, c.-a-d. :

Inj[A, B] := {f € Fonct[A,B] | f: A— B}. (1.55)
On calcule récursivement cet ensemble comme suit :

Inj[A+ {2}, Bl =Y {f +{(z.9)} | f € Inj[4, B\ {y}}, (1.56)

yeB

La ressemblance entre la formule (1.56) et la formule (1.50) n’est pas fortuite. Elle s’ensuit du
fait qu’'une injection entre deux ensembles de méme cardinal est forcément une bijection (voir
Proposition 1.3). Pour A = {a,b} et B ={1,2,3}, on a

Inj[Aa B] = { {<a71)7(b72)}a {
{(a,1),(6,3)}, {(a,3),(b,1)},
{(a,2),(0,3)}, {(a,3),(b,2)
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Pour qu’il existe un injection f : A — B, le nombre d’éléments de A doit nécessairement étre plus
petit ou égal & celui de B, c.-a-d. : |A] < |B|. On a donc Inj[A4, B] = (), lorsque |A| > |B].

Le composé de deux fonctions injectives est toujours une fonction injective. De plus, si on a deux
fonctions telles que le composé go f soit une fonction injective, alors f est forcément injective (mais
pas nécessairement g).

Surjections. Une fonction f: A — B est dite surjective si et seulement si
< Pour chaque élément y de B, il existe au moins un élément x de A tel que f(z) =y. >
Autrement dit, f est un processus qui
< choisit chaque élément y de B au moins une fois. >

Pour chaque y dans B, la fibre de f en y est donc non vide, et on a

A= ({yh. (1.57)

yEB

Une fonction f: A — B est surjective si et seulement si elle admet un inverse a droite, c.-a-d. :
il existe g : B — A tel que f o g = Idp. En général, un tel inverse a droite n’est pas unique, et il
n’est pas un inverse a gauche. On dénote souvent par le symbole <« — > le fait qu'une fonction est
surjective. On écrit alors f : A — B, pour dire que f est une surjective. On désigne par Surj[A, B]
I’ensemble des relations fonctionnelles surjectives de A vers B, c.-a-d. :

Surj[A, B] := {f € Fonct[A,B] | f : A — B}. (1.58)

Pour qu’il existe une surjection f : A — B, le nombre d’éléments de A doit nécessairement étre
plus grand ou égal & celui de B, c.-a-d. : |A| > |BJ|. On a donc Surj[4, B] = 0, lorsque |A| < |B].
On peut calculer récursivement 1’ensemble des fonctions surjectives entre deux ensembles par la
récurrence

Sun[A, B+ {y}]= > {f+g|feSuilA\C,B] et g e Fonct[C,{y}]} (1.59)
CCcA

Le composé de deux fonctions surjectives est toujours une fonction surjective. De plus, si on a deux
fonctions telles que le composé g o f soit une fonction surjective, alors g est forcément surjective
(mais pas nécessairement f).

On montre facilement que
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Proposition 1.3. Une fonction qui est a la fois surjective et injective est une fonction bijective.
Autrement dit,
Bij[A, B] = Inj[A, B] N Surj[A, B]. (1.60)

Lorsque |A| = |B|, on a en fait

Bij[A, B] = Inj[A, B] = Surj[A, B]. (1.61)

On montre que (voir Exercice 1.7).

Proposition 1.4. Pour toute fonction f: A — B,
a) f1 est une injection si f est une injection,
b) fT est une surjection si f est une surjection,

c) [T est une bijection si f est une bijection.

De plus, on a

Proposition 1.5. Pour toute fonction f: A — B,
a) f~ est une surjection si f est une injection,
b) [~ est une injection si f est une surjection,

c) [~ est une bijection si f est une bijection (en fait, dans cette situation c’est l'inverse de

f).

Il nous reste beaucoup d’autres observations a faire sur les relations et les fonctions, mais nous y
reviendrons. Pour 'instant, considérons plus en détail le probleme de I’énumération des éléments
d’un ensemble.

1.4 Compter les éléments d’un ensemble

Lorsqu’on cherche a calculer la dérivée d’une fonction, le probleme se décompose en un ou des
problemes plus simples, selon que la fonction a dériver est la somme, le produit, ou encore le composé
de deux fonctions plus simples. Il en est souvent de méme pour I’énumération des éléments d’un
ensemble A. Le probleme donné se décompose souvent en un (ou des) probleme(s) plus simple(s),
selon que ’ensemble a énumeérer peut se décrire en terme des constructions de base sur les ensembles.

On démarre les choses en montrant (par récurrence) que
Théoréme 1.6. Si A et B sont des ensembles finis, respectivement de cardinal n et k, alors on a

les égalités suivantes :

() [A+B|=n+k (i)]AxB|=nk. (1.62)
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Nous allons maintenant illustrer en détail le type de démarche que nous allons souvent utiliser par
la suite. On cherche & compter les éléments de ’ensemble P[A], pour un ensemble A de cardinal
n. Prenons d’abord le soin de souligner que P[A] et P[A’] ont le méme nombre d’éléments, si A et
A" sont de méme cardinal. En effet, par le Principe (1.48), il existe une bijection f : A — A’, et
donc, par la Proposition 1.4, f* est une bijection entre P[A] et P[A’]. Ainsi, le cardinal de P[A4]
est une fonction de n, et on dénote p(n) ce nombre d’éléments. Notre objectif est donc de trouver
(si possible) une formule pour p(n).

Observons que, quelque soit les ensembles disjoints A; et Ao, il y a une bijection
a: P[A1 + Ag] = P[A1] x P[As], (1.63)
qui est tout simplement définie en posant, pour B un sous-ensemble de A1 + Ao,
a(B) := (BN Aj, BN As).

C’est bien une bijection, puisqu’on a la fonction inverse 3, définie en posant 3((Bi1, B2)) := B+ Ba,
pour By C A; et By C Ay. En passant au cardinal de chaque membre, avec ny = |A1| et ny = |As|,
on obtient alors I'identité

p(n1 +n2) = p(n1) p(na). (1.64)

En particulier, on a p(n+1) = 2p(n), puisqu’on peut calculer directement que p(1) = 2. Observons
aussi qu’on a déja vu que p(0) = 1. Tout ceci donne une récurrence pour les nombres p(n), qu’on
résout facilement puisque

p(n)=2p(n—1)=4p(n—-2)= ... =2". (1.65)

On a donc trouvé la formule cherchée. Plus généralement, I’énumération des éléments d’ensembles
est en partie basée sur les autres égalités du théoreme suivant.

Théoréme 1.7. Si A et B sont des ensembles finis, respectivement de cardinal n et k, alors on a
les égalités suivantes :

i) [PLAY =2 ) (Pafall = (),
(v) |B"| = k",  (vi) |Fonct[4, B]| = k", (1.66)
(vii) [S[A]| = n!, (viii) [Inj[A, B]| = k).

Rappelons que pour des entiers positifs n et k, on a les notions de

— factoriel :
nl:=n-(n—1)---2-1, (1.67)

avec 0! :=1, et
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— factorielle décroissante :
gy =t (t—1)-(t—k+1), (1.68)

pour t une variable quelconque.
— factorielle croissante :
tB) =t 4+ 1)+ k1), (1.69)
pour t une variable quelconque.

— coefficient binomial‘ :

<Z> o k'(nnlk)' (1.70)

On a les valeurs de la Table 1.1 pour les coefficients binomiaux :

15 20 15 6 1

21 35 35 21 7 1

28 56 70 56 28 8 1
36 84 126 126 84 36 9 1

n\klf0O 1 2 3 4 5 6 7 89
0

1

2 1

3 3 1

4 6 1
) 10 5 1
6

7

8

9

e T o S e Sy S G Gy SO Y
© 00 1 O U i W N =
[S—

(an)

TABLE 1.1 — Le triangle de Pascal (coefficients binomiaux (}})).

Plus généralement, on a aussi que

Théoréme 1.8. Si {A;}icr est une famille d’ensembles finis, respectivement de cardinal n;, alors
on a les égalités suivantes :

g

iel

=[[~: (1.71)

el

=> n, (ii)

el

(i) Z A;

el

Par exemple, il résulte de (1.16) et de (1.71, 1) que

n
n
> = 2", (1.72)
k
k=0
6. Voir 'exercice 1.10 pour plus de détails sur ces coefficients.
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Preuves des Théorémes 1.7 et 1.8. Les identités (i) et (ii) de (1.71) se montre facilement par
récurrence. Pour terminer la preuve du Théoréme 1.7, on commence par observer que (v) se déduit
directement de (1.71, ii).

On déduit (vi) de (v) en procédant comme suit. Comme le cardinal de A est égal a n, il existe une
bijection allant de A vers [n]. Soit ¢ : A — [n] une telle bijection. Observons maintenant qu’on
peut identifier les suites s = (b;)1<i<n, dans B™ a des fonctions § : [n] — B, simplement par la
correspondance

s = (bi)1<i<n — §={(i,b;) | 1 <1< n}.

Autrement dit, la fonction § est telle que 5(i) = b;. Nous avons donc une bijection entre les ensembles
B" et Fonct[n, B]. Pour conclure que (vi) est valable, il ne nous reste plus qu’a voir qu'’il y a une
bijection ® : Fonct[n, B] — Fonct[A, B]. On obtient facilement cette bijection en posant ®(f) :=
po f, pour ¢ la bijection choisie allant de A vers [n]. On rappelle & ce propos que le composé de
deux fonctions bijectives est bijectif. Pour voir que ® est bien une bijection, il suffit de constater

(par calcul direct) que son inverse est donné par @~ 1(g) := p tog.

On a déja montré (iii). Observons que (iii) découle aussi de (vi) via la bijection entre P[A] et
I’ensemble Fonct[A, {0, 1}] qui correspond a associer a C' C A sa fonction caractéristique X¢ définie
en (1.38). Bien entendu, il faut vérifier que c’est bien la une bijection. Cette vérification est laissée
au lecteur (voir Exercice 1.8).

Pour voir (viii), on procede de fagon analogue en montrant d’abord que la formule est valable pour
A = [n]. Le méme type d’argument que ci-dessus montre alors que le nombre d’éléments de Inj[n, B]
est égal au nombre d’éléments de Inj[A, B]. Il faut utiliser le fait que ®(f) := o f est injectif si f lest
(puisque ¢ est une bijection, c’est aussi une injection). Pour voir que la formule (viii) donne bien le
nombre de fonctions injectives de [n] vers B, on constate d’abord que ces injections correspondent
au choix de suites : (b1, b, ..., b,) d’éléments de B, qui sont tous distincts. Pour construire toutes
les suites possibles, on commence par choisir librement b; dans B (il y a k choix possibles). Il ne
reste alors que k — 1 éléments distincts de ce premier choix, on choisit by parmi ces k — 1 éléments
de B\ {b1}. On procede, ainsi de suite jusqu’au choix de b, parmi les k — (n — 1) éléments de
B\ {b1,...,b,—1}. Il s’ensuit qu’on a bien k,) fagcon de réaliser tous ces choix.

La formule (vii) découle directement de (viii), en vertu de (1.3).

Ne nous reste plus qu’a montrer (iv). Pour ce faire, on consideére I’ensemble Inj[k, A] des injections
de [k] dans A. Chacune de ces injections f posseéde une image Im(f) qui est un sous-ensemble de
A ayant k éléments. De plus, il est clair que chaque sous-ensemble & k éléments de A est I'image
d’une certaine injection. On a donc

Pr[Al ={ Im(f) [ f: [k] — A}.

Cependant, plusieurs injections ont la méme image. En fait, il y a exactement k! injections ayant
un sous-ensemble C' fixé (dans P[A]) comme image. En effet, la relation fonctionnelle sous-jacente a
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une injection f : [k] < A donne une relation bijective entre [k] et B. Il est facile (voir Exercice 1.9)
de déduire de (vii) que k! est le nombre de relations bijectives entre deux ensembles de cardinal k.
On peut donc conclure qu’il y a bijection (voir Exercice 1.15)

Injlk, A] = Y Bij[k, B]. (1.73)
BePy[A]

Comme chaque terme de cette somme contient k! éléments, on a donc n,) = (Pr[A]) k!, d’ou

ce qui achéve notre démonstration. [ |

On déduit facilement le corollaire suivant :

Corollaire 1.9. Si |A| =n et |B| = k, alors le nombre de relations de A vers B est égal a 2™,

Preuve. Selon (1.26), les relations de A vers B sont les éléments de I’ensemble P[A x B|. En
passant par les fonctions caractéristiques (tout comme ci-haut), on voit que cet ensemble est en
bijection avec I’ensemble Fonct[A x B, {0,1}], des fonctions de A x B vers {0,1}. On conclut donc
au moyen des identités (ii) et (iii) du Théoreme 1.7. [ ]

Proposition 1.10. Les identités suivantes se démontrent bijectivement.

a) zn:(—l)’f@) =0, n>1.

k=0
b) n2" !t = "),
k=1
Preuve de (a). La démonstration de a) est équivalente a la démonstration de I'identité
n n
= 1.74
> G- 2 G) a7

0<2k<n 0<2k+1<n

obtenue en transférant tous les termes négatifs du coté droit de I’égalité. Désignons par P [A]
(resp. P_[A]) 'ensemble des sous-ensembles de A ayant un nombre pair (resp. impair) d’éléments.
L’identité en (1.74) est équivalente I'existence d’une bijection entre les ensembles P [A] et P_[A].
Pour construire une telle bijection (qui ne sera pas naturelle), fixons arbitrairement un élément z
dans A. La bijection ¢ (qui dépend du choix de x) associe & B dans P4 [A] 'ensemble

) B\{z} sizeB,
P(B) = {B +{z}, siz¢B,
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qu’on obtient de B, soit en enlevant x, soit en ajoutant x, selon qu’il appartienne ou non a B. Le
résultat est bien dans P_[A], puisqu’on a changé le nombre d’éléments par +1. On conclut que
Pr(A)|=[P-(4)]=2""1n>1 u

Comme exemple d’une telle bijection, appliquée dans le cas A = {a,b,c}, avec ¢ comme élément
choisi. La bijection résultante entre

P+ [A] = {@, {b, C}, {a7 C}, {a’ b}}
et
P—[A] = {{a}7 {b}7 {C}a {a7 b, C}}

est obtenue comme
0 — {c}, {b,c} — {b}, {a,c} — {a}, {a,b} — {a,b,c}.

Peuve de b). Nous allons vérifier que les deux membres comptent le nombre de couples (z, B),
avec x dans B, et B un sous-ensemble quelconque d’un ensemble A & n éléments, c.-a-d. : le cardinal

de ’ensemble
A={(z,B) |x€ B, et BCA}

Cet ensemble peut s’envisager de deux facons distinctes. Soit directement comme la somme
A=Y {@B+{a}) | BePA\{a}].
T€EA

soit en décomposant selon le cardinal de B, c.-a-d. :

A=Y > Bx{B}.

k=0 BePy, [A]

Le nombre d’éléments de la premiere expression est n2" !, puisque chaque terme de la somme
contient 2”71 éléments, un pour chaque élément de P[A \ {z}]. On obtient donc le membre de
gauche de b).

Pour la deuxiéme expression, on a k (}) éléments dans la terme Y Bep,(4] B x {B}. En sommant
pour k, on trouve le terme de droite de b). |

Principe des tiroirs. Le principe des tiroirs (ou principe des pigeons ou principe de
Dirichlet) facilite souvent I’analyse d’une situation complexe. Dans sa version la plus simple, il est
formulé en disant que
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Si n < objets > sont < placés > dans k < boites >, avec n > k, alors il y a au moins
une boite contenant plus d’un objet.

Ceci est assez imprécis, et on gagne a tout reformuler dans le langage de la théorie des ensembles.
Les n objets dont il est question sont les n éléments d’un ensemble A. Les k < boites > sont les k
éléments d’un ensemble B, et < placer > ces objets dans les boites, consiste simplement a choisir
une fonction f : A — B. On interprete donc f(z) = y comme signifiant que l'objet x a été placé
dans la boite y. Le contenu d’une boite y est la fibre de f en y. Le principe des tiroirs devient donc

Si |A| est plus grand que |B|, alors pour toute fonction f : A — B, on a au moins un
élément y de B pour lequel |f~({y})| > 1.

Principe d’inclusion-exclusion. Le principe d’inclusion-exclusion permet de calculer indi-
rectement le cardinal de certains ensembles. En particulier, il va nous permettre de calculer le
cardinal de I'ensemble Surj[A, B] des surjections de A dans B.

Dans sa version la plus simple, le principe d’inclusion-exclusion prend la forme suivante. Soit A un
sous-ensemble d’un ensemble S fixé. On observe que

|A| =S| — |A]. (1.75)

On obtient donc indirectement le cardinal de A via le calcul du nombre d’éléments de A. L’idée du
principe d’inclusion-exclusion est de généraliser cette observation. En guise de préparation au cas
général, considérons le cas de deux sous-ensembles A et B de S. On peut verifier que

‘ZDE‘ =|S|—|A| - |B|+ |AN B|
Pour des sous-ensembles quelconques A, B, et C' de S, on a aussi toujours
[ANBNC| =S| —|A| = |B| - |C|+ |[ANB|+|ANC|+|BNC|-|ANBNC|.
En général, soit {A;}1<i<m,une famille de sous-ensembles de S, on a toujours

[AinAsn. Ay = S A+ JAinA] - -
% i<j
+(=1)M™[AIN AN N Ay

C’est ce qu’on appelle le principe d’inclusion-exclusion. On peut le formuler de fagon plus
condensée comme suit.
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Soit {A;}icr,une famille de sous-ensembles de S, alors on a toujours

N

il

=N 0N 4. (1.76)

JCI jeJ

Pour voir que (1.76) est valable, supposons qu’un élément z fixé appartient a exactement k des
sous-ensembles A;, pour un certain 1 < k < m. Pour fixer les idées disons que ces sous-ensembles
sont Ay, As, -+, Ag. C’est donc dire que

r€AINAN---NAg.

Dans le membre de droite, il est clair que z est compté une fois dans |S|, puis une fois (avec le signe

approprié) dans chaque intersection [ jeg A;, pour J variant dans I’ensemble des (lz) sous-ensembles

a ¢ éléments de {1,2,...,k}. En tenant compte du signe, la contribution totale de x au membre de
droite de la formule d’inclusion-exclusion est donc”

g(—l)é@ =0,

C’est donc dire que x n’est pas compté. Par contre, si z n’est dans aucun des A;, alors il est compté
exactement une fois (par |S|) dans ce méme membre de droite.

Par complémentation, il est clair qu’on a aussi

A

i€l

=Y ()P 4], (1.78)

JCI jeJ
J#D

L’une des formes typiques d’utilisation du principe d’inclusion-exclusion correspond au cas ou les
sous-ensembles A; sont décrits via des propriétés P; :

Ai:={x eS| Px)}.

Le principe d’inclusion-exclusion permet alors d’énumérer ’ensemble des éléments de S qui n’ont
aucune des (ou toutes les) propriétés P;. Pour illustrer ce type de situation, comptons le nombre
d’entiers entre 1 et 1000 qui ne sont divisibles ni par 5, ni par 6, ni par 8. On remarque d’abord

7. On utilise ici la formule du binéme de Newton
" (&
(s+t)"=>" <Z> s (1.77)
=0

avec s = 1 et t = —1. Nous reviendrons a la prochaine section sur cette formule.
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que le nombre d’entiers < n qui sont divisibles a la fois par ki, ks, ..., et k,, est [n/m/], ou m est
le plus petit commun multiple de k1, ko, ..., k. Ici [z] (plancher de x) dénote la partie entiere
de z, c’est-a-dire le plus grand entier ne dépassant pas z. Comme on a

1000 1000 1000
{ : J 00, 6 | 66, { 2 J 5,
1000 1000 1000
{SOJ = 33, 0 | = 25, {24J = 41,
1000
_]20_"&

et comme les valeurs 30, 40, 24 et 120 correspondant respectivement aux plus petits communs
multiples de (5 et 6), (5 et 8), (6 et 8), et (5 et 6 et 8). Le principe d’inclusion donne qu’il y

600 = 1000 — 200 — 166 — 125 + 33 + 25+ 41 — 8

entiers qui satisfont la propriété voulue.

Nous sommes maintenant en mesure d’énumérer le nombre de surjections entre deux ensembles.

Proposition 1.11. Pour des ensembles A et B, avec respectivement n et k éléments (k < n),

k
. B v k o
rSuu[A,Bn—jZ_;( D (j)w i (1.79)

Preuve. Pour chaque sous-ensemble C' de B, dénotons F¢ les fonctions qui n’ont pas d’image
dans C, c.-a-d. :
Fo :={f € Fonct[4, B] | Im(f) N C = 0}.
Autrement dit,
Fo = Fonct[A, C].

Bien entendu, par (1.66, iv), le cardinal de cet ensemble est égal a (k — j)™, si j est le nombre
d’éléments de C. Utilisant (1.34), on trouve

Feyue, = Fonct[A,Cp U Cy)
= Fonct[A,C1 N Cy)
= Fonct[A, C1] N Fonct[A, Cs].

Ecrivant plus simplement F;, pour Fy,y, il s’ensuit que

Fo= () Fy
yeC
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D’autre part, 'ensemble F, étant 'ensemble des fonctions de A dans B, qui ont y dans leur image,
il s’ensuit que
SurjlA, B] = () - (1.80)
yeB
On est donc maintenant bien placé pour pouvoir utiliser le principe d’inclusion-exclusion dans le
calcul du cardinal de Surj[A, B]. Le calcul se déroule comme suit :

Suil4,B] = |7

yeB

- >N
CCB yeC

= Y (-1F
CCB

= Z > (—1F Rl
k=0 CE€Py[B

= > D> Yk
k=0 CePy[B]
- n

= St () -y
k=0

ce qui acheve la démonstration. [ |

1.5 Multi-sous-ensembles et monomes

La notion de <« multi-sous-ensemble > apparait lorsqu’on désire permettre (contrairement aux
principes de la théorie des ensembles) la répétition d’éléments d’un ensemble. Pour atteindre cet
objectif, on procede comme suit.

Pour chaque élément z, d’un ensemble fini A donné de cardinal k, on se donne un entier u, (dans
N). C’est la multiplicité de x. Un multi-sous-ensemble est donc un couple (A, r), avec une
fonction v : A — N qui associe & chaque élément de A une multiplicité. Si la multiplicité d’un
élément est 0, alors 1’élément on considere qu’il ne fait pas partie du multi-sous-ensemble. Le multi
cardinal de (A, v) est la somme des multiplicités de ses éléments :

Al = ve, v i=w(2). (1.81)

z€A
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On désigne par M,[A] I'ensemble des multi-sous-ensembles de cardinal n de A. Pour présenter
agréablement les multi-sous-ensembles de A, on se sert d’une notation sous forme de mondéme.
Pour ce faire, on considere les éléments de A comme des variables commutatives, c.-a-d. : xy = y x,
si x et y sont dans A. On associe alors a un multi-sous-ensemble (A, ), le monéme

I .

€A

L’exposant de z est donc sa multiplicité dans le multi-sous-ensemble, et le cardinal |A|, est le degré
de monome. Du ce point de vue mondémial, les 7 multi-sous-ensembles de cardinal 6 de ’ensemble
A = {a, b} correspondent aux 7 monoémes de degré 6 de I’ensemble

Me[A] = {a®, a’b, a’p?, a3b3, a®b?, a b, b°}.

Dans le cas A = [k], un monome est caractérisé par un vecteur d’exposants v = (vi,v2, ... ,Vg)
dans N*, avec norme

v =1 +va+...+vp=n, (avec v; > 0). (1.82)

Pour la suite de notre discussion, on considere aussi la notion de composition de n en k parts,
qui est tout simplement un vecteur n’ayant aucune coordonné égale a 0. Autrement dit, c’est une
solution de I’équation

vi+re+ ... v =n, (avec v; > 0). (1.83)

Observons qu’on a une bijection entre 1’ensemble Compg[n] des compositions de n en k parts (non
nulles), et I’ensemble des sous-ensembles a k — 1 éléments de I'ensemble [n — 1] :

Compy[n] — Pr_1[n —1]. (1.84)

Elle s’obtient en associant a une composition (v1,va, ... ,vk) de n, le sous-ensemble des sommes
partielles

{Vl, vy +uvo, v +rve+ 3, ., (1/1 + v+ ...+ Vk—l)}a (185)

Inversement, pour un sous-ensemble a k — 1 éléments
{ZL‘l,l’Q, cee 7'1"/6—1}’
de I'ensemble [n — 1] (pour lequel les éléments sont placés en ordre croissant), on pose

z1 Si> = 17
Vit=m —wi si2<i<k-—1, (1.86)

n—x; sii=k.
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On conclut donc que

ICompﬂnH=:<Z:i>- (1.87)

Avec tout ceci on peut maintenant calculer le nombre de multi-sous-ensembles de cardinal n d’un
ensemble a k éléments de la facon suivante. Tout simplement, & chaque vecteur (vq1,v9, ... ,vk) de
norme n, on associe bijectivement la composition (v; + 1,9+ 1, ... ;v + 1) de n+ k. On a donc
une bijection

My[n] = Compg[n +k — 1]. (1.88)

Il s’ensuit que le cardinal cherché est

”+k_1> (1.89)

Mulall = ("

C’est ce qu’on appelle le coefficient binomial de 2-iéme sorte :

(=) a

Fonctions et opérations. Une bijection f : (A, n) — (B, v), entre deux multi-sous-ensembles
(A, ) et (B, v), est une fonction bijective de A vers B telle que la multiplicité de f(z) est égale a la
multiplicité de z, c.-a-d. : v(f(x)) = p(x). On dit que f respecte la multiplicité. En particulier,
deux multi-sous-ensembles ont méme cardinal, si et seulement si il existe une bijection entre les
deux.

Les opérations sur les ensembles s’étendent aux multi-sous-ensembles de fagon assez directe. En
fait, la situation est méme parfois plus simple. Ainsi, la somme est plus naturelle dans ce contexte,
puisqu’on pose

(A, ) + (B,v) := (AUB, 1), (1.91)

avec la fonction de multiplicité 7 définie comme

plx) +v(z) si, xe ANB
T(x) == < p(x) si, rc A et x¢B, (1.92)
v(z) sicgA et xteB.

D’autre part, le produit cartésien se définit en posant

(A, n) x (B,v) := (A x B,T1), (1.93)
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avec la fonction de multiplicité 7 définie comme

T(2,y) = () v(y), (1.94)
C’est, définitions font en sorte qu’on a encore

Proposition 1.12. Si (A, u) et (B,v) sont des multi-sous-ensembles finis, alors on a les égalités
sutvantes :

(i) |[A+ Bl = [Al, +[Bl,, (i) |[Ax B[, =[A], [B],. (1.95)

Bien entendu les définitions de somme généralisée (1.15) et produit cartésien généralisé (1.23)
s’adaptent de facon analogue au contexte des multi-sous-ensembles.

1.6 Suite et séries génératrices

Lorsqu’on cherche a trouver une formule pour le nombre
a, de structures construites sur un ensemble & n éléments,
des outils adéquats facilitent grandement le travail. L’ob-
jectif visé par 'introduction (C’est une idée qui remonte
au moins a Euler.) de la série génératrice (ordinaire),
et de la série génératrice exponentielle,

[o¢] [o.¢] Zn’
Zan 2" et Zan o (1.96)
n=0 n=0

d’une suite de nombres (ay,)nen, est de faciliter ces mani-
pulations. En effet, un phénomene fascinant se produit
alors, puisque des calculs tres classiques sur les séries
(et les fonctions associées) correspondent & des manipula-
tions combinatoires tres naturelles. Nous aurons plusieurs
fois I'occasion de le constater, mais ce n’est qu’au chapitre

sur la théorie des < especes de structures > qu’on pourra Leonhard Euler
véritablement bien mettre en évidence cette relation in- (1707-1783)
time entre I'algebre des fonctions et celle des opérations

combinatoires.

Pour cette approche, I'un des principes fondamentaux est le critere d’égalité est que deux séries
ne peuvent étre égales que si leurs coefficients coincident. Autrement dit,

(e.) [e¢]
E an 2"t = E b, 2"
n=0 n=0
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si et seulement si

an = by, pour tout n € N.

C’est donc dire que la série (1.96) caractérise entierement la suite (a,, )nen. Lorsque le développement
en série de Taylor d’une fonction f(z) (sur les réels) est

f(z) = Z an 2" (resp. f(z) = Zan z") , (1.97)
n=0

n=0

on dit que f(t) est la fonction génératrice ordinaire de la suite des nombres a,, (respectivement
fonction génératrice exponentielle). Pour bien mettre en évidence 'intérét de travailler avec
de tels outils, nous allons commencer par étudier un exemple.

Considérons I'identité bien connue

s+t)z _ sz, tz

6( (& - e

En développant en série chaque membre de 1'égalité, on obtient le calcul (Voir (1.102) pour le
produit de séries)

n

Z(S‘Ft)n% _ angztng

n>0 ’ n>0 "n>0
n . n
- (X))
k) n!
n>0 \k=0

Selon le critere d’égalité de séries, on doit avoir I’identité

(s+t)" = Zn: <Z> sk ¢k, (1.98)

k=0

C’est 1a tres exactement 'identité du bindéme de Newton (1.77). Pour faciliter les calculs & venir, il
est bon de rappeler® qu’on a

t . zF
(L+2)"=> tu o (1.99)
k=0

oll on peut méme considéré ¢ comme étant une variable quelconque.

8. Voir votre cours de calcul.
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Opérations sur les séries génératrices. Les séries que nous considérons ici sont des séries
formelles, c’est-a-dire que les préoccupations habituelles (convergence, etc) de 1’Analyse ne s’ap-
pliquent pas. Le point de vue est celui de I’Algebre, et nous nous préoccupons plutot des manipu-
lations ¥ qu'’il est possible d’effectuer sur ces séries (qu’on congoit plus comme étant des polyndomes
de degré infini).

Etant données deux séries formelles f(2) = >, ~gan 2™ et g(z) = > ,~0bn 2" , on a considéré les
opérations

a) la somme :

F(2)+9(2) =) (an+bn) 2" (1.100)

n>0

b) le produit (ou produit de Cauchy)

f(2)g(z) = (Zakbn k> : (1.101)

n>0

b’) dans le cas exponentiel, on a plutot

F(2)g9(z) = (Z <Z> akbnk> % (1.102)

fz)" = (1.103)
1 si, n =0,
d) la dérivée
FE=(+Daa2",  ou  f(2)= a1 (1.104)
n>0 n>0 -
e) et lintégrale
d 1 z J Zn+l
= e t)dt = no——— 1.1
| 5 DFE EAI | s Sonry  0109)

9. Lorsque la situation est essentiellement la méme pour les deux notions de séries, nous ne présentons que le cas
ordinaire.
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On a ensuite des opérations un peu plus complexes comme

f) Tinverse '’ pour le produit, (f(z))~! = 1/f(2), que 'on ne considére que dans le cas ol
ap = 1 dans f(z) :

(f) =D e, (1.106)

n>0
ou ¢y = 1, et les ¢, satisfont les équations
n—1
Cn =Y Chlp_p (1.107)
k=0
Le systeme d’équations (1.107) est triangulaire :
Cp = 17
¢t = —Cpay,
C2 = —Cpaz2 — (101,
€3 = —Cpaz—C1az —C20ay,
€4 = —Copaq —C1az — C2a2 — C30a1,
€5 = —Cpas —Claq4 —C2a3 —C3a2 — C401,

On trouve que ¢ s’exprime comme un polynéme en les a; :
k

co = 1,

€1 = —arp,

o = a’— az,

3 = —ai®+2ajas — az,

i = at—3ai%ax +2a1a3+ al® + ay,

cs = —a15+4a2a13—3a3a12—3a1a22+2a1a4+2a2a3—a5,

L’opération la plus riche est treés certainement la substitution qui n’est définie que lorsque g(0) =
bO = 07
g) et alors
flg@) = D an(gla)™ (1.108)
n>0
= ap+ alblfL‘ + (a2b12 + albg) 5132 + (a3b13 +2 a2b1b2 + albg) SU3
+ (asb1® + 3 agbi®by + 2 asbibs + agbo® + arbs) 2t + ...

10. Attention de ne pas confondre avec 'inverse pour la composition.




38 CHAPITRE 1. ENSEMBLES ET FONCTIONS

Pour plus de détails sur 'utilisation de séries génératrices et de fonctions génératrices, voir [44].

1.7 Exercices

1.1. Montrer que, pour tous ensembles A et B on a
a) A= AU B si et seulement si B=ANB.
b) AU(ANB)=A,et AN(AUB) = A,
1.2. Montrer que, pour tous ensembles A, B et C' deux a deux disjoints, on a
a) A+0=A4,
b) A+ B =B+ A,
c) A+ (B+C)=(A+B)+C.
Pour une famille { Ay };er+7 d’ensembles deux & deux disjoints, avec I et J disjoint, alors on a aussi

d)ZAF«Z&%—Z@

kel+J el JjeJ

1.3. Montrer 'identité (1.24) en considérant la bijection qui associe a deux suites (2;)icr et (y;) e,
pour [ et J disjoints, la nouvelle suite (z;)rcx, avec K =1+ J, ou

xp si, kel
ZE = _
yr si, ke J.

Suggestion : Observer que lorsque I = [n] et J = [m], alors la bijection prend la forme

(@1, @) (Ui, o ym)) = (@ Tyt e Um)-

1.4. Montrer que les ensembles & un élément (les singletons) sont des identités pour le produit
cartésien (& une bijection pres).

1.5. Montrer que, pour des familles d’ensembles {A;}icr et {B;}icr, avec A; disjoint de B; pour
tout 4, on a (a une bijection pres)

[[4i+B)=> (H Ak> < | TIBi |- (1.109)
iel KCI \keK JEK

1.6. Montrer que
a) f: A — B est injective ssi il existe g : B — A tel que go f = Id4.
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b) Le composé de fonctions injectives est injectif.

¢) Donner un exemple d’une fonction injective de {a, b} dans {1,2,3}, ainsi que deux inverses
a gauche distincts de cette fonction.

d) f: A — B est surjective ssi il existe g : B — A tel que fog = 1Idp.
e) Le composé de fonctions surjectives est surjectif.

¢) Donner un exemple d’une fonction surjective de {a, b, ¢} dans {1, 2}, ainsi que deux inverses
a droite distincts de cette fonction.

1.7. Démontrer les Propositions 1.4 et 1.5. Suggestion : Montrer que f* o f~ = Idp4), et utiliser
I’exercice 1.6.

1.8. Vérifier que la correspondance
C «+—— X¢o

donne une bijection entre I’ensemble P[A] et 'ensemble Fonct[A4, {0, 1}].

1.9. Montrer que n! est le nombre de bijections entre deux ensembles de cardinal n.

1.10 (Coefficients binomiaux).

a) Montrer directement (& partir de la définition 1.70) qu’on a les identités

i) <Z> - <n;1> + (Z:i) et ii) (Z) - ”_ZH(kﬁl) (1.110)

b) Montrer que ii) se déduit aussi de I'identité (1.17).

(”jk’> :lzi;(?) <]ﬁz) (1.111)
de la bijection (1.19).

d) Utiliser la formule du binéme de Newton (1.77) pour montrer que

n
1 ontl g
e () [ — (1.112)
1+ 1\ n+1

=0

¢) Montrer qu’on déduit

Suggestion : Intégrer chaque membre de la formule du binome.

e) Montrer par récurrence les identités

1)271:(;):(';11) et ii)i(”ji>:<”+z+l>. (1.113)

=0
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1.11. Soit s et ¢ des variables quelconques, et n dans N. Prouver les formules :
a) £ = (=1)" (=t)(n),

n

n
b) (t+8)my =) <k> t(k) S(n—k)»
=0

) o0 =35 (D)o 00

k=0

1.12.9) Soit A et B deux ensembles, avec |A| = n et |B| =k, et x tel que = & A.

a) Montrer qu’on a 'identité

suild+{oh, Bl = Y {f+{@n} | f€suila, B}
veb (1.114)
+ > {F+{@w} | £ €Suil4, B\ {y}]}
yeB
b) Décrire I'identité (1.114) au moyen d’un dessin.

c¢) En déduire que les nombres T'(a,b) := |Surj[A, B]| satisfont la récurrence
T(n,k) =kT(n—1,k) +kT(n—1,k— 1), (1.115)
avec les conditions initiales, T'(n,1) = 1, T(0,0) = 1, et T'(n, k) = 0 lorsque n < k.

1.13. Soit A de cardinal n, et B de cardinal k. Considérons 'ensemble Fonct;[A, B] des fonctions
dont I'image est de cardinal j :

Fonct;[A, B] := {f : A — B | |Im(f)| = j}.

Montrer que
a) Fonct;[A, B] = Z Surj[A, C],
CeP;(B]
b) En déduire l'identité
k
k
Er= ( ) T(n,j), (1.116)
=
ou les nombres T'(n, k) sont tels que définit en (1.115).
1.14. Rappelons qu'une composition de n en k parts est une solution en entiers positifs non nuls
a I’équation
Vi +urv+ ... VU =n.
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a) Trouver toutes les compositions de n, pour k allant de 1 a n, avec n < 4.

b) Prouver que le nombre total de compositions de n est 2771,

c¢) Trouver une bijection explicite entre ’ensemble des compositions de n en k parts, et I'en-
semble des compositions de n en n — k + 1 parts.

1.15. Généraliser une construction de la preuve du Théoreéme 1.7 en montrant que, pour A de
cardinal n, on peut construire explicitement une bijection

InjlA,C] = > Bij[B,C]. (1.117)
BeP,[C]

1.16 (Ensembles pondérés).(*) Soit R un anneau commutatif. Un ensemble pondéré, a valeur
dans R, est un couple (A, ), ot A est un ensemble fini, et & : A — R est une fonction qui associe
un poids «a(x) a chaque élément = de A. Si la fonction de poids est clairement identifiée, on désigne
plus simplement par A I’ensemble pondéré en question. Le cardinal (pondéré) d’'un tel ensemble

pondéré A est
A= a(x).
€A

On définit la somme disjointe et le produit cartésien d’ensembles pondérés (A, ) et (B, ),

en posant
(A,0) +(B,B) = (A+ B,w), et (A,a)x(B,B):=(AxB,7),

avec

et y((z,y) = alx) B(y).

a(z) si, z€ A
B(z) sizeB.

a) Montrer qu’on a alors
|A+ B| = |A|+|B|, et |Ax B|=|A||B|.

b) On pondeére les ensembles P[S] et P.[S] en donnant le poids t* aux parties & k éléments de
S. Montrer que, si .S contient n éléments, on a

PIsll =+, e Puls) = ()

¢) En déduire, via (1.16), la formule du bin6me de Newton :

(1+1)" = i (Z) k) (1.118)

k=0

1.17. Quel que soit les ensembles A, B, et C, respectivement de cardinal n, k, et m,
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a) trouver des bijections explicites :
i) Fonct[A + B, C] — Fonct[A, C] x Fonct[B, C1,
ii) Fonct[A, B x C] — Fonct[A, B] x Fonct[A, C1, (1.119)
iii) Fonct[A, Fonct[B, C]] — Fonct[A x B, C].

b) En déduire que

i) m"F = mkmn, i) (m- k)" =m"E", et iii) (m*)" =mk" (1.120)

T

1.18. Prouver que e™® - ¢® = 1 implique l'identité

pour n > 1.

1.19. Montrer que

o (7)) =X0n () SR () am ot

Programmation mathématique

1.20 (Génération de sous-ensembles).

a) Au moyen de la formule (1.17), écrire une procédure récursive qui calcule 'ensemble des
parties a k éléments d’un ensemble.

b) Utiliser la bijection entre P[A] et Fonct[A, {0,1}] pour construire une autre procédure de
calcul de P[A].

c¢) Ecrire une procédure qui engendre aléatoirement (avec distribution uniforme ') un élément

de Pi[A].

1.21. Concevoir des procédures ' qui, étant donnés des ensembles finis A et B, et k dans N,
engendrent les ensembles :

a) Rely[A, B], b) Fonct[A,B], c¢) Bijl4,B], d)Inj4,B], e)*) Surj[4,B]

Attention, ces ensembles deviennent rapidement trés grands.

11. Chaque élément doit avoir la méme probabilité d’étre engendré, a savoir 1/N, ou N est le nombre d’éléments
de ’ensemble concerné.
12. Les exercices marqués d’une étoile () sont plus difficiles.
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1.22. Concevoir des procédures de calcul formel qui, étant donnés des ensembles finis A et B,
engendrent aléatoirement (avec distribution uniforme) un élément de :

a) Rely[A, B], b) Fonct[A,B], c¢) Bij[4,B], d)Inj[4,B], ¢)® Surj[4,B]

Ces procédures devraient pouvoir fonctionner pour des ensembles beaucoup plus grands que ceux
de I'exercice précédent.
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Chapitre 2

Relations et graphes

2.1 Introduction

Nous allons maintenant étudier plus en profondeur les relations sur un ensemble A, c.-a-d. : de A
vers A. Pour celles-ci, on a plusieurs propriétés intéressantes. Les relations possédant certaines de ces
propriétés donnent lieu a de nouveaux concepts importants. L’un d’entre eux est trés certainement
la notion de graphe, mais plusieurs autres notions vont apparaitre naturellement dans ce contexte.

2.2 Relations sur un ensemble

La notion de relation sur un ensemble correspond au cas particulier de relation entre ensembles (au
sens du chapitre précédent), avec la particularité que les deux ensembles impliqués coincident. Ainsi,
une relation R sur un ensemble A est simplement une relation de A vers A, c.-a-d. : R C A x A.
Il y a donc 2(n*) relations de A vers A, lorsque A contient n éléments. Ainsi, pour A = {a, b}, on a

les 16 relations

Rel[A,A] ={ 0,
{(a,a)},
{(a,a),(a,b)},
{(a,0), (b, a)},
{(a/7a)7(a7b>7(b7a/)}7
{(a,a), (b, a),(b,b)},
{(a,a),(a,b), (b,a),(b,0)} }.

Si le couple (z,y) est un élément de R, on dit que z est en relation R avec y. On écrit parfois x R y.
Il est aussi courant de < dessiner > les couples (z,y) sous la forme d’< arcs > allant du point = au

45
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point .

e 7 —e

X Y

Chaque relation donne alors lieu & un dessin qu’on appelle graphe orienté sur A. Dans ce contexte,

les éléments de A sont appelés sommets, et chaque couple (z,y) est un arc du graphe. Il est

traditionnel de présenter un graphe orienté G comme étant un couple (A, R), avec R C A x A, pour

souligner le role de ’ensemble A des sommets. Les graphes orientés de sommets A, et les relations

sur A, sont donc deux points de vue différents pour un méme objet mathématique. La Figure 2.1

illustre par un dessin ! cette notion de graphe orienté. On dit d'un arc (z,x) que c’est une boucle
b

FIGURE 2.1 — Le graphe orienté {(a,a), (a,b), (a,d), (a,e), (d,b), (d,c), (a,c)}.

du graphe.

On désigne par Gro[A] 'ensemble des graphes orientés sur A, c.-a-d. :
Gro[A] = P[A x A]. (2.1)

Ce n’est donc qu’un autre nom pour les relations de A vers A. Les graphes orientés de sommets
{e, e} sont les 16 graphes de la Figure 2.2.

Une relation R sur A est dite
(a) réflexive si pour chaque x dans A, on a (z,z) € R,
(b) symétrique si (x,y) € R entraine (y,z) € R,
(c) antisymétrique si (z,y) € R et (y,x) € R entraine z =y,
(d) tramsitive si (z,y) € R et (y,2) € R entraine (z,2) € R.

La plus simple des relations réflexives, sur un ensemble A, est la relation d’égalité entre éléments
de A. Le sous-ensemble correspondant de A x A est clairement {(x,z) | x € A}. Il est parfois dénoté
A, ou encore Id4. On dit que deux éléments = et y sont comparable pour la relation R, si au
moins 'un des deux couples (x,y) ou (y,z) appartiennent a R.

1. Bien entendu, plusieurs dessins différents peuvent correspondent au méme graphe. Nous y reviendrons.
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e o o & oo (3@

® o (b-o o4& (-9

oo (» -0 o ¢ o 9

oo (» @& (s "8 (9 e

FIGURE 2.2 — Les 16 graphes orientés a deux sommets.

Le graphe orienté correspondant a une relation réflexive contient une boucle en chacun de ses
sommets. Lorsque la relation est symétrique, le graphe contient un arc allant de x a y, si et seulement
si il contient un arc allant de y a .

En passant a la fonction caractéristique (comme en (1.40)), on transforme une relation R sur [n] en
une matrice carrée n X n, de 1 et de 0, dénoté X . Si la relation R est réflexive, alors la matrice X
a des 1 sur sa diagonale principale, c.-a-d. : Xg(i,7) = 1; et si R est symétrique, alors la matrice
Xpr est symétrique. Nous allons voir plus loin que les puissances de la matrice X (pour le produit
usuel) ont une signification tres naturelle. La matrice associée a la relation d’égalité Idy,), est la
matrice identité n x n. Pour un graphe orienté G = (A, R), on dénote aussi Xg la matrice de la
relation R. On dit que Xg est la matrice d’adjacence du graphe.

On désigne par Trans[A] 'ensemble des relations réflexives transitives sur A. Il s’ensuit directement
des définitions que l'intersection R N Ro, de deux relations réflexives et transitives Ry et Ra, est
aussi une relation réflexive transitive. Cela implique que

Proposition 2.1. Pour toute relation R sur A, il existe une unique relation réflexive et transitive
R sur A qui est minimale parmi toutes les relations réflexives transitives contenant R.

Preuve. Il suffit de prendre R égal a 'intersection de toutes les relations réflexives et transitives
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sur A qui contiennent R. Autrement dit,

Ri= () T (2.2)

RCT
T eTrans[A]

Observons que toute relation R est contenue dans la relation transitive A x A. L’intersection en
(2.2) a donc lieu sur une famille non vide. [

On dit que R est la fermeture transitive de la relation R. Observons que la fermeture transi-
tive d’une relation symétrique est une relation symétrique. En principe, la Proposition 2.1 fournit
une méthode pour calculer la fermeture transitive d’une relation. Cependant, cette méthode est
essentiellement impraticable. On verra & la Section 2.6 une méthode efficace pour ce calcul.

Fonctions compatibles avec des relations. Il est fréquent qu’on ait & considérer des fonc-
tions entre deux ensembles, chacun muni d’une relation, et que cette fonction <« traduise > une
relation dans 'autre. Plus précisément, soit Ry et Ry des relations respectivement sur les ensembles
A1 et Ay. On dit alors que f: A7 — Ay est compatible avec les relations Ry et Ro, si

(z,y)e R = (f(x), f(y) € 5. (2.3)

On dit aussi que f est un morphisme du graphe orienté G; = (A1, R1) vers le graphe orienté
Gy = (A2, Ry), et on écrit f : G — Ga. Le composé de morphismes de graphes est un morphisme
de graphe. Intuitivement, f envoie un arc de G; sur un arc de GGo, en respectant les notions de
source et de but. Par exemple, avec 41 = {a, b, c} et A2 ={1,2,3,4}, la fonction

fla)=1,  f(b)=3, et flo)=1,

donne un morphisme (voir la Figure 2.3) entre les graphes orientés correspondant aux relations

Ry = {(avb)a(bvb)v(b7c)}
Ry = {(1’ )’(172)7(271)’(2’2)7(374)}'

Si la fonction inverse de f est aussi un morphisme de graphe, alors on dit qu’on a un isomorphisme
de graphe, c.-a-d. : les deux graphes sont de méme forme. Nous allons développer 1’étude de toutes
ces notions au Chapitre 6.
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FIGURE 2.3 — Un morphisme de graphe orienté

Relations réflexives symétriques, et graphes simples. Plusieurs relations sont réflexives,
mais parmi celles-ci les relations symétriques jouent un réle particulier. Pour alléger la discussion
les concernant, il est courant de simplifier leur présentation de la facon suivante. Puisque tous les
couples (z,x) apparaissent dans la relation, on convient de ne pas les écrire (leur présence étant
sous-entendue). De plus, pour z # y, on remplace les deux couples (z,y) et (y,x) par la paire
{z,y} (dont on exploite ici la symétrie {z,y} = {y,z}). Modulo ces simplifications (qui ne nous
font pas perdre d’information), une relation réflexive symétrique sur A devient tout simplement un
sous-ensemble de Py[A]. Réciproquement, tout tel sous-ensemble détermine clairement une relation
réflexive symétrique.

On rend plus imagée ’étude de ces objets en les dessinant, comme on ’a fait pour les relations
en général. On obtient alors la notion de graphe (ou graphe simple) sur A. Encore une fois, les
éléments de A sont les sommets du graphe, mais on a maintenant des arétes (non orientées) {z,y},
plutot que des arcs. On dit qu’on a une aréte {x,y} entre les sommets z et y, et alors les sommets
x et y sont dits adjacents. Un graphe sur A est donc un couple (A4, R), avec R dans P[P2[A]]. La
Figure 2.4 donne une représentation par dessin du graphe G = (A, R) sur I’ensemble de sommets

A={a,b,c,d,e},
avec comme arétes les éléments de 'ensemble

R ={{a,b},{a,d},{a, e}, {b,d},{c,d},{c,e}}.

Encore une fois, plusieurs dessins différents peuvent correspondent au méme graphe. Ainsi le graphe
de la Figure 2.4 peut tout aussi bien se dessiner comme a la Figure 2.5 (qui est cependant un peu
moins jolie). De plus, il se peut que le graphe soit si complexe quun dessin ne soit d’aucune utilité
(voir Figure 2.6), sauf peut-étre pour les esthetes. Il est classique de souligner quun des premiers
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FIGURE 2.5 — Autre représentation du graphe de la Figure 2.4.

e

Fi1GURE 2.4 — Un graphe.

b
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C

problémes connus de la théorie des graphes (résolut par Euler), consiste a trouver une fagon de
traverser les 7 ponts de la ville de Konigsberg (telle qu’elle était au 17-ieme siecle, voir Figure 2.7)
sans passer deux fois par le méme pont (Voir Exercice 2.3).

On dénote Gra[A] I'ensemble des graphes sur A, et on a donc

Gra[A] := P[P2[A]].

De méme, I'’ensemble des graphes sur A qui contiennent exactement k arétes est

et on a évidemment

Grag[A] := P[P2]A]],

Gra[A] = Z Grag[A].
k=0

Le nombre de graphes a a sommets est

|Gra[A]| = 2(5).

Pour A = {a,b,c}, on a les 8 graphes :

o,

° o o °
b. .c b/.c b.\c b.—.c
a a a a

(2.6)
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FIGURE 2.6 — Un grand graphe.

Deux graphes trés particuliers ressortent, le graphe discret (A, (), qui ne contient aucune aréte,
et le graphe complet (A, P2[A]), qui contient toutes les arétes possibles.

L’étude des graphes, et de leurs propriétés, est un vaste domaine sur lequel nous allons revenir.

2.3 Relation d’équivalence

Un autre type important de relation sur un ensemble est celui de relation d’équivalence R sur A.
C’est une relation qui est a la fois réflexive, symétrique et transitive. Plutot que d’écrire (z,y) € R,
on écrit souvent x ~ y, et on dit que x est équivalent & y. Ainsi, < ~ > est une relation d’équivalence
si et seulement si, pour tout x, y et z dans A, on a

(a) « ~,
(b) siz ~y, alors y ~ x,
(c) siz~yetynr z, alors x ~ z.

On désigne par Equiv[A] I’ensemble des relations d’équivalences sur A. Ainsi, pour A = {a,b,c}, on

a les 5 relations d’équivalence

Equiv[A] ={ {

b,a), (a,c),(c,a),(b,c),(c,b)} }.
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KONINGSBERGA.

FIGURE 2.7 — Les 7 ponts de Konigsberg en 1652.

La premiére relation dans cet ensemble est le relation d’égalité entre éléments de A. Il découle de la
Proposition 2.1 qu’on peut considérer la notion de relation d’équivalence engendrée par une relation
R. C’est la fermeture réflexive, symétrique et transitive de R. Par exemple, la relation d’égalité est
la relation d’équivalence engendrée par la relation vide.

Le graphe simple associé a une relation d’équivalence a une structure tres particuliere. Il se
décompose en graphes disjoints qui sont tous complets. Cela mene naturellement a la notion sui-
vante.

Une classe d’équivalence, pour une relation d’équivalence < ~ > sur A, est un sous-ensemble B,
de A, qui a tous ses éléments équivalents deux a deux. Autrement dit, on a

(a) pour chaque z, y dans B, on a x ~ z,

(b) pour z dans B, si x ~ z alors on a forcément y € B.

s d b R

FIGURE 2.8 — Une partition est un recouvrement en parties non vides disjointes.
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On dénote [z] _ la classe d’équivalence (selon < ~ >) contenant z, et
(A/~) = {[z]. |z € A}, (2.7)

dénote I’ensemble des classes d’équivalences (on dit aussi que A/~ est le quotient de A par
la relation d’équivalence) selon la relation < ~ > sur A. On vérifie que

(a) chaque classe d’équivalence est non-vide,
(b) pour B et C dans (A/~), on a BNC # () si et seulement si B = C,

(c) les classes d’équivalences recouvrent A, c.-a-d. :

J B=4

Be(A/~)

Un tel recouvrement est une < partition > de A. Plus généralement, on dit d’une famille P = (B;);er,
de sous-ensembles non vides B; de A, qu’elle forme une partition de A si et seulement si

BiNB; =0, sii#j, et A=|]B.
1€l
Chaque élément de la famille P est une part (ou un bloc) de la partition P. La notion de par-
tition est illustrée a la Figure 2.8. On vérifie facilement que la donnée d’une partition P de A
est équivalente a la donnée d’une relation d’équivalence sur A. En effet, il suffit de poser a ~ b
si et seulement si a et b sont dans la méme partie de P. Autrement dit, les classes d’équivalence
correspondent exactement aux parts de la partition. La Proposition 1.1 affirme que ’ensemble des
fibres d’une fonction f : A — B forme une partition de ’ensemble A. Autrement dit,

Proposition 2.2. Pour toute fonction f : A — B, on a une relation d’équivalence sur A définie
par

z~py, ssio f(z) = f(y) (2.8)

Les classes d’équivalences correspondantes sont les fibres non vides de f.

On dit de la partition de A donnée par les classes d’équivalences de la relation < ~f >, que c’est
la partition en fibre de la fonction f.

Inversement, pour une relation d’équivalence donnée, on peut toujours construire une fonction
particuliere, la projection sur le quotient, dont les fibres sont les classes d’équivalence de cette
relation. Cette fonction, dénotée 7. : A — A/~ est simplement définie en posant que 7. (z) := [z]_.
C’est clairement une surjection. Avant d’énoncer la proposition reliant ces notions, convenons de
dire qu'une fonction f : A — B est compatible avec la relation d’équivalence si et seulement
si, pour tout x et y dans A,

T~y - flx) = f(y). (2.9)

On a alors que
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Proposition 2.3. Si l’ensemble A est muni d’une relation d’équivalence < ~ >, et f: A — B est
une fonction compatible avec cette relation, alors, on a une unique fonction f.. : (A/~) — B, telle
que f = foom~. En fait, on a

f(lz]) = f(=). (2.10)

Pour illustrer tout ceci, considérons sur A = [6] la relation d’équivalence pour laquelle = ~ y si et
seulement si y — x se divise par 4. Cette relation contient donc les couples

{(1,1),(1,5),(5,1),(5,5),(2,2),(2,6), (6,2), (6,6), (3,3), (4,4)}.
On a donc (A/~) = {{1,5},{2,6}, {3}, {4}}. La fonction 7. est telle que
me(1) =mu(5) = {1,5},  mu(2) =m(6) ={2,6}, 7(3)={3}, et m(4)={4}.
La fonction f(z) := (—1)* est compatible avec cette relation d’équivalence, puisqu’on a
fA=fG)=-1  fB=-1, [f@2)=f6)=1 et f4)=L1
Quant  elle, la fonction f. est telle que
{5 =-1 {3 =-1 f({2,6})=1,, et f.({4})=1,

et on voit bien que f = f.om..

Partitions. On désigne par Part[A] 'ensemble des partitions de A. Pour A = {a,b,c}, on a les
5 partitions suivantes :

Part[A] = { {{a},{b},{c}}, {{a},{b,c}},
{o}{a, et} (e {a, 03}, {{a,b,¢}) ).

Si les éléments de ’ensemble ordonné A s’y prétent, on utilise parfois une notation plus compacte
(sous forme de mots) pour les partitions sur A. Pour chaque part, on forme un mot en disposant
les éléments de la part en ordre croissant, les parts sont placées en ordre lexicographique (l'ordre
de leur plus petit élément) et séparé par des tirets. Ainsi, on a

Part[A] = {a—b—c, a-be, ac-b, ab-c, abc}.

De fagon plus imagée, ces mémes partitions se représentent comme suit :
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e ae | | ae =2 '
\ 7 o — B
o o eb e b ob
N ~ / :

e /co ce Ceo \ Ceo

On a alors la proposition suivante, qui raffine (d’une certaine fagon) la Proposition 2.2. Comme nous
allons le voir plus explicitement ci-dessous, elle correspond a dire qu’une fonction est caractérisée par
sa partition en fibre, et par le choix d’images, distincte deux a deux, pour ces fibres. La proposition
est donc une < traduction > du dessin de la Figure 1.2.

Proposition 2.4. On a une bijection naturelle”

Fonct[4, B] = Y Inj[P, B]. (2.11)
PePart[A]

Bien que la notion de < bijection naturelle >, dont il est question ici, puisse étre formalisée (on
en discute un peu en Section 2.4), nous n’allons que l'illustrer en décrivant explicitement comment
elle correspond & une traduction évidente des éléments de I’ensemble Fonct[A, B] en éléments de
Pensemble > pepaa) INJ[P, B]. Un exemple donne une idée claire du processus. Soit donc

A={a,b,c,dye, f}, et B={1,234}
Considérons la relation fonctionnelle
{(a,1),(b,2),(c,1),(d,2), (e,4),(f, 1)} dans Fonct[A, BJ.
Les fibres non vides pour cette relation fonctionnelle sont les ensembles

{a,c, f}, {b,d}, et {e},

et la partition en fibre correspondante est donc P = {{a,c, f},{b,d},{e}}. On a aussi une relation
bijective

{({a,c, /1, 1), ({b,d},2), ({e}, 4)}
qui donne les images respectives pour chacune de ces fibres. C’est une relation injective de I’ensemble
P vers I'ensemble B. La bijection, dont il est question dans (2.11), est donc celle telle que

{(a7 1)7(67 2)7(07 1)7(d7 2)7(674)7(f7 1)} = {({a7 c? f}’ 1)7({b7 d}72)7({e}74)}

Plus généralement, pour une fonction f : A — B quelconque, la bijection en (2.11) est donc
explicitement donnée par la relation bijective

{(z, f(@) [ecAy = AU {y})y) [y eIm(f)} (2.12)

2. Voir la Section 2.4.
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L’ensemble des partitions de A se décompose clairement en la somme disjointe des partitions a

k-parties :
|A]

Part[A] = Z Part[A], (2.13)
k=1

ol
Party[A] :== {P € Part[4] | |P| = k}.

Proposition 2.5. Pour tout ensemble fini A, et x & A, on a l'identité

Party[A + {z}] = {P+ ({z}) | P e Partk_l[A]}+

(2.14)
{(P\ (BY)+{B+{z}} | BeP, Pe Partk[A}}.

E’videmment, l’ensemble Parti[A] ne contient qu’une seule partition, a savoir la partition

{{z} | = € A}.

De méme, l’ensemble Part1[A] ne contient que la partition {A}.

Preuve. Le premier terme dans le membre de droite correspond a ajouter une nouvelle part, ne
contenant que I’élément x, & une partition en & — 1 parties de A . Il est clair qu’on obtient ainsi
une partition de A + {z} constituée d’exactement k parties.

Pour chaque partition P (en k parties) de A, on obtient un élément du second terme de (2.14) en
ajoutant x & l'une des parts B de P. Autrement dit, on remplace B par B + {z} dans P. Pour ce
faire, on enleve d’abord B de P par l'opération P\ {B}; puis on ajoute la part B+ {z} au résultat,
pour obtenir la partition

(P\{B}) +{B +{z}}

de A+ {z}.
La Figure 2.9, présente de fagon un peu plus imagée le processus décrit en (2.14). Les éléments de
A sont les points bleus, et le nouvel élément ajouté, z, est représenté par un point rouge. |

La Proposition 2.5 fournit une procédure récursive (voir Exercice 2.21) pour calculer les partitions
en k parties d'un ensemble donné. D’autre part, si on dénote par {Z} I’ensemble des partitions en
k parties d'un ensemble & n éléments, alors on déduit de (2.14) la récurrence

(i) .

avec les conditions initiales {Z} =1, {711} =1, et {Z} = 0 lorsque k > n. Les nombres {Z} sont
connus sous le nom de nombres de Stirling de 2-ieme sorte. On a les valeurs suivantes pour
ces nombres
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P+ {{r}} (PA\{B}) +{B + {r}}

Ajouter une nouvelle part {z}. Ajouter z a une part existante.

FIGURE 2.9 — La construction de I'identité (2.14)

n\k|l1l 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10
1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 7 6 1

5 1 15 25 10 1

6 1 31 90 65 15 1

7 1 63 301 350 140 21 1

8 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1
10 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

TABLE 2.1 — Les nombres de Stirling de 2-iéme sorte : {Z}

En vertu de la formule (2.13), nombre de partitions d’un
ensemble & n éléments est donné par la somme

By = zn: {Z} (2.16)

k=0

On donne le nom de nombre de Bell a cette somme, on
la dénote B,,. Les premieres valeurs des nombres de Bell
sont les suivantes

0123 4 5 6 7 8 9 10

" Eric Temple Bell
Bn‘l 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975

(1883-1960)

o7
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L’énumération pondérée (voir Exercice 1.13) des partitions d’un ensemble a n éléments, avec poids
t* pour les partitions ayant k classes, donne le polynéme de Bell :

By(t) i= Zn: {Z} k) (2.17)

k=0
Ainsi, on a (par le biais de la Table 2.1) que
BO(t) = 17
BO(t) =1 + ta
Bo(t) = 1+3t+1t%
Bo(t) = 1+ T7t+6t2+13,:

Nous allons revenir au chapitre 6 sur ces polynomes pour en donner une < description > plus
explicite. Pour I'instant, voici certaines propriétés des nombres de Stirling, et des nombres de Bell,
qu’on peut obtenir par des arguments combinatoires directs.

Proposition 2.6. On a les formules :

(e - 204} @19

j=0
" /n
Bu1 = ( ,)Bj. (2.19)
— \J
7=0
Preuve. Pour montrer (2.18), il suffit de considérer, pour une partition de {1,2,...,n+1} en k
partie, la partie contenant 1’élément n+ 1 et, disons, n — j éléments de {1,2,...,n}. Les j éléments
restants de {1,2,...,n} doivent étre partionnés en k — 1 parties.

Pour montrer (2.19), on somme (2.18) avec k allant de 1 & n+ 1. Ou encore, on reprend l’argument
précédent avec une partition arbitraire cette fois des j éléments restants de {1,2,...,n}. |

Proposition 2.7. Le nombre de fonctions surjectives d’un ensemble, A, a n éléments vers un
ensemble, B, a k éléments est k! {Z} Ainsi :

ISurj[A, B]| = k! {Z} (2.20)

Preuve. Ceci découle directement de (2.21). [
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2.4 Bijections naturelles™®)

Comme dans la Proposition 2.11, il se produit souvent qu’on ait deux ensembles qui sont < égaux >,
au détail pres que leurs éléments ne sont pas vraiment les mémes (& strictement parlé). C’est souvent
seulement parce que ces éléments se décrivent de facon légerement différente, mais cela suffit pour
que les ensembles soient différents. Pour illustrer, considérons les ensembles

A= {CL, b,c,d, 6}, et B= {{a}a {b}v {6}7 {d}v {6}},

pour lesquels on a 1’élément x dans A si et seulement si ensemble {z} est dans B. On a x # {x},
et ces deux ensembles sont en fait disjoint. Cela est normal, et méme désirable si I’on veut pouvoir
faire correctement toute sorte d’autres constructions.

Cependant, il y a clairement fagon de passer de 'ensemble A a I’ensemble B par une bijection qui
s’impose presque comme allant de soi, c.-a-d. :

En comparaison, toutes les autres bijections entre A et B (il y en a 119 autres) semblent totalement
< artificielles .

On dit informellement * qu’on a une bijection naturelle entre A et B. Par exemple, en généralisant
lexemple ci-dessus, on a une bijection naturelle entre les ensembles A et P;[A] :

A =5 PiA]L

Il serait en fait catastrophique d’avoir une véritable égalité entre ces deux ensembles, mais la
bijection naturelle joue presque un réle analogue (sans les conséquences facheuses qu’aurait une
égalité). Une autre facon de penser aux bijections naturelles est de considérer qu’elles décrivent un
processus de traduction évident des éléments d’un ensemble en ceux d’un autre.

Donnons maintenant un autre exemple plus élaboré, mais aussi plus intéressant.

Proposition 2.8. Pour tout ensemble fini A et B, avec B de cardinal k, on a une bijection naturelle

SurjlA,B] = Y Bij[P,B] (2.21)
pEParty [A]

La bijection naturelle sous-jacente est en fait exactement comme en (2.12).

3. Dans le contexte de la théorie des catégories (qui n’est ni présentée ni utilisée dans ce texte) on peut donner
un sens précis a la notion de < bijection naturelle .
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2.5 Ordres

Mettre en ordre les éléments d’un ensemble est non seulement naturel, mais cela est parfois essentiel
pour pouvoir analyser et comprendre un probleme. De plus, lorsqu’on cherche a compter les éléments
d’un ensemble de structures, le fait de savoir les énumérer (les présenter successivement) dans un
certain ordre facilite grandement le travail. Bref, la notion d’ordre est essentielle pour toutes sortes

de raisons *.

Une relation d’ordre (on dit aussi un ordre) < < » sur un ensemble A, est n’'importe quelle
relation qui est a la fois réflexive, antisymétrique et transitive. Si le couple (z,y) fait partie de la
relation d’ordre, on écrit x < y, et on dit que z est plus petit ou égal a y. On a donc que < < > est
un ordre sur A si et seulement si, pour tout z, y et z dans A, on a

(a) = =2z,
(b) siz Xyety =<z, alorsz =y.
(c) siz Xyety =<z alorsz < z.

Un ensemble ordonné® est un couple (4, <), olt « < > est un ordre sur A. Si 'ordre sous-jacent
< =X > est clair, on écrit aussi plus simplement A, plutét que (A, <). On écrit = < y lorsque x < y et
x # y. Un exemple typique d’ensemble ordonné est obtenu en considérant la relation d’inclusion sur
lensemble P[A], des parties de A. En effet, il découle de (1.6) que I'inclusion est bien une relation
d’ordre. La Figure 2.13 présente ® I'ensemble ordonné (P[{a, b, c}], C).

Attention, la définition d’ensemble ordonné ne signifie pas que ’on puisse comparer tous les éléments
de I’ensemble, et cette notion mathématique ne coincide donc pas avec la notion utilisée < dans la
vie courante >. Cette derniere correspond plutot au concept d’ordre total au sens ci-dessous.

Un ordre total (ou linéaire) < < >, est un ordre sur A pour lequel tous les éléments de A sont
comparables deux a deux, c.-a-d. : pour chaque a et b dans A, on a soit a < b ou b < a. On dit
alors que (A, <) (ou simplement A) est un ensemble totalement ordonné, ou encore qu’on a listé
les éléments de A.

La Figure 2.10 présentes ’ tous les ordres totaux sur I’ensemble A = {a, b, c}. Les ordres possibles
sur {a, b, c} incluent non seulement ces 6 ordres totaux, mais aussi les 13 autres de la Figure 2.11,
pour un total de 19.

On désigne par Ord[A] ’ensemble des ordres sur A, et par L[A] ’ensemble des ordres linéaires sur

4. Pensez au coté peu pratique d’un dictionnaire dans lequel les mots seraient disposés au hasard.

5. Les anglophones parlent de < partially ordered set >, et utilisent le néologisme < poset .

6. Sous la forme du diagramme de Hasse de l'ordre, au sens défini un peu plus loin.

7. Pour simplifier la présentation, on ne dessine pas les boucles qui sont en principe présentes pour tous les
sommets.



2.5. ORDRES 61

c b c a b a
b c a c a b
a a b b c c

FIGURE 2.10 — Les 6 ordres totaux sur {a,b, c}.

c ob| |ec ea| |eb ea| | ea b c

ea eb ec

FIGURE 2.11 — Les 13 autres ordres sur {a, b, c}.

A. Sur l'ensemble {a, b}, on a les 3 ordres

Ord[A] = { {(ava)v (b7 b)}a
{(a,a), (a,b),(b,b)},
{(6,0),(b,a), (a,a)} }.

La proposition suivante relie la notion d’ordre linéaire sur A aux bijections entre A et [n], ot n est
le cardinal de A.

Proposition 2.9. Pour un ensemble A a n éléments, il y a des bijections naturelles
Bij[n, A] — L[A]. (2.22)
Le nombre d’ordres linéaires sur A est donc est n!, c.-a-d. :

IL[A4]| = nl. (2.23)

Preuve. Etant donnée une bijection f : [n] = A, on pose f(i) < f(j) si et seulement si i < j
selon I'ordre usuel sur les entiers. Il est facile de vérifier que cela définit une relation d’ordre linéaire
sur A. -
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La restriction <p d’un ordre <4 sur A & un sous-ensemble B de A est une relation d’ordre qui
est définie, pour z et y dans B, par le fait que

x =gy ssi = =4v. (2.24)
On dit aussi que (B, <p) est un sous-ordre de (A, <4). Si Pordre est total sur A, alors la restriction
de 'ordre & B est un ordre total.

Lorsque A, est un ensemble de cardinal n, on peut décrire les éléments de L[A] (qui sont tous les
ordres totaux sur A) sous la forme de mots. Cette description d’un ordre prend la forme

T1Ty -+ T, (2.25)

avec x; = z(i) pour = : [n]——A, et 'ordre est x; < ; ssi i < j. Dans cette notation, on a les 6
ordres totaux sur [3] :
L[3] = {123,132,213, 231,312,321}

Il n’y a pas encore de formule connue pour le nombre O,,, d’ordres sur un ensemble a n éléments.
On connait au moins les valeurs suivantes :

n |01 2 3 4 5 6 7 8 9
O, |1 1 3 19 219 4231 130023 6129859 431723379 44511042511

Apparemment, la plus grande valeur connue est pour n = 16, et c’est :
241939392597201176602897820148085023.

On n’a jusqu’ici décrit certaines constructions (comme les matrices d’adjacences) que dans le cas de
I’ensemble [n]. On peut maintenant étendre toutes ces notions aux ensembles totalement ordonnés,
en exploitant (2.22).

Pour des éléments distincts x et y d’un ensemble ordonné (A, <), on dit que y couvre z, si il n’y
a aucun élément de A, autre que z et y, se situant entre x et y. Autrement dit, si x < z < y, alors
forcément z = x ou z = y. On écrit alors * —< y (ou plus simplement x — y). Toute I'information
sur la relation d’ordre peut-étre entierement récupérée (voir Section 2.6) a partir de la relation de
couverture, C< (ou plus simplement C), constituée des couples (z,y) pour lesquels x est couvert
par y, c.-a~d. :

(r,y) €C, ssi x—vy, (2.26)

et donc x # y. Une relation de couverture est antitransitive, c.-a-d. :

((r,y) eC et (y,2)elC) = (x,2)¢C.

Une relation d’ordre est tout simplement la fermeture transitive de sa relation de couverture, c’est-
a~dire que

~

x =<y, ssi (z,y)€C. (2.27)
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Autrement dit, on a x < y si et seulement si il existe une suite de la forme
rT=x9) —=T1 — = Tp=1Y,

pour un certain k > 0.

Un ordre est tres fréquemment présenté en ne décrivant
que la relation de couverture associée, parce que celle-ci est
beaucoup plus compacte, ou plus simple a présenter. Pour
illustrer, observons que n’importe quelle relation d’ordre
linéaire sur n éléments contient n(n+1)/2 couples, tandis
que la relation de couverture correspondante n’en contient
que n — 1.

Le graphe orienté correspondant a la relation de cou-
verture d’un ordre porte habituellement le nom de dia-
gramme de Hasse de 'ordre. Pour en simplifier un peu
la présentation, on dispose le dessin de facon a ce que les
arcs soient tous orientés du bas vers le haut. Du coup, on
peut négliger de dessiner la fleche qui indique le sens de
parcours de l’arc.

Helmut Hasse
(1898-1979)

Ainsi, on a le diagramme de Hasse de la Figure 2.12, qui décrit une relation de couverture dont les
éléments sont

{(123,213), (123,132), (213, 231), (132, 312), (231, 321), (312, 321))},

sur 'ensemble {123,132, 213,231, 312,321}.

Nous allons revoir cet exemple au Chapitre 5. Lorsque la relation d’ordre est totale, le diagramme

321

231 312

213 132

123
FIGURE 2.12 — Un diagramme de Hasse

de Hasse correspondant est une chaine.
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Un interval [z, y]< (ou [z,y]), d’un ensemble ordonné (A, <), est 'ensemble des éléments de A qui
se trouve entre x et y, c.-a-d. :

[z, yl<:={z ]|z =2 e z=2y} (2.28)

En particulier, [z,y] = 0 si £ y, et [z,y] contient exactement deux éléments si et seulement si
T — .

Pour un ensemble ordonné A, on dit que s € A est le supremum de deux éléments = et y de A, si
s est le plus petit élément de A qui est a la fois plus grand que x et plus grand que y. S’il existe,
le supremum est unique, et on le dénote x V y. Autrement dit, on a

(s=z et s=y) ssi s=<(xVy). (2.29)
De facon analogue, on a la notion d’infimum de x et y, dénoté = A y, avec
(x <t et y=<t) ssi (xAy) =<t (2.30)

S’il n’existe aucun élément de A qui soit plus petit que x, alors on dit que z est un élément
minimal de A, c.-a-d. : y < x implique y = z. De facon semblable, z est un élément maximal
de A, c.-a-d. : < y implique x = y. S’il existe x dans A tel que x < y (resp. y < z), pour tout y
dans A, on dit que x est le maximum (resp. le minimum) de A. On désigne souvent par 1 (resp.
par 0) le maximum (resp. minimum) d’un ensemble ordonné (qui en a un). Un ensemble ordonné
peut ne pas avoir de maximum, ou de minimum (voir Exercice 2.12), mais il a toujours au moins
un élément minimal, et au moins un élément maximal.

Graduation. On dit qu'un ensemble ordonné (A, <) est gradué, si A est muni d’une fonction
de rang
p:A—1Z, (2.31)

avec p(y) = d(z) + 1, si y couvre x dans A. Les ensembles ordonnés n’admettent pas tous des
fonctions de rang. Pour voir quand cela est possible, on considere la notion de chaine, i.e : une
suite (zg,z1, ... ,xx) d’éléments de A telle que x; < z;j+1. On dit que k est la longueur de la
chaine. Une chaine est dite maximale s’il est impossible d’y insérer un élément. Autrement dit,
on a que x;y1 couvre x;, pour tout i < k. On montre (voir Exercice 2.11) que

Proposition 2.10. Un ensemble ordonné peut étre gradué, si et seulement si toutes les chaines
mazimales entre deux éléments ont la méme longueur.

Comme les ensembles que nous manipulons sont toujours finis, on peut toujours choisir la fonction
de rang pour que les valeurs soient dans N (quitte a tout décaler les valeurs). Si A admet un



2.5. ORDRES 65

minimum, on s’arrange de plus pour que son rang soit 0. L’énumérateur de rang de A est le
polynéme défini comme

Ra(t) =Y @), (2.32)

z€EA

Un treillis est un ensemble ordonné dans lequel toute paire d’éléments admet un infimum et un
supremum. Comme nous nous restreignons aux treillis finis, il en découle qu’on a forcément un
minimum, et un maximum. Un exemple < typique > de treillis est donné par ’ordre d’inclusion sur
I’ensemble des parties de A. Le supremum est 'union, et I'infimum est I'intersection. Ainsi pour les
parties de {a, b, c}, on a le treillis dont le diagramme de Hasse est donné a la figure 2.13.

{a,b,c}

/1N

{a,b} {a,c} {b,c}
/

X X
@ ©

N

0

FIGURE 2.13 — Treillis des sous-ensembles de {a, b, c}
Le treillis des sous-ensembles d’un ensemble A & n éléments, peut-étre muni de la fonction de rang
p:P[A =N,

en posant p(B) = k, si B est un sous-ensemble de cardinal k£ de A. Le polynéme énumérateur de
rang associé est donc

Rppa(t) = > Z) t*

k=0
= (1+t)™ (2.33)

Opérations. Si (A;, =) des ensembles ordonnés, avec i = 1,2,...,n, alors on construit les
ensembles ordonnés :
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1) somme : A; + Aj, ou la relation d’ordre est <:==; + <3. C’est donc dire que, pour = et y
dans A; + As, on a
xr =1y, avec x ety appartenant & Ay, ou

r =y ssi
x =<9y, avec x et y appartenant a As.

, — .
2) somme ordonnée : A; + Ay, avec la relation d’ordre :

xr =<1y, avec z ety appartenant & A;, ou
r =y ssi r <oy, avec x ety appartenant a As, ou

r€e€A et ye A

Si Aq et Ay sont totalement ordonnés, alors Aq I) Ao Vest aussi.

3) produit cartésien général : A1 x Ay X --- X Ay, avec 'ordre composantes & compo-
santes :
(1, o yxn) S (Y1, o yyn)  ssi (Vi) x; =<5 v
o4 (2,4)
®3 (2,4) (2,3)

I 2 I 4 °2 (2,3) (1,4) (1,4)

1 o3 ol (1,3) (1,3)
A+ As A1 F Ay Ay x Ag Ay X Az

FIGURE 2.14 — Les opérations.

4) produit lexicographique : A; x;y As, avec 'ordre :

) r1 =1 Y1, ou
(x1,22) =< (y1,y2) ssi
rT1=Yy1 et x2 X9 yo.

Si A1 et Ay sont totalement ordonnés, alors Aj :J As Dest aussi.
5) produit lexicographique général : A; xy A X; -+ X, A, avec 'ordre :
(1, - yxn) 21, o syn)  ssi (F) wr=y1, oo, Tim1 =Y, et xSy

Si les A; sont totalement ordonnés, alors leur produit lexicographique ’est aussi.
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En guise d’exemple, si Ay = {1,2} et A2 = {3,4} (chacun avec l'ordre usuel), alors on a les divers
ordres présentés a la Figure 2.14, donnés en terme du diagramme de Hasse correspondant. Comme
autre exemple, on a aussi le diagramme de Hasse suivant pour [2] x [3] :

(2,3)

Fonctions croissantes. Si A et B sont deux ensembles ordonnés, avec les ordres respectifs
<4 et <p. On dit d’une fonction f : A — B qu’elle est croissante si et seulement si, pour tout
élément x et y dans A, on a

T34y = f(x) 2B f(y). (2.34)

On désigne par Croi[A, B] I'ensemble des fonctions croissantes de A vers B. Convenons d’écrire
x <y, lorsque x < y et x # y. On dit d’une fonction croissante f : A — B qu’elle est strictement
croissante, si

T <Ay — f(x) <B f(y), (2.35)

et Strict[A, B] désigne ’ensemble des fonctions strictement croissantes de A vers B. Bien entendu,
on a l'inclusion

Strict[A, B] C Croi[A, B]. (2.36)
Si A et B sont totalement ordonnés, avec k = |A| < |B]|, alors il y a une bijection naturelle
Strict[A, B] — P[B]. (2.37)
On a dong, si n = |B],
Strict[A, B]| = (Z) (2.38)

Par exemple, les fonctions strictement croissantes de [3] vers [5] sont (sous forme de mots) :
Strict[3, 5] = {123,124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345}.

En particulier, il y a une et une seule fonction strictement croissante entre A et B, si k = n, et
c’est forcément une bijection. De plus, le nombre de fonctions croissantes (voir (1.84)) entre A (de
cardinal k) et B (de cardinal n) est donné par le coefficient binomial de 2-ieme sorte :

|Croi[A, B]| = ((Z)) (2.39)
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puisqu’on a une bijection
Croi[A, B] — M,[B]. (2.40)

Par exemple, on a

Croi[3,4] = {111, 112, 113, 114, 122, 123, 124, 133, 134, 144,
9222, 223, 224, 233, 234, 244, 333, 334, 344, 444}

Nous allons voir a la section 4.6 que le nombre de fonctions strictement croissantes allant de [2] x [n]
vers [2n] est égal au n-ieme nombre de Catalan. En formule :

Strict[[2] x 1], 2] = — i 1 (2:) (2.41)

Par exemple, si on décrit une telle fonction en donnant I’étiquette f(i,7) au sommet correspondant
de [2] x [3] (via la fonction), on obtient les 5 fonctions :

2.6 Chemins dans un graphe orienté

Nous allons maintenant résoudre, par une méme construction, plusieurs problemes soulevés par
I’étude des relations et des graphes. L’outil principal est la notion de chemin dans un graphe
(orienté). Il s’agit ici de formaliser la notion intuitive correspondant au dessin de la Figure 2.15.

b
ad
~
e e C

FIGURE 2.15 — Un chemin (en rouge) allant de a a d.

Informellement donc, parcourir un chemin allant de x & y dans un graphe orienté G = (A, R)
consiste a suivre une suite d’arcs du graphe, de fagon a ce que le but d’un arc soit la source de
I’arc suivant. Il est clair que cette notion gagne a étre précisée. On en arrive naturellement a la
formulation suivante.
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Dans un graphe G = (A4, R), on dit qu’'une suite de sommets

v = (zo,T1,. .., xk)

est un chemin allant de = a vy, si
a) T = x,
b) (i, xi+1) € R, pour tout i entre 0 et k — 1.
c) T =y.
Le sommet x = s(7y) est la source de 7, y = b(~y) est son but, et 'entier ¢() := k est la longueur

du chemin. Les chemins de longueur 0 s’identifient aux sommets du graphe. Si on écrit 1(z,y) pour
G%(z,y), alors

{(@)} s, z=y,

1(z,y) = ,
@ S1non.

Les chemins de longueur 1 correspondent aux arcs du graphe. Si on écrit simplement G(z,y) pour
Gl(z,y), alors

{(z,y)} =i, (z,y) € R,

0 sinon.

G(‘T’y) =

Il peut y avoir plusieurs chemins (de diverses longueurs) entre deux sommets d’un graphe orienté.
On dénote G*(z,y) 'ensemble de tous les chemins de = & y dans le graphe G, c.-a-d. :

G*(x,y) == 1(z,y) + G(z,y) + G*(x,y) + ... (2.42)

En général, cet ensemble est infini. Les définitions suivantes permettent de comprendre dans quels
cas tous les ensembles de chemins en question sont finis.

Un circuit est un chemin v = (z9,z1,...,2x), avec k > 0, dont la source coincide avec le but,
c-a~d. : s(y) = b(7y). On dit qu’un graphe orienté est acyclique si et seulement si il ne contient
aucun circuit. L’ensemble des graphes acycliques de sommets A est dénoté Acyc[A]. La Figure 2.16
donne un exemple de graphe acyclique. Dans un graphe acyclique G, on dit qu'un sommet z est
une source, s’l n’y a aucun arc de G dont x soit le but. De méme, on dit que x est un puits, s’l
n’y a aucun arc de G dont z soit la source. Dans le graphe de la Figure 2.16, le somme a est une
source, et les sommets b et ¢ sont des puits. 11 est facile de montrer que

Proposition 2.11. Tout graphe acyclique contient au moins une source, et au moins un puits.

Preuve. On procede par contradiction. Soit G un graphe acyclique sans puits (I’argument est
semblable dans le cas des sources). Considérons un chemin (zg,x1, ... ,z)) dans G. Comme
n’est pas un puits, il existe un arc (z,y) dans G via lequel on peut prolonger le chemin ci-haut pour
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FIGURE 2.16 — Un graphe acyclique.

obtenir le chemin (zg,z1, ... ,Zg,y). Ceci montre qu’il y a un chemin de longueur arbitraire dans
G. Par le principe des tiroirs, tout chemin assez long contient forcément deux sommets du chemin
qui coincident, disons x; = x; avec ¢ < j. On a donc un circuit (x;, ... ,z;) dans le graphe, ce qui
contredit ’hypothese d’acyclicité. |

8

En précisant 1'idée de cette preuve®, on peut montrer (voir [39]) que le nombre «, := |Acyc[A]| de

graphes acycliques sur un ensemble A & n élément est caractérisé par la récurrence
n
= ;(—1%+1 (:) ok (k) . (2.43)
et on a les valeurs

n 01 2 3 4 5 6 7 8

|Acycn]| |1 1 3 25 543 29281 3781503 1138779265 783702329343

Pour un graphe (orienté) G = (A, R), et k > 0, ’ensemble des chemins de longueur k£ dans G,
ayant z comme source et y comme but, c.-a-d. : se dénote

GHz,y) i={ v [ L) =k s(y) == et b(y)=y} (2.44)
L’argument de la preuve de la Proposition 2.11 montre qu’on a aussi

Proposition 2.12. Dans un graphe acyclique G sur A, de cardinal n, les chemins ont une longueur
bornée par le nombre de sommets. On a donc G* = () pour tout kn. Il en découle que pour tout
sommet x ety, on a :

G*(x,y) := 1(z,y) + G(z,y) + G*(x,y) + ... + G"(z,y). (2.45)

8. Avec un argument d’inclusion-exclusion qui exploite le choix d’un sous-ensemble de sources.
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Composition de chemins. On a une opération de composition de chemins ~; - y9, entre
chemins dans un graphe orienté GG, défini comme suit. Soit v1 = (xg,x1,...,2x) de but z et vo =
(Yo, Y1, - -.,y;j) de source z (donc z, = z = yp), on dit alors que ; et 72 sont composables. Le
composé de y; et 2 est le chemin de de longueur k + j

Y1 Y2 = <x07x17~--vxk7y17-"7kj)7 (246)

dont la source est la source de 71, et le but est le but de 2. L'unique chemin (x) de longueur 0,
source et de but x, est dénoté 1,. On a donc que la composition est une fonction

GF(z,y) x G (y, k) — G (z, 2). (2.47)

L’opération de composition de chemins (définie entre chemins composables) est associative, avec
les chemins 1, comme identités. Plus précisément, pour des chemins 71, v2 et v3, avec b(y1) = s(72)

et b(72) = s(73), on a
)1, - vi=m-1y =7, (2.48)
i) y1 - (y2-73) = (71 -72) -3,

six = s(y) et y=0b(y1). On écrit

y

pour indiquer qu’on a un chemin v de x a y. La composition de chemins peut alors se représenter
comme suit :

z
T ~—> (2.49)

gt
Dénotons simplement F™ (plutot que F™(1,1)) 'ensemble des chemins de longueur n allant de 1 a

1 dans le graphe orienté :

1 = 2

S

FIGURE 2.17 — F : le graphe de Fibonacci.
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On ainsi les chemins suivants, ici écrits sous forme de mot.

F": chemins de longueur n de 1 a 1
m

[11}

{111,121}

{1111,1211,1121}
{11111,12111,11211, 11121, 12121}

AW~ oS

Observons que, pour chaque chemin v dans F™~ ! on peut
construire un chemin dans F™, en prolongeant v par 1. En terme
de composition de chemins, c’est le chemin - 11. D’autre part,
pour chaque chemin v dans F"~2, on peut construire un chemin
dans F", en prolongeant v par 21. En terme de composition de
chemins, c’est le chemin 7 - 121. Tous les chemins dans F™ sont Leonardo Fibonacci
ainsi obtenus de fagon unique. En résumé, (1170 - 1250)

P«”)::{7~11‘*y€AF"_1} + {7~121”y€AF”_2}.
Si F,, désigne le nombre d’éléments de F(™ on a donc la récurrence
F,=F, 1+ F, o, avec Fy=F =1, (2.50)
Les nombres F), sont donc les fameux nombres de Fibonacci, dont les premieres valeurs sont

45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987

1 2 3
1 2 3

La matrice d’adjacence du graphe de Fibonacci est :

11
1 0/°
On vérifie facilement par récurrence que
1 1\" ( F, F,
(1 0) _ (Fn_1 ), (2.51)

(1 1> (Fn—l Fn—2>:<Fn Fn—l)
10 Fn—2 Fn—3 Fn—l Fn—2 ’

au moyen de ’égalité



2.6. CHEMINS DANS UN GRAPHE ORIENTE 73

qui découle de (2.50). En passant, soulignons que les nombres de Fibonacci admettent de nombreuses
autres interprétations combinatoires.

Plus généralement, on vérifie récursivement facilement la proposition suivante.

Proposition 2.13. Soit G = (A, R) un graphe orienté sur un ensemble totalement ordonné A.
Pour x ety dans A, alors le nombre de chemins allant de x oy dans G est égal au coefficient (z,y)
de la k-ieme puissance de la matrice d’adjacence Xg. Autrement dit,

k k
GH(ay)| = ()" (), (2:52)

ot (Xg)* dénote la k-ieme puissance de la matrice X¢.
L’une des raisons fondamentales pour étudier les chemins dans un graphe orienté est exprimée par

la proposition suivante.

Proposition 2.14. Pour qu’un couple (x,y) (avec x et y dans A) appartienne a la fermeture
transitive d’une relation R sur A, il faut et il suffit qu’il existe un chemin de x d y dans le graphe

(A, R).

Nous allons utiliser cette proposition pour rendre effectif le calcul de la fermeture transitive d’une
relation donnée R sur A. On commence par introduire la relation R<¥, contenant les couples (z, Y)
dans A pour lesquels il existe un chemin de longueur inférieur ou égal a k allant de = a y, c.-a-d. :

R ={(z,y) | 3j < k, G(x,y) # 0}. (2.53)

Observons d’abord que, si A est de cardinal n, alors il existe un chemin de longueur au plus égal a
n — 1 allant de = a y, si et seulement si (z,y) est dans la fermeture transitive R. On a donc

RF =R lorsque kE>n-—1 (2.54)
Pour poursuivre, on peut soit choisir un ordre linéaire sur A, ou simplement supposer que A = [n].

Nos calculs, qui se feront de facon booléennes (avec 1 + 1 = 1), débutent avec la matrice X de R.
Etant donné la Proposition 2.13, la matrice de R<F est tout simplement

Id+X+ X2+ ... +xF = 1d+x)F, (2.55)

puisque les opérations matricielles (booléennes) sont telles que
n
(MN)(i,j) =Y M(i,s)N(s,j) =1, ssi 3s M(i,s)=1, et N(s,j)=1
s=1

Dans notre cas, cela correspond au fait évident que tout chemin de longueur au plus k peut s’obtenir
en composant un chemin de longueur au plus s avec un chemin de longueur au plus k& — s. En fait,
le calcul de (2.55) peut se faire (voir Exercice 2.25) en au plus [logy(n)| + 1 étapes, en exploitant
le simple fait que (Id + X)?* = ((Id + x)*)2.
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2.7 Arbres

Parmi les structures classiques de la combinatoire, les arbres (qui sont des graphes simples) jouent un
role particulierement important en informatique théorique, en plus d’apparaitre dans toutes sortes
d’autres contextes mathématiques. Afin de les définir, introduisons d’abord quelques notions. Dans
le contexte des graphes simples la notion analogue a celle de chemin, dans un graphe orienté, est
celle de chaine. en remplacant les arcs par des arétes. Autrement dit, pour des sommets x et y de
G = (A, R) (avec R dans P3[A]), une chaine ~y de longueur ¢(y) = k entre x et y, est une suite

v = (zo,x1,...,2k)

de sommets de G, avec chaque {x;, ;+1} une aréte de G. Tout comme pour le cas des chemins dans
les graphes orientés, s(y) = x = x( est la source de 7, et b(y) = x = y en est le but.

Une composante connexe d’un graphe G est un ensemble de sommets de G qui sont tous reliées
entre eux par des chaines. Plus précisément, la composante connexe G, de G = (A, R) qui contient
un sommet x est :

G := {y | il existe une chaine dans G allant de x vers y}. (2.56)

Un graphe est dit connexe s’il est constitué d’une seule composante connexe, c.-a-d. : pour tout x
dans A, on a G, = A. Autrement dit, un graphe simple est connexe si on peut joindre toute paire
de sommets par une chaine.

On dit qu'un sommet y qu'’il est voisin d’un sommet x, dans le graphe G, si'aréte {x, y} appartient
au graphe. Un cycle premier est une chaine v = (xg,1,...,2%), avec k > 2, dans lequel tous
les sommets sont distincts, sauf la source et le but qui coincident, c.-a-d. : on a x; # x; pour tout
i # 7, avec 1 <i,j < k. Un graphe est dit sans cycle s’il ne contient aucun cycle premier.

Un arbre est tout simplement un graphe connexe sans cycle (voir Figure 2.18). De fagon équivalente,

b d
FIGURE 2.18 — Un arbre.
un arbre est un graphe dans lequel il existe une et une seule chaine reliant toute paire de sommets.

On appelle aussi souvent noeuds les sommets d’un arbre. Tous les noeuds d’un arbre ont au moins
un voisin. Ceux qui n’en n’ont qu’un seul sont appelés feuilles de 'arbre.

Lorsqu’on dessine un arbre dans le plan, la disposition des voisins d’un noeud autour de celui-ci
n’a pas d’importance. Autrement dit, les deux arbres de la Figure 2.19 sont les mémes. On dénote
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FIGURE 2.19 — Deux présentations du méme arbre.

Arb[A] T’ensemble des arbres qui ont l’ensemble A comme ensemble de noeuds. Par définition, il
n’y a pas d’arbre sur 'ensemble vide, et un seul arbre sur un singleton. On montre facilement (par
récurrence sur le nombre de noeuds) que

Proposition 2.15. Tout arbre a n noeuds contient exactement n — 1 arétes.

On a les 16 arbres de ’ensemble suivant sur {a,b,c,d} :

Arb[A] = {{{a,b},{b;c}, {c;d}},  {{a,b},{b,d},{d,c}}, {{a,c},{c,b},{b,d}},
{{a, et {e,dy {d, by, {{a,d} {d, b}, {b, ¢}, {{a,d}, {d, c}, {c, b},
{{b,a}{a,c} {c;d}y, {{b,a},{a, d}{d, e}, {{e,ab, {a, b}, {b,d}},
{{e;at,{a,d}{d, b)), {{d,a},{a,b},{b,c}}, {{d,a},{a,c}, {c,b}},
{{a, 0}, {a, ¢} {a,d}},  {{b,a},{b,c}, {b,d}}, {{e,a}, {c, b}, {c, d}},
{{d, a}, {d; b}, {d, c}}}.

Ces mémes arbres sont dessinés a la Figure 2.20.

On montrera plus loin (voir Chapitre 6) qu’il y a n”~2 arbres ayant n noeuds, c.-a-d. :

|Arb[A]| = n" 2. (2.57)

Une arborescence (on dit aussi arbre avec racine, ou arbre enraciné) est un arbre dans lequel
on a choisi un des noeuds (n’importe lequel) pour qu’il joue le role de racine. Plus précisément,
une arborescence est un couple (x, @) avec o un arbre sur A, et  un élément de A (c’est la racine).
Pour chaque arbre on a donc n arborescences distinctes. La Figure 2.21 présente une arborescence.
En formule, on a donc

A[A] = A x Arb[A], (2.58)

si on désigne par A[A] I’ensemble des arborescences ayant comme noeuds les éléments de ’ensemble
A. La formule (2.57) est donc équivalente au fait qu’il y a n"~! arborescences & n noeuds, i.e :

|A[A]] = n" L. (2.59)
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a b c d a b d c a c b d
[ @ @ @ > [ @ @ @ > @ @ @ @ >
a c d b a d b c a d c b
[ @ @ @ > [ @ @ @ > @ @ @ @ >
b a c d b a d c c a b d
[ @ @ @ > [ @ @ @ > @ @ @ @ >
c a d b d a b c d a c b
[ @ @ @ > [ @ @ @ > @ @ @ @ >
c c b b
a b b a c a d a

b d d c

FIGURE 2.20 — Les 16 arbres sur {a,b,c,d}.

En exploitant le fait qu’il y a une et une seule chaine allant d’un noeud quelconque a la racine,
on peut orienter les arétes d’une arborescence < vers > la racine. Autrement dit, l'aréte {z,y}
d’une arborescence « est remplacée par le couple (z,y), si et seulement si 'unique chaine allant
de x a la racine (dans a) commence par le pas (z,y). Par abus de langage, on dénote aussi « le
graphe orienté ainsi obtenu. La branche attachée en un noeud y d’une arborescence (z,«), est
larborescence (y,(y)) (de racine y) obtenue a partir de o en ne conservant que les noeuds z

pour lesquels il existe un chemin allant de z & y dans le graphe orienté (z,«). En formule, on a la
description récursive

By) = > {(zy)}+8(2) (2.60)
(z,;)EOz
Les branches? d’un arbre (x, a) sont les arborescences (y, (y)) avec y voisin de la racine .

Avec lorientation introduite ci-haut, il est maintenant possible de < condenser > la présentation
d’une arborescence de la fagon suivante. L’étape de base du processus consiste & réécrire bijective-
ment un ensemble de couples, ayant tous la méme seconde coordonnée, sous la forme 'V :

{(y,x) | y € B} — (z, B). (2.61)

9. Sans spécifier de racine.
10. Ce n’est que pour des raisons esthétiques qu’on inverse ’ordre dans la position de x.
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©/'H—.

FIGURE 2.21 — Une arborescence.

Par exemple,
{(1,a),(2,a),(3,a)} — (a,{1,2,3}).

On condense la présentation d’une arborescence en appliquant récursivement cette transformation
de base. La description d’une arborescence prend alors la forme récursive o = (z,B;), ou x est la
racine de ’arborescence, et B, est I’ensemble des branches de a qui sont rattachées a x :

Bo :={(y,By) | (y, %) € o}, (2.62)

avec By := y, lorsque y est une feuille. Les 9 arborescences sur {a,b,c}, qui sont originalement
décrites comme

AlAl = {(a, {{a, b}, {b;c}}), (b, {{a,0},{b;c}}), (¢, {{a,b},{b;c}}),
(a;{{a,c},{c;b}}), (b, {{a,c} {e, b)), (¢ {{a, e}, {e, b)),
(a,{{b;a},{a,c}t}), (b, {{b,a},{a,c}}), (¢ {{b,a} {a,c}})},

se traduisent (respectivement) sous la forme plus condensée

AlA] = {0, {a,c}), (a,{(b,0)}), (e,
(¢:{a,b}),  (a,{(c,0)}),
(a;{b;c}), (b, {(c;0)}), (e,

L’arborescence (b, {a,c}) est de racine b avec deux branches réduites & ne contenir qu'une seule
feuille ; tandis que l'arborescence (b, {(a,c)}), aussi de racine b, n’a qu'une seule branche dont la
racine est a, a laquelle est attachée la feuille c.

2.8 Endofonctions

On dit d’une fonction f : A — A, de source et de but A, que c’est une endofonction sur
A. Comme on 'a déja souligné a la section 1.2, il y a n™ endofonctions sur en ensemble A & n
éléments. Le graphe orienté associé a une endofonction porte parfois le nom de graphe sagittal de
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I’endofonction. C’est donc le graphe dont I'ensemble des sommets est A, avec un arc de a a f(a),
pour chaque a € A. On désigne par End[A] ’ensemble des endofonctions sur A.

Un élément = dans A est dit récurrent (pour f) s’il existe k& > 0 tel que x = f¥(x). Ici f* désigne
I'itéré de f pour la composition, qui est définie récursivement comme suit

Id4 si, k=0
fr= (2.63)
fo fF1 sinon.

Comme A est fini, A contient forcément (voir Exercice 2.1) au moins un élément récurrent pour f.
On peut décomposer une endofonction sur A par le biais de la relation d’équivalence

x ~y, sl existe k et m € N, tels que F ) = ™). (2.64)

Si B est une classe d’équivalence pour cette relation, alors f~!(B) = B. Inversement, les sous-
ensembles B de A qui sont minimaux pour l'inclusion, et tels que f~!(B) = B sont exactement
les classes d’équivalences pour la relation <« ~ >. On dit de la restriction de f, & I'un de ces sous-
ensembles minimaux, que c¢’est une composante connexe de f. Deux éléments x et y sont dans
une méme composante connexe, si et seulement si il existe z et deux chemins : I'un allant de x a z,
et lautre allant de y a z.

e

FI1GURE 2.22 — Une endofonction et sa décomposition

Voici un exemple de graphe sagittal ol on a mis en évidence la partition de ’ensemble sous-jacent
qui correspond a la relation ~. Les éléments récurrents apparaissent en grisé dans le dessin de
droite, et une décomposition plus fine des endofonctions y est illustrée. a chaque élément récurrent
x est attachée une arborescence, dont = est la racine, et dont tous les autres sommets sont non
récurrents. Les sommets récurrents sont permutés entre eux par f. Nous reviendrons au Chapitre 6
a I’étude de cette décomposition d’une endofonction.

2.9 Exercices

2.1. Montrer que toute endofonction admet au moins un élément récurrent.
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2.2. Soit A un ensemble fini, avec |A| = n. Combien y a-t-il de relations R sur A qui sont
symétriques ?

2.3. Dans un graphe simple, on dit qu'un cycle constitue un circuit eulérien si et seulement si le
cycle contient chaque aréte du graphe une et une seule fois. Un parcours eulérien est une chaine
qui contient chaque aréte du graphe une et une seule fois; on admet donc que la source et le but
de la chaine puissent étre distincts.

a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un circuit eulérien dans un
graphe.

a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un parcours eulérien dans un
graphe.

2.4. En exploitant la récurrence (2.50), montrer que la fonction génératrice
F(2):=Fo+Flz+ P22+ F323+ ...,

des nombres de Fibonacci est donnée par la formule

Fe) = — (2.65)

1=z =22
Généraliser au cas de la récurrence F,, = a F,,_1 + bF,_o, avec Fyy =1 et F] = a.

2.5. Pour les nombres de Stirling {Z}, prouver que :

a)] {Z} N ) {n’z 1} - <Z> (2.66)

2.6. Prouver bijectivement la formule

{20l a1

]:
ou k > 1.

2.7. En décomposant la somme dans le membre de droite de (2.11) selon le nombre de parties,

montrer qu’on a l’identité
n
n
m" = E {k‘} m(k), (2.68)

avec n = |A| et m = |B|.
2.8. Montrer que

) z”:(_l)n_k{z} ) — ¢ et D) ki {Z} by = 17 (2.69)

k=0
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2.9. Prouver la formule
n
Bup =Y (k) By, (2.70)

ou B,, est le n® nombre de Bell.

2.10. Pour {A; };cr une famille d’ensembles ordonnés (avec ordres respectifs dénotés <;), généraliser
les constructions
a) de somme Z A;,
i€l
b) de produit cartésien H A;.
el
Si de plus, si I est totalement ordonné, définir une notion de

N
c¢) de somme ordonnée ZAi,
el
()
d) de produit lexicographique H A;.
el
2.11. Montrer la Proposition 2.10 dans le cas ou ’ensemble ordonné A admet un minimum x. Sug-
gestion : Pour montrer que la condition sur les chaines maximales est suffisante, montrer qu’on peut
construire une fonction de rang § sur A en choisissant de poser d(x) = 0. Pouvez-vous généraliser
au cas d'un ensemble ordonné (mais fini) quelconque.

2.12. Si A admet un minimum et un maximum respectivement dénotés 04 et 14 ; de méme pour
B, eux dénotés par Op et 1. Calculer les éléments minimaux et maximaux respectifs des ensembles
ordonnés suivants, et trouver (s’il existe) le minimum et le maximum. S’il n’existe pas, expliquer
pourquoi et donner un exemple explicite.

a) A+ B, b)ATB,
c) Ax B, et d) Ax,;B.

2.13. Si A et B sont respectivement munis de fonction de rang p4 et pp. Peut-on munir naturel-
lement les ensembles suivants de fonctions de rang?

a) A+B, b)AY¥B,
c) Ax B, et d)Ax;B.
Si possible exprimer les fonctions de rang correspondant a chacun de ces ensembles ordonnés, en

terme des fonction de rang p4 et pp.

2.14. Montrer qu'il y a une bijection naturelle entre [k] ¥ [n] et [k + n].
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2.15. Montrer que, si A et B sont A et B totalement ordonnés, alors A ? B est totalement ordonné,
mais que A + B ne 'est pas nécessairement.

2.16. Pour A et B totalement ordonnés, calculer le cardinal de Croi[A ¥B ,A+ BJ.
2.17. Compter le nombre de chemins de longueur k, allant de 1 & n dans le graphe orienté sur [n],
dont I’ensemble d’arcs est
a) {(i,7) |1 <i<n, et 1<j<n}.
b) {(i,j) |1 <i<j<n}
o) {(i,5) | j—i<2}
2.18. Montrer qu'un graphe orienté est acyclique si et seulement si la matrice (Id — X¢) est inver-

sible. Suggestion : Montrer que pour un graphe acyclique, les coefficients de la matrice (Id — Xg)~!
(qui existe) correspondent aux nombres de chemins reliant les sommets dans le graphe.

2.19. Montrer que la description condensée des arborescences décrite a la Section 2.7 correspond
a la description ensembliste suivante. Si |A| < 1 alors A[A] := A, sinon

AlA] =) > {arx ] ABI (2.71)

z€A PePart[A\{z}] BeP

2.20. Soit Con[A] ’ensemble des endofonctions sur A qui n’ont qu’une seule composante connexe.
Montrer qu’on a une bijection naturelle

EndlA] = > ] Con[B]. (2.72)

PcPart[A] BEP

Programmation mathématique

2.21. Concevoir des procédures qui, pour un ensemble fini A donné, engendrent toutes
a
b
c
d

les relations reflexives sur A,
les relations symétriques sur A,
les relations antisymétriques sur A.

les relations d’ordre linéaire sur A.

~—_ — —

2.22. Pour deux ensemble_s> ordonnés A et B, construire une procédure qui construit toutes les
fonctions croissantes de A+ B vers A + B.

2.23. Pour deux graphes orientés donnés g1 = (A1, R1) et g2 = (Ag, R2), écrire une procédure qui
engendre tous les morphismes de g; vers gs.
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2.24. Pour un graphe orienté donné G = (A, R) et x, y dans A, écrire une procédure récursive qui
engendre tous les chemins de x vers y dans G. Suggestion : exploiter la composition de chemins.

2.25 (Fermeture transitive). Concevoir une procédure récursive qui calcule (en au plus |logy(n) ]
étapes) la fermeture transitive d’une relation sur un ensemble a n éléments.

2.26. Concevoir une procédure qui, pour un ensemble fini A donné, engendre toutes
a) les relations d’équivalence sur A,
b) les relations d’ordre sur A.
2.27. Utiliser la Proposition 2.5 pour construire une procédure qui, pour un ensemble fini A donné,
engendre toutes les partitions en k parties de A.
2.28. Construire une procédure qui, pour un ensemble fini A donné, engendre
a) tous les arbres !! sur A,
b)
)
)

c
d) aléatoirement (avec distribution uniforme) ces mémes structures.

toutes les arborescences sur A,

toutes les endofonctions sur A.

2.29. Construire une procédure qui transforme une arborescence présentée sous la forme (z, «v), avec
a un arbre présenté sous la forme d’un graphe simple, dans sa forme condensée (voir Section 2.7).

2.30. Concevoir une procédure qui, étant donnée une endofonction f : A — A, calcule sa décompo-
sition en composantes connexes.

11. Plus tard, cela sera plus facile a faire.



Chapitre 3

Mots, langages, automates et chemins

3.1 Introduction.

Nous avons déja eu 'occasion d’utiliser des mots pour coder des structures combinatoires. Plusieurs
autres applications des mots ont fait en sorte qu’on a méme introduit la < combinatoire des mots >,
comme 1'un des domaines de recherche en combinatoire. Les applications sont multiples, par exemple
informatique pour décrire la syntaxe des langages de programmation, ou encore en génomique pour
I’étude du séquencage de ’ADN, qui se présente comme un long mot :

oo ACAGATACACCTGATAGATTCGAATAG ---

avec les lettres A (Adénine), C' (Cytosine), G (Guanine) et 7' (Thymine) codant les nucléobases
dont 'ADN est constitué. Une autre application classique concerne le tragage d’une droite sur un
écran qui, lorsqu’on la regarde de tres pres, ressemble aux pixels grisés de l'illustration ci-dessous.

83
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3.2 DMots

Pour introduire la notion de mot, on commence par choi-
sir un alphabet A, qui est simplement un ensemble fini
(quelconque) de lettres. En pratique, il est bien plus
agréable de choisir A de facon a ce que ses éléments se . ¥ /
prétent bien aux constructions suivantes, mais cela n’est i %&
qu’une question de gout. Tout ensemble fini peut ser-
vir d’alphabet. Par exemple, on pourra choisir A comme
étant 1’'un des ensembles suivants

{a,b,c,d, ... ,z}, {0,1}, {A4,C,G, T}, {o,0,0}, ou {, &, O, &}.

Ilustration d’une molécule d’ADN.

Un mot de longueur n sur 'alphabet A est une suite de n lettres
W= Wi Wy W3 ... W, avec w; € A, (3.1)

qui sont écrites successivement, sans virgules séparatrices. Autrement dit, au détail pres de la
présentation, ce sont les éléments de A™. Le mot vide est noté 1 (ou encore &, par exemple dans
le cas ou 1 est une lettre de I’alphabet). Sur l’alphabet A = {a,b,c}, on a

A° = {1}, Al ={a,b,c}, et
A? = {aa, ab, ac, ba, bb, be, ca, cb, cc}.

On dénote A* ’ensemble de tous les mots, c.-a-d. :

o

A=) Am (3.2)

n=0
Avec A ={0,1}, on a donc
A* = {£,0,1,00,01, 10,11, 000,001, 010, 011, 100, 101,110, 111, ... }

Bien entendu la longueur |w| d’'un mot w est le nombre de lettres qu'il contient, et les mots de
longueur 1 s’identifient aux lettres. On dit qu’il y a occurrence de la lettre x en position ¢ dans
w, si w; = z. Pour w un mot sur Palphabet A, et = une lettre de A, on désigne |w|, le nombre
d’occurrences de x dans w.

Clairement, pour un alphabet de k lettres, on a £™ mots de longueur n. Observons en passant que,
via la bijection naturelle entre A™ et A, un mot de longueur n peut aussi étre considéré comme
la donnée d’une fonction

w:{l,...,n} — A, (3.3)
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dont la valeur en i est la i lettre du mot, c.-a-d. : w(i) = w;.

L’opération de concaténation (dénotée multiplicativement) entre deux mots u = uj ugus ... up
et v =vivovs ... v est le mot

UV =1U U U3 ... Up V] V2 V3 ... Uk, (3.4)
dont la longueur est la somme des longueurs de u et de v. Elle correspond a la bijection naturelle
A" x AR 2y AntE (3.5)

et, si 'on considére un mot comme une fonction (voir (3.3)), la concaténation w = u - v correspond
a la fonction w : [n + k] — A telle que

w(i) = {u(i) sil<i<n 56)

vii—n) sin+l<i<n+k.

La concaténation est associative, et admet le mot vide comme élément neutre. Munissant A* de
cette opération de concaténation, on obtient le monoide ! des mots sur A.

Avec ce point de vue algébrique, il devient naturel de considérer la puissance k-iéme d’un mot
w, défini récursivement comme :

w- w1l sik>0

wh = (3.7)
1 sik=0.

On a donc (ba)* = babababa.

Si un mot w s’écrit sous la forme w = u - v, on dit que u est préfixe de w, et que v est un suffixe
de w. Ainsi, tous les préfixes possibles du mot abbabaab (sur ’alphabet A) sont

{1, a, ab, abb, abba, abbab, abbaba, abbabaa, abbabaab},
tandis que ses suffixes sont

{1, b, ab, aab, baab, abaab, babaab, bbabaab, abbabaab},

Une autre notion intéressante (et apparemment utile pour la physique) est la notion de < palin-
drome . Pour l'introduire, on considere d’abord la notion d’image miroir d’un mot

W= wWiwsg * -+ Wp,

1. Un ensemble muni d’une opération associative avec un élément neutre est appelé monoide.
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c’est-a-dire le mot
W= w, - - Wawj. (3.8)

Un palindrome w est un mot qui est égal a son image miroir, c.-a-d. :
w = w. (3.9)

En terme de la présentation fonctionnelle pour les mots, w € A™ est un palindrome si et seulement
sion a w(i) = w(n+ 1 —1) pour tout ¢ allant de 1 & n. Par défaut, le mot vide est un palindrome.
C’est la généralisation directe de la notion du dictionnaire, et on a des exemples comme :

radar, kayak, ressasser ...

Si on ignore la ponctuation, les espaces, les accents, et la
différence entre lettres majuscules et minuscules, certaines
phrases forment des palindromes. Ainsi, on a la phrase (ap-
paremment due a Victor Hugo) :

< Tu l'as trop écrasé, César, ce Port-Salut ! >

George Perec (membre du groupe OuLiPo) a écrit une phrase
palindrome contenant 1247 mots. Georges Perec.
(1936-1982)

Pour un alphabet A, on dénote Pal;[A] I'ensemble des palindromes de longueur k sur A, et on pose
Pal[A] := > " Paly[A]. (3.10)
k=0

Ainsi, pour A = {a,b}, on a

Pals[A] = {aaaaa, aabaa, ababa, abbba, baaab, babab, bbabb, bbbbb}

3.3 Langages

Dans plusieurs contextes, on est mené a considérer des ensembles de mots particuliers. C’est cer-
tainement le cas en informatique ou en génomique. Ces sous-ensembles sont appelés langages sur
A. Ainsi, un langage £ sur A est

LC A" (3.11)

Pour un alphabet quelconque, disons A = {a,b}, on a des langages finis comme

0, {a,b}, Pal,[4], ou encore {w | |wla =k et |w]y =n — k},
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et des langages infinis comme
{a"b" | n € N}, Pal[A4], ou encore {1,a,aa,aaa, ...}.
On convient d’écrire L pour le langage ne contenant que les mots de longueur k£ dans L, c.-a-d. :
Lr:={weL | |w =k} (3.12)

Les opérations d’union, de produit, et d’étoile permettent de construire de nouveaux langages a
partir de langages donnés. Plus précisément, soit £ et £’ deux langages sur I’alphabet A, le produit
est

L-L={u-v | uel e vel} (3.13)

et on a les identités (voir Exercice 3.2

L = > L (3.14)
k=0

0o k
c-co= > ULty (3.15)

k=0 \j=0

Remarquons qu’on a des sommes disjointes dans les membres de droite de ces identités. Quant a
I’étoile, on la définit en posant

= (3.16)
k=0
avec L0 := {1}, et
ch=rc.ckt (3.17)

si k > 0. En passant, on remarque qu’il y a compatibilité entre cette définition et nos usages
précédents, puisque I'ensemble A est lui-méme un langage (dont les mots sont les lettres de 'alpha-
bet). Pour illustrer 'opération d’étoile, considérons le langage £ = {ab,ba}. On a alors

L* = {1, ab, ba, abab, abba, baab, baba, ... }.

La série génératrice d’'un langage £ contient toute 'information concernant le nombre de mots
de longueur k dans £, pour tout k dans N. On la dénote L(z), et elle est définie en posant

L(z):= iﬁk 2~ (3.18)
k=0

ou ¢ est le nombre de mots dans L.
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On dit qu'un produit de langage est non-ambigue si et seulement si chaque mot w € L - L' se
décompose de facon unique comme produit d’un mot u dans £ avec un mot v dans £/, c.-a-d. :
pour tout u,u’ dans £, et v,v’ dans £', on a

w-v=u-v, ssi (u=u et v=1). (3.19)

On dit aussi qu'un langage £ est un code si et seulement si chaque mot dans £* se décompose de
facon unique comme produit de mots dans L. Avec ces définitions, on a la proposition :

Proposition 3.1. Le passage a la série génératrice est compatible avec les opérations sur les lan-
gages, c.-a-d. :

i) (L+L)(2) = L(z) + L (2), si LNL =0,

ii) (L-L)(z)=L(z) L(2), si le produit est non-ambigue,
B 1
1 L(2)

(3.20)
i) L%(2)

st L est un code.

Il est habituel (mais potentiellement peu clair, voir Exercice 3.3) de simplifier la notation en écrivant
simplement w pour le langage £ = {w}, qui ne contient que le mot w. Avec cette convention?, on
obtient une notation additive pour les langages, qui se présentent maintenant sous la forme de

la somme (formelle) des mots qu’ils contiennent :
> w. (3.21)
weL

Ainsi, on a
(a +b)® = aaa + aab + aba + abb + baa + bab + bba + bbb.

En guise d’autre illustration, le langage sur {a,b}, constitué de tous les mots qui contiennent
exactement une occurrence de deux a consécutifs, admet la description

L= (ab+b)*aa(ba+b)". (3.22)

Résoudre des équations. Nous allons maintenant voir qu’on peut définir des langages intére-
ssants en résolvant des équations < algébriques >, écrites au moyen des opérations introduites ci-
haut. Plutét que de développer une théorie générale, illustrons I'approche par un exemple classique.
Le langage D des mots de Dyck sur l'alphabet {a, b}, est caractérisé par I’équation

D=1+aDbD. (3.23)

2. Tres utilisée dans les milieux de I'informatique théorique.
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Autrement dit, les mots de Dyck sont : soit le mot vide 1, soit un mot de la forme aubv, ou u et
v sont des mots de Dyck (évidemment plus courts). On a donc

D = {1, ab, abab, aabb, ababab, abaabb, aabbab, aababb, aaabbd, ...}

Une conséquence fascinante de toute notre démarche est que I’équation 3.23 se traduit en une
équation algébrique pour la série génératrice D(z) du langage des mots de Dyck. En effet, en
passant aux séries génératrices de chaque membre de cette identité, on trouve

D(z) =1+ 22 D(2)2 (3.24)
On considere alors D(z) comme une inconnue dans cette équation quadratique, qui a les deux
solutions
1—v1—422 ) 1+ V1 — 422

e
222 ’ 222

Seule la premiére possibilité admet un développement en série de puissances a ’origine, et on conclut

qu’on doit avoir
1—+V1—422
Diz)= ——F—5—. 3.25
() =25 (3.25)
Dénotons C), les coeflicients de cette série génératrice des mots
de Dyck, c.-a-d. :

D(z) = icn 22", (3.26)
n=0

on dit que les C),, sont les nombres de Catalan, et on montre
(voir Exercice 3.6) qu’on a la formule

Cp = <2"> (3.27)

n+1\n

Comme nous allons le voir plus tard, les nombres de Catalan
apparaissent dans toutes sortes de contextes. Nous verrons plus
loin (voir Exercice 3.8) que les nombres de Catalan satisfont a
la récurrence :

n—1
Cn=) CiCp i, (3.28)
1=0

Eugene Charles Catalan
lorsque n > 1. (1814-1894)

Les premieres valeurs des nombres de Catalan sont

n |01 234 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Co|1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796 58786 208012 742900
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3.4 Automates

Une autre fagon de spécifier un langage est par le bais d’un < automate >, c.-a-d. : un modele abstrait
de machine de calcul®. L’histoire des modeles mathématiques de machines de calculs est longue
et pleine de rebondissements. Elle culmine (pour l'instant) avec l'introduction des ordinateurs
modernes. Les automates considérés ici sont des machines beaucoup plus limitées dans leur capacité
de calculs. Il y en a plusieurs variantes, mais nous ne considérerons que le cas des automates dits
déterministes.

Soit A un alphabet, et F un ensemble fini dont les éléments seront appelés états. Un automate «
est simplement une fonction o : A — End[E], qui associe & chaque lettre = de A une endofonction
a, : E — FE. Lorsqu’on les représente en termes de graphes sagittaux, on place la lettre x sur
chaque arc de la fonction associée. Ainsi, pour A = {a,b} et E = {e, o}, 'automate

Qq = {(.’.)’ (.v.)}’ et ap = {(.’ .)7 (.a .)}7

se représente comme indiqué a la Figure 3.1. C’est un multigraphe orienté, dont les arcs sont

b
,’—)_‘\
a - - a
(o @)
b

FIGURE 3.1 — Un automate.

étiquetés par les lettres de ’alphabet A. On dit multigraphe, parce qu’il y a potentiellement plusieurs
arcs allant d’'un sommet x & un sommet y. Techniquement, un tel multigraphe (qui n’est pas
nécessairement un automate) est simplement un sous-ensemble du produit cartésien A x E x E.
On interprete alors le triplet (x,e, f) comme étant un arc allant de e & f, portant ’étiquette a.

Il est naturel de désigner par x la fonction a,. On fait < fonctionner > un automate au moyen des
mots sur 'alphabet A. En effet, on considére un mot comme fonction composée a partir des fonctions
associées a chacune de ses lettres. L’habitude dans ce domaine est de composer de gauche a droite,
plutét que de droite a gauche comme on a I’habitude de le faire pour des fonctions. Ainsi, pour un
automate fixé, un mot w = wiws --- w, devient synonyme de la fonction w = w, o - - 0wy o wy,
selon la convention usuelle de composition de fonction. On évite d’avoir & continuellement tout
retourner, en convenant dorénavant de désigner par e -, w, ou plus simplement par e - w, U'effet (via

3. Attention, ce ne sont pas tous les langages qui peuvent étre obtenus ainsi. La < complexité > du langage est
liée au pouvoir de calcul du modele de machine choisi. De plus, certains langages ne peuvent étre obtenus par aucune
machine.
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lautomate) du mot w sur un état e dans E. On a alors, pour chaque w € A* et e € E :

a) e-1=e,

b) e (uv)=(e-u)-v. (3.29)

L’interprétation imagée du calcul e - w est la suivante. Partant de 1’état e, on suit le chemin, dans
le multigraphe orienté, qui correspond au mot w. Plus précisément, pour chaque lettre z, il y a un
seul arc du multigraphe (’automate) de la forme (z,e, f). L’effet de = sur e est d’aller a f, c.-a-d. :
e-x = f. Le processus se déroule ensuite récursivement, en exploitant le fait que

e-(zu)=(e-z)-u=f-u.
Le chemin associé a e - w, pour w = wjwsy --- wy, est donc
(€0, €15+, €n), avec e = e, e-w = en,

et e; = e;_1 - w;, pour ¢ allant de 1 & n. Le but e,, du chemin est donc la valeur de e - w.

Par exemple, avec 'automate de la Figure 3.1, on obtient le résultat suivant *

e -aabaab = e -abaab

e - baab

e - aab

e-ab
e-b

Le lien entre la notion d’automate et celle de langage s’établit de la fagon suivante. Soit «: A — F
un automate donné, et e € F un état fixé que 'on va appeler initial. On choisit aussi un sous-
ensemble F' de F, et on dit que les éléments de F' sont des états finaux. Un langage £, sur ’alphabet
A, est reconnu par 'automate o : A — FE, avec le choix de e comme état initial et des états
finaux F, si et seulement si on a

weLl = eqwe€F. (3.30)

Sil existe un automate (avec choix d’état initial et d’états finaux) qui reconnait un langage £, on
dit que le langage est reconnaissable. Un célebre théoreme lie cette notion a celle des langages
qu’on peut décrire avec les opérations introduites ci-haut. En voici ’énoncé, sans démonstration :

Théoreme 3.2 (Kleene, 1954). Un langage est reconnaissable si et seulement si peut étre engendré,
a partir des lettres de l’alphabet, a l'aide des trois opérations somme, produit et étoile.

4. TI est facile du suivre les étapes en déplacant son doigt sur le dessin.
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Avec un peu de travail supplémentaire, on peut montrer qu’il découle de ce théoréme, en conjonction
avec la Proposition 3.1, que la série génératrice d’un langage reconnaissable £ est nécessairement

de la forme
P(z)

Q(2)’
avec P(z) et Q(z) des polynémes dans Z(z). En particulier, ceci montre que le langage de Dyck
n’est pas reconnaissable.

L(z) = (3.31)

3.5 Chemins dans le réseau N x N

Nous avons vu plusieurs notions combinatoires liées a des chemins dans des graphes. Une notion
tres parente est celle de chemins dans le réseau N x N. Elle intervient en physique statistique, dans
l’étude des marches aléatoires, des chaines de Markov, etc. Le plan combinatoire (ou réseau)
N x N est I'ensemble des points a coordonnées entieres positives (ou nulles) du plan cartésien,
comme illustré a la Figure 3.2. Dans cette section, nous allons voir que plusieurs des nombres

y

N

o
(0,0) N

FIGURE 3.2 — Le réseau N x N.

que nous avons déja rencontrés apparaissent aussi comme énumérateurs de chemins dans le plan
combinatoire. Ainsi, les coefficients binomiaux (Z) énumerent I’ensemble les chemins dans N x N
allant de (0,0) & (n — k, k), et constitués de k pas verticaux et de (n — k) pas horizontaux.

Un chemin v dans le réseau N x N est une suite

Y= (pOapla e 7pn); (332)

de points p; = (z;,y;) dans N x N avec

» pi—l-(l,O) ou,
.
T i+ 0,1),

pour 0 < ¢ < n —1. Le point pgy est la source du chemin, et le point p,, est son but. La Figure 3.3
donne l'illustration d’un chemin de longueur 13 allant de (0,0) & (9,4). Habituellement (sauf men-
tion explicite du contraire) la source d’'un chemin est le point (0,0). On dénote simplement par



3.5. CHEMINS DANS LE RESEAU N x N 93

N

A

‘(9,4)

(0,0) N
FIGURE 3.3 — Un chemin allant de (0,0) a (9,4).

I'(k,n) 'ensemble des chemins de but p = (k,n) et de source (0,0), et plus généralement par
I p(k,n) Pensemble des chemins allant de (a,b) & (k,n). On a une bijection naturelle

n:Tapla+k,b+n) — T(k,n), (3.33)

obtenue tout simplement en translatant par (—a, —b) les points des chemins dans I'y p(a + k, b+n).
On dit de I'image d’un chemin 7 par cette translation, que c’est le normalisé () de v. L’inverse
de la bijection (3.33) transforme (par translation) tout chemin v dans I'(k,n) en chemin allant de
(a,b) & (a+n,b+ k). On dénote 7,,(y) ce translaté de . L’idée intuitive® est que les chemins
sont considérés comme égaux a < translation pres >.

On observe qu’il y a une bijection naturelle

[(k,n) — T(k—1,n) + T'(k,n — 1), (3.34)
qui correspond au fait que ’avant-dernier point de tout chemin de (0,0) a (k,n) est : soit le point
(k—1,n), soit le point (k,n — 1). Ceci est illustré a la Figure 3.4.

(k—1,n) A

(k,n) (k,n)
t (kn—1)

FIGURE 3.4 — Un chemin se terminant en (k —1,n) ou (k,n —1).

On dit que le chemin est de longueur n. Autrement dit, il est constitué de n pas, chacun allant
du point p; au point p;yi1. Si pi+1 = p; + (1,0), on dit qu’on a un pas horizontal. De facon tout a
fait semblable, on dit qu’on a un pas vertical, si p;11 = p; + (0, 1). Les chemins dans I'(k, m) sont
ceux qui contiennent k pas horizontaux et m pas verticaux.

5. En considérant une relation d’équivalence judicieuse, on peut rendre tout ceci rigoureusement correct.
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En général, un chemin ~ est donc une suite de pas verticaux et de pas horizontaux. On peut le coder
sous la forme d’un mot sur alphabet {x, y}, avec 2 dénotant un pas horizontal, et y un pas vertical.
Plus explicitement, le mot associé au chemin v = (pg, p1, ... ,Pn) est le mot w(y) = wow; ... wy—1
obtenu en posant

x  si (pi, pitr1) est un pas horizontal,
w; = (3.35)

y si (pi,pit1) est un pas vertical.
Par abus de langage, on désigne aussi par 7 le mot associé au chemin ~. Ainsi le chemin de
la Figure 3.3 correspond au mot zyyzxxyyrrrzz. A son tour, le mot d’'un chemin correspond
bijectivement & la fonction caractéristique d’un sous-ensemble & k élements de [n], comme on l'a
déja décrit en (3.3). Les chemins de (0,0) & (k,n — k) codent donc bijectivement les parties a k
éléments de [n], c.-a-d. : il y a une bijection naturelle

[(k,n— k) — Pi[n]. (3.36)

On en déduit aussitot que
k
T'(k,m)| = ( Zm> (3.37)

de la bijection (3.33) on trouve facilement combien il y a de chemins allant de (a,b) a (n, k).

Composition de chemins. Soit 7y et 7/ deux chemins dans N x N respectivement de sources
(s,t) et (s',t'), et de buts (k,n) et (k',n’), On dénote -+ le chemin obtenu en concaténant ~y
avec le translaté de v’ selon le vecteur (a,b) := (k — s, n —t’). Autrement dit, on translate 7" de
fagon a ce que sa source coincide avec le but de -, ce qui permet de composer au sens usuel. Plus
explicitement, si

Y1 = (o, p1s -+ spe) et Tap(12) = (90,915 -+ s Gm),

alors on pose
Y12 &= (p07p17 ... Pesq1, - 7(]777,)7 (338)

et ¢’est bien un chemin dans N x N. On dit que c’est le composé (ou produit) de v et +'. Clest
un chemin dont la source est (s,t), et le but est (k — s + k',n —t' +n’). Le chemin nul, égal &
((0,0)), agit comme élément neutre pour le produit de chemin.

3.6 Aire de chemin

Considérons les pas horizontaux d’un chemin v = (po,...,pn), c’est-a-dire les couples de points
successifs ; := (p;, pi+1) pour lesquels on a p;11 = p; + (1,0). Pour chacun de ces pas horizontaux,
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on a la hauteur du pas :

h(vi) =i,  lorsque  p; = (i, yi). (3.39)

Autrement dit, h(~;) est le nombre de < cases > qui se trouve sous le pas en question. Rappelons
qu'une case de N x N est un carré délimité par les 4 points adjacents (z,v), (z + 1,y), (z,y + 1),
et (x 4+ 1,y + 1). Notre objectif est ici de compter les chemins avec un poids donné par 'aire sous
le chemin, c.-a-d. :

aire(vy) := Z h(7i). (3.40)

v; horizontal

L’aire de 7 est donc le nombre de cases (dont l'aire est I'unité de surface) qui se trouvent sous le
chemin. Pour notre exemple de la Figure 3.3 on a une aire de 26, comme l’illustre la région en jaune
de la Figure 3.5.

‘(9,4)

(0,0)
FIGURE 3.5 — Aire sous un des chemins de (0,0) a (9,4).

L’énumeération selon ’aire d’'un ensemble fini C de chemins prend la forme du polynéme énum-
érateur d’aire :

Clg) =Y _ g™, (3.41)

veC

Ce polynome contient l'information sur la distribution de ’aire des chemins considérés. On observe
que

c(1) = c|. (3.42)

Ainsi, pour C =T1'(3,2), on ales 10 = (3'52) chemins de la Figure 3.6, et le polynéme correspondant
est donc

Clg) = 1+q+2¢@+2¢+2¢" +¢°+¢°
= 1+ +q+¢+¢+q")

Pour C(q) = I'(k,n — k), dénotons
(Z) = C(g), (3.43)
q
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FI1GURE 3.6 — Tous les chemins de (0,0) a (3,2).

le polynéme énumérateur d’aire associé. Ce sont les coefficients ¢g-binomiaux. En tenant compte
du défaut d’aire introduit dans le premier terme (voir la région en jaune de la Figure 3.4), la
bijection (3.34) donne la récurrence suivante pour ces polynémes

<:>q = <Z: Dq + <n i 1>q’ (3.44)
<g>q b (Z)q =1 (3.45)

Le facteur ¢" % qui apparait dans (3.44) vient de ce que l'aire d’un chemin allant de (0,0) &
(k —1,n — k) differe exactement d’une quantité n — k, de I'aire du chemin obtenu en ajoutant un
pas horizontal & un tel chemin pour obtenir un chemin (passant par (k — 1,n — k)) qui termine en
(k,n — k). On a les valeurs de la Table 3.1 pour les coefficients g-binomiaux :

avec les valeurs initiales

n\k|0 1 2 3 4
0 1

1 1 1

2 1 q+1 1

3 1 ¢F+q+1 P +q+1 1

4 1 ¢+ +q+1 ¢+ +28+q+1 @+ +qg+1 1

TABLE 3.1 — Les coefficients g-binomiaux (Z)q.
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3.7 Chemins de Dyck

Un chemin de Dyck est un chemin v = (po,...,p2n)
dans le réseau N x N

a) qui démarre (en (0,0)) et se termine sur la dia-
gonale, au point

P2n = (’I’L, n)v
b) qui reste toujours au-dessus de la diagonale, c.-
a-d. :
pi = (i, yi), avec y; > x;.
La Figure 3.7 illustre un tel chemin de Dyck. On dit de

Pentier n que c’est la hauteur du chemin (qui est de
longueur 2n).

97

Walter Von Dyck
(1856-1934)

L’unique chemin de Dyck de hauteur 0 est le chemin nul. On désigne par Dyck[n] 'ensemble des
chemins de Dyck de hauteur n. (Observez qu’il n’y a que des chemins de Dyck de longueur paire.)
Les cing chemins de Dyck de hauteur 3 sont ceux qui apparaissent a la Figure 3.8.

N

A

(5,5)

(0,0)

N

FI1GURE 3.7 — Un chemin de Dyck.

FIGURE 3.8 — Les 5 chemins de Dyck de hauteur 3.

En codant sous forme de mot les chemins de Dyck de hauteur n, on obtient exactement les mots
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de Dyck (sur lalphabet {y,z}) de longueur 2n. Autrement dit, on a une bijection
Dyck[n] — Dap. (3.46)
Ainsi, aux 5 chemins de Dyck de la Figure 3.8, il correspond les mots de Dyck :

D¢ = {yzyzyz, yryyrs, yyrryr, yyryr, yyyre}

Un coin extérieur d’un chemin de Dyck v = (po, ... ,p2p) est un point p; pour lequel on a
pi—1 = pi — (0,1) et p;+1 = p; + (1,0). De fagon analogue, on considére la notion de coin intérieur
de . C’est un point p; pour lequel on a p;—1 = p; — (1,0) et p;+1 = p; + (0,1). De fagon imagée, on

a donc
Di : a

(pi coin extérieur) (pi coin intérieur)

Manifestement, un chemin de Dyck est entierement caractérisé (voir Exercices 3.10 et 3.15) par la
position de ses coins extérieurs et de ses coins intérieurs.

Décomposition des chemins de Dyck. Tout chemin de Dyck

Y= (vapl) 7p2n)

de hauteur n, admet une décomposition unique en produit (composé) de chemins de Dyck

o (3.47)

avec 7/ non nul de hauteur minimale, disons égale a k. Le chemin ~” est alors de hauteur n — k,
et c’est potentiellement le chemin nul. Plus précisément, si les coordonnés des p; sont (z;,y;), alors
Zr = yg. On dit que le point pp = (x,yx) est le point de premier retour de 7y a la diagonale
y = x. Cest le but du chemin 4. Le chemin " (translaté adéquatement) est la partie de v allant
de ce point de premier retour au point (n,n).

Le chemin 7/, est un chemin de Dyck particulier en ce qu’il ne touche a la diagonale qu’en ses
extrémités. On dit d’un tel chemin qu’il est premier, et on voit facilement que

Lemme 3.3. Un chemin de Dyck v = (po,p1, ... ,P2n) est premier, si et seulement si on a
vy=Y v X, avec Y = ((0,0),(0,1)), X = ((0,0),(1,0)) et v un chemin de Dyck quelconque.
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Cet énoncé correspond a dire que le chemin obtenu, en enlevant le premier et le dernier pas de ~y,
est un chemin de Dyck (une fois translaté pour démarrer & l'origine).

En décomposant " de méme maniére qu’en (3.47), et ainsi de suite, il s’ensuit que

Proposition 3.4. Tout chemin de Dyck se décompose de facon unique comme produit de chemins
de Dyck premiers.

Cette décomposition correspond & découper le chemin selon ses divers retours a la diagonale. Nous
allons maintenant démonter directement, avec une approche en terme de chemins, que

Proposition 3.5. Le nombre de chemins de Dyck de hauteur n est donné par le n-ieme nombre

de Catalan, c.-a-d. :
1 2n
Dyck[n|| = —— . 3.48
oyoitall = 5 (%) (3.48)

La démonstration apparait comme un cas particulier de ’étude du < probleme du scrutin >.

Le probléme du scrutin. On s’imagine qu’il y a une élection entre deux candidats X et Y,
et qu’a la fin du vote I'un des candidats, disons Y, recoit k votes, et X recoit n votes, avec k > n.
C’est donc Y qui est élu. Le probleme du scrutin consiste a calculer la probabilité qu’au cours du
dépouillement des votes le gagnant Y demeure toujours en avance sur X. Autrement dit, chaque
fois que le scrutateur comptabilise un vote, le nombre de votes pour Y demeure plus grand que le
nombre des votes pour X. On peut dire que cela est un dépouillement < sans stress > pour Y.

On cumule les votes au moyen d’'un vecteur (z,y), avec z égal au nombre de votes pour X, et y
égal au nombre de votes pour Y. Pour chaque vote comptabilisé, le nouveau cumul de votes est soit
(z,y) + (1,0), soit (x,y) + (0, 1), selon que le vote dépouillé est pour X ou Y. L’histoire compléte
d’un dépouillement correspond donc & un chemin dans le réseau N x N, se terminant au point (n, k).
Comme on I'a vu, il y a (kj;") tels chemins.

Au sens de notre probleme, un dépouillement sans stress pour Y correspond & un chemin qui reste
au-dessus de la diagonale, et n’y revient jamais apres I’avoir quitté en passant de (0,0) a (0,1). C’est
donc dire que dans le chemin v = (py, ..., pp+k) codant le dépouillement, on a d’abord p; = (0, 1) ;
puis, tous les p; = (x;,y;) subséquents sont tels que

Yi > Ty, pour tout 7 > 0. (3.49)

Puisqu’on a toujours p; = (0, 1), il est pratique de ne considérer que les chemins de source (0,1).
L’ensemble des chemins I'g1(n, k), de source (0,1), se partage en l'union disjointe des deux en-
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sembles :

T(nv k) = {7 € FO,I(”) k) | Y= ((:Ei?yi))lgiﬁk-i-na Ji >0 avec Yi = mi}a
R(TL, k) = {7 € FO,l(n’ k) | Y= ((xi’yi))lﬁiﬁk-i—na Vi>0 ona Y; > 'Zl}

Les éléments de T (n, k) sont donc les chemins qui < touchent > a la diagonale y = z, et ceux de
R(n, k) sont les chemins qui < restent > au-dessus de la diagonale y = x, et on a

k+n—1
" .

T (n, k)| + [R(n. )| = (

Reste maintenant a calculer le nombre d’éléments R(n, k) qui correspond au nombre de dépouil-
lements sans stress pour Y.

On obtient ce nombre indirectement en calculant plutét |7 (n, k)| par le biais du < principe de
réflexion > attribué habituellement & Désiré André®. Tout simplement, ce principe donne une
bijection entre T (n, k) et 'ensemble I'; o(n, k) des chemins allant du point (1,0) au point (n, k).
Pour un chemin 7 dans 7 (n, k), la bijection consiste & remplacer la portion du chemin ~ allant de
(0,1) jusqu’a son premier retour la droite y = x, par sa réflexion par rapport a cette droite. Plus
précisément, on commence par décomposer y en produit de chemin

o "
y=7"9"

avec 7/ se terminant au premier point p; pour lequel y; = x;, c.-a-d. : ¢ minimal et > 1.

Votes pour Y Votes pour Y
A
(n,k) (n,k)
pr—
] ]
Y Y
¥ Y
¥ <— Premier retour
(011)
0,0 >
( ) Votes pour X (070) (1»0) Votes pour X

FIGURE 3.9 — Chemins sans ou avec stress.

Le principe de réflexion consiste a envoyer v sur

p() =7"-7", (3.50)

6. Désiré André (1840-1910). Apparemment il n’aurait pas utilisé de réflexion comme telle, mais 'idée de sa preuve
est semblable.
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—

ou (z,y) := (y,x) est la réflexion selon la diagonale y = x. Il est clair que p est une bijection qui
est son propre inverse. Ce processus est illustré dans la partie de droite de la Figure 3.9. Le fait
que cela soit une bijection est facile a vérifier. On en déduit que

k+n—1
Toni= (")
Un calcul direct donne alors
k—n(k+n
me>:k+n(j;). (3.51)
Comme le nombre total de dépouillements est (":er), la probabilité que Y demeure sans stress est

donc :
R(n,k)| _k—n
k)~ ktn

(3.52)

Preuve de la Proposition 3.5. Supposons k& = n et cherchons le nombre de dépouillements ou
le candidat Y est toujours en avance ou a égalité avec le candidat X. (voir la Figure 3.10). Dans ce
cas, on trouve (zn”) chemins au total, et (712:11) d’entre eux (ceux qui touchent a la droite y = z — 1)
sont a rejeter. Le nombre de chemins cherché est donc

()= == ()

et on trouve que ces chemins sont comptés par les nombres de Catalan. |
Votes pour Y & Votes pour Y
\ <, y
o

Y
(\5/

(0,1) (0,1)

Votes pour X Votes pour X

FI1GURE 3.10 — Chemins de Dyck.
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3.8 Chemins de Dyck avec poids

On peut énumérer les chemins de Dyck en tenant compte de laire de la facon suivante. On adapte
légerement la notion d’aire sous le chemin en ne tenant compte que des cases qui se situent au-dessus
de la diagonale. On s’intéresse donc au calcul de

Culg) = > ¢, (3.53)

~v€EDyck[n]

ot «(7y) désigne l'aire (le nombre de cases) de la région entre le chemin et la diagonale y = x. Bien
entendu, si ’on pose ¢ = 1, on obtient C,,(¢) = C),. On dit que les C,,(q) sont des g-analogues des
nombres de Catalan. Les 5 chemins de Dyck de hauteur 3 ont les poids ¢®") respectifs :

A A A A A

1 q q g q

En répertoriant les configurations analogues, on trouve :

Co(g) = 1,
GI(Q) - 17
Calq) = q+1,

3.54
Cilg) = @P+¢+2q+1 (3:54)
Ciq) = S+ +2¢* +343+3¢>+3q+1,
Cs(q) = ¢+ +2¢¥+3¢" +5¢°+5°+T¢*+7F +6¢> +4q+1.

Au moyen de la décomposition selon le premier retour, on obtient (voir Exercice 3.9) que les
polynomes €, (q) satisfont la récurrence

n—1

Cnlq) =D q'Cilq) Coi—1(q), (3.55)
=0

qui se spécialise en la récurrence (3.28) lorsqu’on pose ¢ = 1.

3.9 Exercices

3.1. Combien il y a-t-il de palindromes de longueur k sur I’alphabet {a, b} ?
3.2. Montrer les identités (3.14) et (3.15).
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3.3.™) Pour rendre rigoureux la notation additive des langages, on considére Panneau des séries
Q{(A)) en les variables non commutatives correspondant aux éléments de A, c.-a~d. : zy # y x, pour
x et y dans A. Par définition, les éléments de cet anneau sont les sommes formelles

Z Cop W, avec cw € Q, (3.56)
weA*

avec coefficients rationnels.

a) Montrer qu’en posant

(chw)—k(Zdww) = Z(Cerdw)w,

wEA* weEA* wEA*
( Z Cw w) : ( Z dy ’LU) = Z < Z Cy dv) w
wEA* weA* wWEA*  uv=w

on obtient un anneau (non commutatif).

b) Montrer qu’on a un unique homorphisme d’anneau ¥ : Q((A4) — Q[z], vers 'anneau des
séries formelles en la variable z, pour lequel ¥(x) = z pour chaque variable x dans A, et que
V(L) = L(z), pour tout langage L.

3.4. Montrer qu’il y a bijection entre les mots du langage (a + b)", et les sous-ensembles de [n].

3.5. Montrer que les mots de Dyck correspondent aux parenthesages <« équilibrés >, pour lesquels
a chaque parenthése ouvrante < ( >, il correspond une parenthese fermante < ) > bien placée. Par
exemple, les 5 parenthesages

correspondent aux 5 mots de Dyck : yryzyz, yryyzrx, yyrryz, yyryze, et yyyrzz. Plus précisément,
un parenthésage est un mot sur 'alphabet constitué des deux lettres < ( > et < ) ». Pour chaque
i entre 1 et n, on calcule la différence

d; = (nombre de parentheéses ouvrantes avant la position 1)

—(nombre de parentheéses fermantes avant la position 7).

Le parenthesage est dit équilibré si et seulement si on a d; > 0 pour tout ¢, et si d, = 0.

3.6. Utiliser (1.99) pour montrer, a partir de (3.25), que les nombres de Catalan sont bien donnés

par la formule
1 2n
o= (20, o

3.7. Construire un automate qui reconnait le langage de I’exemple (3.22).



104 CHAPITRE 3. MOTS, LANGAGES, AUTOMATES ET CHEMINS

3.8. En comparant les coefficients de z" de chacun des membres de 1’équation (3.25), déduire la
récurrence (3.28). Une autre approche consiste a montrer d’abord que, pour n > 1, on a

n—1

Dyp =Y aDakbDan sk 2, (3.58)
k=0

puis on applique la Proposition 3.1.

3.9. Montrer la récurrence (3.55) en décomposant les chemins de Dyck selon leur premier retour a
la diagonale. Suggestion : Tenir compte du fait que la premiere composante est un chemin de Dyck
premier. Utiliser ensuite le Lemme 3.3 en tenant compte du calcul de 'aire.

3.10. Donner les conditions que doivent satisfaire deux ensembles de points A et B (dans N x N)
pour qu’ils correspondent respectivement & I’ensemble des coins extérieurs, et I’ensemble des coins
intérieurs, d’'un méme chemin de Dyck. Suggestion : Il y a d’abord une condition liant les cardinaux
de ces ensembles, puis une condition sur la position relative de leurs éléments.

Programmation mathématique

3.11. Construire une procédure qui construit tous les palindromes de longueur & sur un alphabet

A.

3.12. Traduire I’équation 3.23 en une procédure récursive qui génere tous les mots de Dyck de
longueur n.

3.13. Construire une procédure qui, avec comme données un automate, un état et un mot, calcule
le résultat obtenu en appliquant la fonction associée a ce mot a 1’état donné.

3.14. Construire une procédure qui, avec comme données un automate, un état initial et des états
finaux fixés, calcule tous les mots de longueur n du langage reconnu par cet automate, avec cet état
initial et ces états finaux.

3.15. Construire une procédure qui calcule tous les points d’'un chemin de Dyck, étant donné la
position de ses coins extérieurs et de ses coins intérieurs.



Chapitre 4

Diverses structures combinatoires

4.1 Introduction.

Bien entendu, il y a une grande variété de structures combinatoires, chacune adaptée a la solution
de problemes particuliers. Certaines structures sont si importantes qu’elles méritent un chapitre
a elles seules. Nous allons ici faire un rapide survol de structures variées, sans prétendre couvrir
tout le spectre des objets intéressants en combinatoire. D’autres structures seront étudiées plus en
profondeur dans des chapitres ultérieurs.

4.2 Arbres binaires

Un arbre binaire ! sur I'ensemble A peut se décrire récursivement de la facon suivante. Il est
a) soit larbre binaire vide, dans le cas A = (; soit I’arbre binaire réduit & un seul noeud,
lorsque |A| =1;

b) soit constitué d’un noeud (la racine, qui est un élément x de A) auquel sont attachées une
branche gauche et une branche droite (qui sont chacun des arbres binaires, respectivement
sur des ensembles B et C' tels que B+ C = A\ {z}).

On dénote B[A] I'ensemble des arbres binaires sur A, et la définition donnée ci-haut correspond
plus formellement a dire que

BlA =Y > {a}xBBIxB[C], s A#, (4.1)

€A B+C=A\{z}

1. On devrait plutét dire < arborescence binaire >, mais ce n’est pas la tradition.
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avec B[] := {0}, ot 0 dénote I’arbre vide. Autrement dit, un arbre binaire est simplement un triplet
a = (z,7,0), avec x € A, v un arbre binaire sur B, § un arbre binaire sur C, et B+ C = A\ {z}.
On dit que x est la racine de a, a laquelle sont rattachées deux branches : v la branche gauche,
et ¢ est la branche droite. On dénote respectivement () et d(a) les branches gauche et droite
de a.

Tous les éléments de A sont des noeuds de l'arbre, et ceux qui n’ont pas de descendants (c.-a-d. :
de la forme (x,0,0)) sont les feuilles de I’arbre. Pour simplifier la présentation, élimine les 0 qui
sont attachés & une feuille. Ainsi les arbres réduits & une feuille prennent la forme (z), plutét que
(2,0,0).0n dessine habituellement les arbres binaires comme suit :

X

La racine se retrouve donc toute en haut, et les deux branches issues de la racine pointent vers
le bas, I'une vers la gauche, ’autre vers la droite. Les noeuds de I'arbre sont représentés par des
points (bleus) accompagnés d'une étiquette, qui est tout simplement 1’élément de A correspondant.
La Figure 4.1 donne un exemple complet. Le noeud étiqueté c est la racine, et ceux portant les
étiquettes a, d et f sont les feuilles. Les noeuds internes sont b et e. La branche gauche de ’arbre
est réduite au seul noeud a, et la branche droite est celle portée par les noeuds b, d, e, et f.

FIGURE 4.1 — L’arbre binaire (c, (a), (b, (e, (f),0), (d))).

Il est courant de présenter des arbres sans étiquettes. On dit alors qu’on a dessiné la forme? de
larbre. A chaque forme d’arbre binaire a n noeuds, il correspond en fait n! arbres qui peuvent
s’obtenir en étiquetant (de toutes les facons possibles) les n noeuds par les éléments de A. Comme
nous le verrons plus tard, le nombre de formes d’arbres binaires & n noeuds est le n-ieme nombre

2. Nous allons rendre tout ceci plus précis au Chapitre 6.
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de Catalan : . )
n
C, = . 4.2
" n+1 ( n > (42)
Le nombre total d’arbres binaires sur A, de cardinal n, est donc

B[A]| = nn+' : (2:) (4.3)

Les 5 formes d’arbres binaires a n = 3 noeuds sont celles illustrées a la Figure 4.2.

AR

FIGURE 4.2 — Les formes d’arbres binaires a 3 noeuds.
La profondeur 7, (y) d'un noeud y, d'un arbre binaire «, est la distance entre ce noeud et la racine.

Autrement dit, c’est la longueur de 'unique chemin qui relie ce noeud a la racine. La profondeur
m(a), d'un arbre «, est la profondeur maximale d’un noeud :

(o) == max Ta(y). (4.4)

4.3 Arbres binaires croissants

Parmi les arbres binaires sur un ensemble totalement ordonné A, on a ceux pour lesquels les

FIGURE 4.3 — Arbre binaire croissant, avec a <b<c<d<e < f.

étiquettes vont en croissant le long de tout chemin allant de la racine aux feuilles. On dit de ces
arbres binaires qu'ils sont croissants, et on dénote Abc[A] I'ensemble des arbres binaires croissants
dont les noeuds sont étiquetés par les éléments de A. Plus précisément, si min(A) désigne 1’élément
minimal de A, alors on a la description récursive

AbclAl= S {min(4)} x Abc[B] x Abc[C],  si A £0, (4.5)
B+C=A\{min(A)}
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ol on suppose que sur I’ensemble vide, il n’y a qu’un arbre binaire croissant : 'arbre vide. L’ordre
sur B, ainsi que celui sur C, sont obtenus par restriction de celui sur A.

Autrement dit, un arbre binaire croissant sur A est un triplet (min(A),~,d), ou 7 est un arbre
binaire croissant sur B C A \ {min(A)}, et J est un arbre binaire croissant sur le complément
de B dans A\ {min(A)}. Sur 'ensemble A = {1,2,3}, on a les 6 arbres binaires croissants de la
Figure 4.4.

1 1 1 1 /1\. A
/-2/ < >2 \ 3 2 &2 3
3 3 3 3

FIGURE 4.4 — Les arbres binaires croissants sur {1, 2, 3}.

En fait, le nombre d’arbres binaires croissants a n-sommets est exactement n!. Ceci découle de la
bijection
7 : Abc[A] — L[A], (4.6)

qui se définit récursivement comme suit, en utilisant la notation sous forme de mots pour les ordres
totaux sur A. On dit que 7(«) est la projection de «. Soit a I’élément minimal de A. Pour un
arbre croissant o = (a,7,d) (avec branche gauche 7 et branche droite §), on pose

() = 7(y)an(d). (4.7)

On récupere 'arbre a & partir de £ = 7(a) en calculant le déployé A(¢) de ¢. Plus précisément,
pour un ordre total £ = x1x9 - - - x, sur A, on pose

5(£) = (a,5(w),8(v)), (4.8)

ol u et v sont les mots qui sont uniquement caractérisés par le fait que ¢ se décompose comme
comme produit (de concaténation) de la facon suivante :

{=wuav.

On voit facilement que la fonction d est I'inverse de 7. Par exemple, le mot cabfde est la projection
de larbre binaire croissant de la Figure 4.3. On dit aussi parfois qu’on a obtenu le mot 7(«) par
lecture infixe de 'arbre «.

Il découle directement de la construction de la bijection m que
|Abc[A]| = n!, (4.9)

si A est un ensemble totalement ordonné de cardinal n.
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4.4 Arbres plans

Un arbre plan (ou arbre ordonné) est un arbre (une arborescence) soit réduit a un seul noeud,
soit constitué d’un noeud (la racine) auquel est rattaché une suite non vide d’arbres plan. Ce sont
les branches de I'arbre, et elles sont ordonnées de gauche a droite. La Figure 4.5 présente les formes
d’arbres plans a 4 noeuds. Plus techniquement, un arbre plan sur A est soit réduit a (x) si A = {z},

R

FIGURE 4.5 — Formes d’arbres plans a quatre noeuds

soit un couple (x, B), ou = (dans A) est la racine de 'arbre, et B = (a1, g, ... ,ax) est une suite
non vide (k > 0) d’arbres plans. Il n’y a pas d’arbre plan sur l’ensemble vide.

Plus synthétiquement, si Plan[A] désigne I’ensemble des arbres plans sur A, on a donc Plan[()] = (;
Plan[{z}] = {z}; et
Plan[A] = > ) > {z} x Plan[By] x --- x Plan[By], (4.10)
€A k>1 Bi+..+Bip=A\{z}

dans les autres cas. Par exemple, on a les 12 arbres plans

Plan[3] = {(1,(2,(3))),  (1,(3,(2))),
(2,3, (1)), (3,(1,(2)))
(1,((2),(3)),  (1,((3),(2)
(2,((3), (D)), 3, ((1),(2)

L’arbre (1,(2,(3))) n’a qu’une feuille qui est 3; et 'arbre
nombre d’arbres plan & n noeuds est

IPlan[A]| = (n — 1)!<2n”__1 ) (JA] = n). (4.11)

)

i

P ~—— ~—

)
)
(

4.5 Triangulations d’un polygone

Une triangulation d’un polygone régulier a n sommets, est un découpage du polygone en n — 2
triangles dont les sommets sont les sommets du polygone. On demande que deux triangles de la
triangulation aient au plus un c6té ou un sommet en commun.
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Plus explicitement, supposons que les sommets du polygone sont étiquetés de 1 a n dans le sens
des aiguilles d’une montre. Autrement dit, on considere le polygone comme étant un graphe simple
avec les arétes

{{i,(i+1mod n)} | 1 <i<n}.

Un triangle d’une triangulation est la donnée d’un ensemble {a, b, ¢} de trois sommets du polygone.
On dit que deux triangles T} = {a,b,c} et To = {d,e, f} (avec T} N Ty = )) se croisent si on a
deux des sommets de 77, disons a et b, et deux sommets de 75, disons ¢ et d qu’on rencontre dans
l'ordre a,c,b,d lorsqu’on tourne autour du polygone dans le sens des aiguilles d’'une montre. Bien
entendu, les triangles sont dits sans croisement s’ils ne se croisent pas.

Une triangulation 7 est la donnée d’une famille

7= {{ai, bi, ci} hi<i<n—2 (4.12)

de triangles qui recouvrent [n], et qui sont deux & deux sans croisements. On désigne par Aln]
I’ensemble des triangulations d’un polygone a n-cotés. Par exemple, pour n = 5, on a les 5 trian-
gulations

A5 = {{123,134,145}, {123,135,345}, {125,234,245}, {124,145,234}, {125,235,345}},

ou on a écrit abe pour le triangle {a, b, c}. Ces 5 triangulations du pentagone sont présentées de fagon
plus imagée a la Figure 4.6. Comme nous allons le montrer plus loin, le nombre de triangulations

2 2 2 2 2
3@1 3@1 | & - \4 | 3@1
4 5 4 5 4 5 4 5 4 5

FIGURE 4.6 — Triangulations du pentagone

d’un polygone a n + 2 cotés est donné par le n-ieme nombre de Catalan. En passant, ces nombres
ont été découverts par Euler, longtemps avant Catalan. Dans une lettre adressée a Goldbach en
1751, Euler les considere dans le contexte de I’énumération des triangulations d’un polygone. 11 y
donne la formule (3.27), et la série génératrice (3.25). Goldbach répond en soulignant que la série
satisfait I’équation (3.24).

4.6 Configurations de Catalan

Un fait expérimental, peut-étre un peu étonnant a priori, est qu’il y a souvent un grand nombre de
familles de structures combinatoires différentes qui sont comptées par la méme famille de nombres.
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Ci-dessous, nous allons discuter plus en détail le cas des nombres de Catalan. Pour 'instant, on
peut mentionner un autre cas bien connu : celui des nombres de Fibonacci. En effet, ces nombres
semblent jouer tellement de roles différents, qu’on a méme mis sur pied une association officielle les
concernant. On peut trouver plus de détails sur cette association a ’adresse

http://www.mathstat.dal.ca/fibonacci/.

Cette association publie un journal spécialisé s’intitulant : <« The Fibonacci Quaterly >, qui se
consacre exclusivement aux nombres de Fibonacci.

Le fait de reconnaitre que de mémes nombres interviennent dans deux (ou plusieurs) contextes
différents peut s’avérer un indice précieux pour révéler qu’il y a des liens inattendus entre les
sujets concernés. C’est cette idée qui a poussé N.J.A. Sloane a rédiger un livre, The Handbook of
Integer Sequences (paru en 1973), dans lequel il a répertorié 2372 suites de nombres jouant un role
dans un ou plusieurs domaines des mathématiques et d’autres sciences, avec une (ou des) référence
bibliographique donnant l'origine des suites. De nombreux chercheurs ont depuis eu ’occasion
d’exploiter cette ressource pour assister leurs travaux de recherche. Devant tant de succes, 22 ans
plus tard Sloane, avec la collaboration de Simon Plouffe (de 'UQAM), a récidivé en publiant The
Encyclopedia of Integer Sequences (1995), avec maintenant 5488 suites répertoriées. De plus (c’est
la une des contributions de Simon Plouffe), la nouvelle version contient des formules explicites
nouvelles obtenues au moyen d’outils de calcul formel spécialisés (voir la Section A.3). On trouve
maintenant en ligne le site The Online Encyclopedia of Integer Sequences :

http://www.research.att.com/ njas/sequences/,

qui permet de consulter cette base de données. On peut aussi y retrouver des exemples d’utilisation
de ces informations pour 'avancement de recherches théoriques. Il y a une liste de 1705 articles
spécialisés mentionnant avoir utilisé ces outils.

Lorsqu’une suite de nombre sentiers
ap, ai, az, ag, ...,

compte des structures combinatoires, on dit qu’on en a une < interprétation combinatoire ». On
peut aussi en avoir une interprétation algébrique, par exemple s’ils apparaissent comme dimensions
d’une famille d’espaces vectoriels.

Les nombres de Catalan jouent divers roles importants autant en combinatoire énumérative qu’en
combinatoire algébrique. Dans son livre Enumerative Combinatorics®, Richard Stanley, sous la
forme d’exercices, en énumere 66 interprétations combinatoires et 9 interprétations algébriques.
Sur son site web

www-math.mit.edu/~rstan/ec

3. Cambridge University Press, 1999


http://www.mathstat.dal.ca/fibonacci/
http://www.research.att.com/~njas/sequences/
http://math.mit.edu/~rstan/ec/
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on trouve de plus au moins 110 autres interprétations des nombres de Catalan. Voici seulement
quelques-unes des configurations en question. Ce sont en fait celles que nous avons rencontrées
jusqu’ici.

(1) Formes d’arbres binaires ayant n noeuds.

Formes d’arbres plans ayant n + 1 noeuds.

On va voir qu'on a de jolies bijections entre ces différentes configurations. Il en découle qu’elles
sont toutes comptées par les nombres de Catalan C,,, puisqu’on a déja vu que c’est le cas pour les
chemins de Dyck de hauteur n.

Les bijections

(1)<>(2). Le passage d’un arbre binaire a un arbre ordonné peut se décrire aisément en
terme de filiation. On ajoute un nouveau noeud comme < peére >* de la racine, et on
interprete le fait de descendre dans la branche gauche d’un arbre binaire comme le passage
de < pere > en < fils ». Descendre dans la branche droite s’interprete comme le passage de
< frére > a < frére cadet ». Ce processus est illustré a la Figure 4.6. Le noeud supplémentaire
est celui qui est étiqueté x. On enleve de part et d’autre les étiquettes des noeuds, pour
obtenir la correspondance en terme de forme d’arbres.

a a €T

b c b AN c a c \.e
— —
d € d \.6 b d f
f Y

FIGURE 4.7 — Un arbre binaire et I’arbre plan correspondant.

Pour n = 3, la bijection de la Figure 4.8.

4. Selon le gotit du lecteur, on peut substituer < meére > pour < pere > et < fille > pour « fils >, ou méme encore
utiliser les plus neutres de termes « parent > et < enfant >.
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P
R

FIGURE 4.8 — La bijection (1)<+(2) pour n = 3.

(1)<+(3).  On décrit cette bijection de fagon récursive, en exploitant la décomposition (3.23)
des mots de Dyck. Rappelons que tout mot de Dyck (non vide) w admet une décomposition
unique de la forme

w=aubw, ou wu,v sont des mots de Dyck sur {a, b},

avec u de longueur minimale. La forme d’arbre binaire 5(w), associée & w, est construite
récursivement ° en posant

lorsque w est différent du mot vide. Sinon S(w) est arbre vide. Pour n = 3, on a la bijection
de la Figure 4.9.

AEMN

aaabbb aababb abaabb ababab aabbab

FIGURE 4.9 — La bijection (1)<+(3) pour n = 3.

(3)<+(4). On a déja montré comment passer d'un mot de Dyck & un chemin de Dyck. Pour
n = 3, on a la bijection de la Figure 4.10.

5. Voir la Section 6.9 pour plus de détails a ce sujet.



114 CHAPITRE 4. DIVERSES STRUCTURES COMBINATOIRES

aaabbb aababb abaabb ababab aabbab
) ) ) 7 )

S v

FIGURE 4.10 — La bijection (3)<(4) pour n = 3.

(3)«+(5).  On passe d'un mot de Dyck de longueur 2n & une fonction croissante de [2] X n]
vers [2n], en procédant comme suit. Pour un mot de Dyck w = wq wy - -+ wa,, avec w; égal
a a ou b. La fonction cherchée s’obtient en placant dans 'ordre croissant les i tels que w; = a
dans la ligne du bas, et les ¢ tels que w; = b dans la ligne du haut. Pour n = 3, on a la
bijection de la Figure 4.11. Autrement dit, les valeurs sur la ligne du bas correspondent aux
positions des a dans le mot.

aaabbb aababb abaabb ababab aabbab
! I
6 6
5 3 4 5
4 2 2 3
1 1

FIGURE 4.11 — La bijection (3)<+(5) pour n = 3.

(1)«+(6). Voir Exercice 4.1.

4.7 TFonction de stationnement*)

Supposons que n < conducteurs > ont chacun opté d’avance pour une des n places de stationnement,
toutes situées du méme coté d’une rue a sens unique et numéroté consécutivement de 1 a n.
Autrement dit, on a une fonction ¢ de ’ensemble C des conducteurs vers ’ensemble {1,2,...,n},
qui rend compte des préférences de stationnement de chaque conducteur, avec ¥(c) = k si le
conducteur ¢ préfere la place k. On peut tout aussi bien numéroter les conducteurs de 1 a n, et
donc on suppose dorénavant que C = [n], c.-a-d. : ¥ : [n] — [n]. On dit que 1 est la fonction de
préférence. Il n’y a aucune restriction sur ces préférences. Par exemple, les conducteurs peuvent
avoir tous choisi la place 1 comme place préférée.
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Pour une fonction de préférence 1) fixée, on suppose que les conducteurs arrivent I'un apres I'autre,
dans un ordre quelconque, et s’avancent jusqu’a leur place préférée. Ils s’y garent si elle est libre, ou
se garent a la premiere place libre qui suit leur place préférée. Dans le cas illustré a la Figure 4.12,
le prochain conducteur désire se garer a la place numérotée 8, qui est occupée. 1l se garera donc a
la donc la place 9, qui est libre. S’il existe un ordre d’arrivée des conducteurs pour lequel un des

FIGURE 4.12 — Un conducteur cherchant sa place préférée.

conducteurs n’arrive pas a se trouver une place (suivant cette procédure) avant de parvenir a la
fin de la rue, on dit que la fonction de préférence 1 n’est pas une fonction de stationnement. Au
contraire, on dit avoir une fonction de stationnement si chaque conducteur réussit a se garer,
quelque soit I'ordre d’arrivée. On montre facilement que ¢ est une fonction de stationnement % si
et seulement si, pour tout k entre 1 et n, 'image inverse

¢ ([k]) ={ceC[¢(c) <k}
contient au moins k éléments, c.-a-d. :
Stafn] := {v: [n] = [n] | (Vk) [~ (K])] = & }. (4.13)

Autrement dit, pour chaque k il y a au moins k conducteurs qui désirent se garer dans les k
premieres places.

La type 7(1) d’une fonction ¢ : [n] — [n], est le vecteur dans N™ dont les coordonnés correspondent
aux cardinaux des fibres de . Plus précisément, on calcule pour chaque k entre 1 et n, le cardinal
dy = |~ (k)|, et le type de v est le vecteur

T(IZJ) = (dl,dQ, ,dn). (414)
On a que 9 est une fonction de stationnement si et seulement si son type satisfait la condition
di+do+...+dp >k, (4.15)

pour tout k entre 1 et n. La forme A\(v) d’un vecteur v € N" est la suite obtenue en réordonnant
en ordre décroissant les coordonnés non nulles de v. Ainsi, on a A(2,1,0,3,0,0) = 321. Nous allons

6. Apparemment cette notion est en fait dit & R. Pyke (voir [30]). Elle a été redécouverte par A.G. Konheim et
B. Weiss (voir [23]) dans un contexte informatique.
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voir que le nombre de fonctions de stationnement d’un type donné ne dépend que de la forme du
type.

On dénote Sta[n| 'ensemble des fonctions de stationnement. C’est un sous-ensemble de End[n].
Comme on 'a déja fait dans d’autres circonstances, on peut décrire une fonction de stationne-
ment comme un mot ) = pipa---pn, avec p; = (). Ainsi, les 3 fonctions de stationnement qui

correspondent au cas n = 2 sont :
Sta[2] = {11,12,21}.

Pour n = 3, on a les 16 fonctions de stationnement :

Sta[3] = {111, 112, 121, 211, 113, 131, 311, 122,
212, 221, 123, 132, 213, 231, 312, 321}

Dans cette notation, le type de la fonction de stationnement 241144 est 7(241144) = (2, 1,0, 3,0,0).
C’est donc la suite des multiplicités des lettres du mot.

Le probleme posé consiste a compter le nombre de fonctions de stationnement en terme de n.
Pour ce faire” on déforme la rue pour en faire un cercle, et on ajoute une place de stationnement
étiquetée n + 1, comme illustré a 1 Figure 4.13. qui peut aussi étre I'une des places préférées. Il

FIGURE 4.13 — Stationnement circulaire.

en résulte donc que i prend maintenant des valeurs entre 1 et n + 1. Toutes les voitures peuvent
toujours se stationner, quitte & repasser par le début; et, a la fin, il reste toujours exactement une
place de libre. La fonction ¢ est une fonction de stationnement si la seule place libre est la place

7. Cette approche est due a Pollak (voir [32, Sec. 2]).
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numérotée n + 1. Pour chaque fonction de préférence v, et chaque j entre 0 et n, on a une fonction
de préférence 1); définie comme :

¥5(e) = ((c) + j mod n +1).

Parmi les (n 4 1)" fonctions de préférences, il y en a n 4+ 1 qui s’écrivent comme 1;, pour chaque
fonction de stationnement 1. Une seule d’entre elles laisse la place n + 1 libre. On a donc (n +
1)"/(n+1) = (n+1)""! fonctions de stationnement :

Sta[n]| = (n+ 1)""L. (4.16)
Décomposition selon le type. Si T, est I’ensemble des types possibles pour des fonctions de
stationnement, on a la décomposition
Sta[n] = ) _ Sta, (4.17)
YETn

ou Sta, dénote I’ensemble des fonctions de stationnement de type . Pour étudier cette décomposition
de I’ensemble Sta[n] selon le type, on exploite le fait qu’il y a une bijection naturelle entre I’ensemble
T, des types de fonctions dans Sta[n], et 'ensemble Dyck[n] des chemins de Dyck de hauteur n.

A

4

3
1 2 3 4 5 6

FIGURE 4.14 — Chemin de Dyck de la fonction de stationnement 241144.

Pour un chemin de Dyck de hauteur n :

Y= (p07p17 CIEaR 7p2n)7 avec pi = ($i7yi)7

on considere I’ensemble Vert, des points (x;, ;) pour lesquels (x;—1,¥i—1) = (@i, y; — 1). Autrement
dit, on ne considere que les points du chemin qui sont ’extrémité supérieure de pas verticaux,
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et on dit que Vert, est I’ensemble des pas verticaux de 7. Comme le chemin est de hauteur
n, I'ensemble Vert, est de cardinal n. En fait, pour chaque hauteur j (avec 1 < i < n),ily a
exactement un point de v qui appartient a Vert,. Parmi les points de méme hauteur, c’est le point
du chemin le plus a gauche qui appartient a Vert,. Pour I'exemple de la Figure 4.14, on a

Vert, = {(0,1),(0,2),(1,3), (3,4), (3,5), (3,6)}.

Pour chaque k entre 1 et n, I’ensemble Vert, contient un certain nombre de points ayant k — 1
comme premiere coordonnée. On dénote dj ce nombre de points, c.-a-d. :

di = |{(k—1,4) | (k—1,i) € Vert, }|,
et bien stir n = dy +d2 + ... + d,,. Pour notre exemple de la Figure 4.14, on a
(d17d27d37d47d57d6) - (27 170a37070)'

Ce vecteur caractérise entierement . De plus, le fait que 7 soit un chemin de Dyck correspond au
fait que le vecteur 7(v) := (d1,da, ... ,d,) satisfasse (4.15) pour tout k. Autrement dit, il y a une
bijection entre les chemins de Dyck, et les types de fonctions de stationnement.

Pour chaque chemin de Dyck, on construit I’ensemble Sta, des fonctions de stationnement dont le
type correspond a 7(7), de la facon suivante. Pour chaque bijection ¢ entre [n] et Vert,, on construit
tout simplement une fonction de stationnement en posant ¢ := mo ¢, ot m : Vert, — [n] est la
fonction telle que 7(x,y) := z+ 1. En effet, les conditions (4.15) assurent que la fonction résultante
est bien une fonction de stationnement.

On observe ensuite que plusieurs bijections ¢ : [n] — Vert, donnent la méme fonction de station-
nement. En effet, si on permute entre elles les valeurs associées aux points de Vert, ayant méme
premieres coordonnées, on obtient trés exactement le méme résultat final ¢ = 7 o . On en conclu

que
n!

ou (dy,ds, ... ,dy) = 7(7). On écrit parfois (T(Tfy)) pour le membre de droite de (4.18). Il résulte de
tout ceci que
(n+1)t= Y ( " ) (4.19)
7(7)
~v€Dyck([n]

4.8 Polyominos®

Un polyomino est un ensemble fini « connexe > de cases de N x N, & translation pres. Plus
précisément, un polyomino 7 est un sous-ensemble fini de N x N, tel qu’il existe un chemin
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reliant toute case a toute autre, et qui est constitué de pas de la forme (z,y)~(x +1,y) ou
(z,y)~(z,y £1). On dit que le nombre de cases du polyomino est son aire. Par exemple, on
a le polyomino d’aire 36 de la Figure 4.15.

FI1GURE 4.15 — Un polyomino d’aire 36.

Il n’y a qu’'un seul polyomino d’aire 1 (aussi appelé monomino) :

Il y a deux polyominos d’aire 2 (les dominos) :

||
HE N
On a les 6 polyominos d’aire 3 (les triominos) :
||
o H HE BN =N
HEE BN ER B BN

et les 19 polyominos d’aire 4 (les tétraminos)® :

HEEE BEN EEE N ° N HN

K H - HE H HE EE

)

L H EEE N B

8. Ce sont les formes qui apparaissent dans le jeux de Tétris.
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On ne connait pas encore de formule donnant p,,, le nombre de polyominos d’aire n. Les premieres
valeurs de ces nombres sont

n ‘1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
pn‘l 2 6 19 63 216 760 2725 9910 36446 135268 505861 1903890

Cependant, pour certaines familles particulieres de polyominos on a de jolis résultats. Ces le cas
des polyominos parallélogrammes définit comme suit.

Polyominos parallélogrammes. Considérons deux chemins v et 7/ du plan N x N, allant de
(0,0) a (n—k, k) (pour n > k), et qui ne se croisent pas. C’est donc dire qu’il n’ont aucun point en
commun, sauf leurs extrémités. L’ensemble des cases de N x N qui se situent entre les deux chemins
forme un polyomino qui est dit parallélogramme. Sans perte de généralité, on peut supposer que

Verty, = {(x1,1), (x2,2), ... ,(xr,k)}, et Verty ={(y1,1), (¥2,2), ... ,(y. k) }

avec x; < y;, 1 = 0, et yp = (n — k, k). Les cases du polyomino parallélogramme, dénoté 7.,
associé au couple de chemins (y,+’) sont alors

Ty 1= {(2,%) | s <2 <y, 1 <0 <k} (4.20)

On observe que tous ces polyominos ont périmetre égal a 2n, quelque soit k. On dénote Pol //[n]
I’ensemble de ces polyominos parallélogrammes de périmetre 2n, sans tenir compte de laire. Les
polyominos parallélogrammes d’aire < 4 sont ceux qui apparaissent en bleu dans les listes plus
haut. On a 5 polyominos de périmetre 8, 4 d’entres eux sont d’aire 3, et il y en a un seul d’aire 4.

Un polyomino parallélogramme est caractérisé (voir Exercice 4.3) par les deux suites
a:(alaCLZa aak)v et B:(blab% ,bk—l)

qui donnent respectivement le nombre de cases dans chaque ligne du polyomino, et le nombre de
contacts entres deux colonnes consécutives. Autrement dit, avec les mémes notations que ci-haut,
on a

a; ‘=y; — x5, et by i=xi — Y (4.21)

On peut bijectivement coder les deux suites a et 8 sous la forme d’un chemin de Dyck v de hauteur
n — 1, en spécifiant (voir Exercice 4.4) la position des coins extérieurs et des coins intérieurs de 7
au moyen des entrés de ces suites. Il s’ensuit que :

Proposition 4.1. Le nombre de polyominos parallélogrammes de périmétre 2n est le (n — 1)-ieme

nombre de Catalan : L /2 )
n —
‘Pol//[n]‘:n<n_1>. (4.22)
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4.9 Exercices

4.1. Décrire une bijection directe entre les arbres binaires sur n noeuds, et les triangulations d’un
polygone a n + 2 sommets. Suggestion : Les noeuds de 'arbre correspondent aux triangles, et deux
noeuds sont reliés si les triangles correspondants ont une aréte en commun. On place la racine dans
le triangle contenant I’aréte {1,2}. Pour n = 3, on aura la bijection de la Figure 4.16.

? () T ? T
WAVE VR A,

FIGURE 4.16 — La bijection (1)<+(6) pour n = 3.

4.2. Montrer que la séries génératrice f(z), pour les arbres ordonnés,est telle que

a)

1
f@)=z+zf@) +z(f@)*+... +z(f@)+... =0 ———
1—f(z)
b) En déduire I’équation
(f(2))? = f(z) +x=0.
et donc que
1—+v1—-4x
f(x) = -5
c¢) Vérifier que le nombre de tels arbres sur n noeuds est Cy,—1.
4.3. Montrer que les suites (aj, a2, ... ,ar) et (by,be, ... ,bg_1), définies en (4.21) caractérisent

le polyomino parallélogramme sous-jacent. Suggestion : Etant donnés les a; et b;, résoudre les
équations (4.21) en fonction des x; et y; en utilisant le fait que 1 =0 et y = (n — k, k).

4.4. Montrer qu’on peut construire un unique chemin de Dyck, en ne spécifiant que la suite des
distances entre les coins (extérieurs et intérieurs) du chemin et la diagonale y = x. Achever de
montrer la Proposition 4.1 en appliquant ceci au cas ou les distances en question sont données par
(a1,a2, ... ,a), pour les coins extérieurs, et par (by — 1,bo — 1, ... ,br_1 — 1), pour les coins
intérieurs.
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Programmation mathématique

4.5. Utiliser l'identité (4.1) pour construire une procédure qui calcule tous les arbres binaires sur
un ensemble A.

4.6. Construire une procédure qui calcule la profondeur 7 («) (voir (4.4)) d’un arbre binaire a sur
un ensemble A, et utiliser cette procédure pour calculer les premiers termes de la série indicatrice

de profondeur :
n

Bo(2) = i 3 @ % (4.23)

n=1 aeB(n|

4.7. Utiliser 'identité (4.5) pour construire une procédure qui calcule tous les arbres binaires
croissants sur un ensemble totalement ordonné A.

4.8. Construire une procédure qui calcule la profondeur d’un arbre binaire croissant sur un ensemble
totalement ordonné A, et utiliser cette procédure pour calculer les premiers termes de la série
indicatrice de profondeur Abc,(z) (définie de fagon analogue a (4.23).

4.9. Utiliser 'identité (4.10) pour construire une procédure qui calcule tous les arbres plans sur un
ensemble A.

4.10. Construire une procédure qui calcule toutes les triangulations d’un polygone a n sommets.
Chaque triangulation sera présentée sous la forme (4.12).

4.11. Construire une procédure qui transforme un arbre binaire en arbre plan, comme il est décrit
a la Figure 4.7.

4.12. Construire une procédure qui génere toutes les fonctions de stationnement sur [n], dont le
type correspond & un chemin de Dyck donné (comme dans la discussion autour de la Figure4.14).

4.13. Construire une procédure qui génere toutes les polyominos parallélogrammes de périmetre
2n.



Chapitre 5

Permutations et partitions

5.1 Introduction.

Parmi les problemes typiques d’énumération, une situation que nous n’avons pas encore assez
discutée concerne 1’étude des structures <« non étiquetée >, ou encore construite avec des atomes
qu’on ne peut pas < distinguer > les uns des autres. Encore une fois, nous avons la affaire a une
notion pour 'instant assez floue. Tout ceci sera completement clarifié au Chapitre 6, en considérant
la notion de permutation des éléments d’un ensemble. C’est tres certainement 1'une des raisons
pour lesquelles la notion de permutation est importante, mais c’est loin d’étre la seule. En fait le
groupe des permutations joue un role fondamental en combinatoire, comme dans de trés nombreux
autres domaines des mathématiques et de la physique.

5.2 Permutations

Rappelons qu’une permutation de A est simplement une bijection de A vers A, et qu’on dénote
S[A] 'ensemble des permutations de A, c’est-a-dire

S[A] := {0 : A =5 A | o est une bijection}.
Un permutation o de A (de cardinal n) est donc un ensemble de n couples :
o ={(z,0(x)) | z € A}.

Nous allons aussi écrire S4 pour S[A], et S,, pour S[n|. Le cardinal de S est n!, si A est de cardinal
n.

123
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Si A est muni d’un ordre linéaire fixé (voir Proposition 2.22), on peut identifier les permutations
de A aux fagons de < réordonner > les éléments de A. Ainsi, dans le cas A = [n], en écrivant plus
simplement o; pour (i), on présente les permutations sous la forme

0= 0109 Op.
Par exemple, on a ’ensemble des 24 permutations :

Sy={ 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432,
2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431,
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421,
4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321 }.

De facon un peu plus imagée, on représente encore une permutation o comme il est illustré a la Fi-
gure 5.1. Chacune de ses représentations permet de mettre en évidence des propriétés particuliéres.

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7
FIGURE 5.1 — Une permutation

Décomposition en cycles. Comme les permutations sont aussi des endofonction, on peut les
présenter sous la forme de graphe orienté (graphe sagittal, voir Figure 5.2). Il devient alors naturel
®:

e
ORO ®
@_@ @

FI1GURE 5.2 — La décomposition de la permutation 248736159 en cycles disjoints.

de les décomposer en composantes connexes. Plus précisément, une permutation de A (de cardinal
n) est dite cyclique si en l'itérant (voir (2.63)) on peut passer de n’importe quel élément de A a
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F1GURE 5.3 — Un cycle v, contenant z.

n’importe quel autre. Plus techniquement, cela signifie que y est cyclique si et seulement si, pour
chaque z et y dans A, il existe k € N tel que

V(z) = y.
L’ensemble A peut alors s’écrire sous la forme
A={y(@)|0<i<n—1},

" = Idy. Cette situation est illustrée a la

1.

avec x un élément quelconque de A. Observons que ¥y
Figure 5.3, et il est courant, dans ce cas, d’utiliser une notation cyclique

v = (@9(@), 7 (@), .. (@), (5.1)
avec la convention (Voir Exercice 5.2) que les deux suites
(1,22, oo yTp—1,Tpn) et (z2,23, ... ,Tpn,T1),
représente le méme cycle. Ainsi, on a donc les écritures équivalentes
(1,3,2,4) = (3,2,4,1) = (2,4,1,3) = (4,1, 3,2).

Dans le cas plus particulier o A est muni d’un ordre linéaire fixé, on peut convenir de présenter
les cycles sous la forme (5.1), avec = égal au plus petit élément du cycle.

On désigne par C[A] ’ensemble des permutations cycliques de A, et (voir Exercice 5.1) ily a (n—1)!
permutations cycliques d’un ensemble & n éléments. Les 6 permutations cycliques de [4] (sous forme
de mot) forment l’ensemble C[4] (= C[[4]]) :

C[4] = {2341,2413, 3421, 3142, 4312, 4123}.

1. Notez l'utilisation de parenthese et de virgules qui différencient cette notation de la notation sous forme de
mot.
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Le méme ensemble, décrit en utilisant la notation cyclique, est :
C[4] = {(17 27 37 4)7 (17 27 47 3)7 (17 37 27 4)7 (17 37 47 2)7 (]‘7 47 27 3)7 (]‘7 47 37 2)}

Les composantes connexes d’une permutation o, sont les « cycles » de o. Plus précisément, a
chaque o on associe la partition O, de A, qui a comme parts les sous-ensembles

o*(z) == {o*(x) | k e N}. (5.2)

On dit que o*(z) est 'orbite de z selon 0. Pour B = o*(x) (avec x € A), la restriction 0|B,
de o a B, est une permutation cyclique des éléments de B. On dit que a‘ p est un cycle de o.
Toute permutation o d’un ensemble A se décompose ainsi uniquement en cycles disjoints. L’ordre
d’écriture des cycles n’ayant pas vraiment d’importance, on a que

Cycles(o) := {U}B}Beoa. (5.3)

est la décomposition en cycles de o.

La liste, en ordre décroissant, des longueurs de chacun des cycles de Cycles(o) est la structure
cyclique (ou forme) de o. On la dénote A(c), et elle souvent écrite sous forme de mot

Mo) = papiz -+ - s (5.4)

avec les u; € Nyet g > po > -+ > pup > 0. Il est clair que n = p1 +po + ... + pp.

Pour I'exemple de la Figure 5.2, on a une permutation 248736159 dont la décomposition en cycles
est

o = 248736159  +»  Cycles(o) = {(1,2,4,7),(3,5,8), (6), (9)}

Il s’ensuit que la structure cyclique de 248736159 est A(0) = 4311. Dans le cas A = {1,2,3}, on a
les structures cycliques possibles :

(o) ‘ o

111 | 123,

21 | 213, 132, 321,
3 |231, 312.

2. Nous allons revenir plus en profondeur sur cette notion, a la Section 5.3.
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Les décompositions en cycles correspondantes sont :

o Cycles(o)
123 | {(1),(2), (3)},
213 1 {(1,2),(3)},
132 | {(1),(2,3)},
321 | {(1,3), (2)},
231 | {(1,2,3)},

312 | {(1,3,2)}.

Utilisons la notation exponentielle pour la répétition de lettres dans les mots. La forme d’une
permutation o s’écrit alors sous la forme *

Mo) =1%2¢ ... pdn, (5.5)

avec d; égal au nombre de cycles de longueur ¢ dans la décomposition cyclique de o. Nous allons
étudier cette notion plus en profondeur a la Section 5.3.

Enumeration selon le nombre de cycles. On désigne par Si[A] Pensemble des permutations
de A qui sont composées de k cycles, c.-a-d. : |Cycles(o)| = k. Observons que

Sn[A] = {Ida}, (5.6)

sin=|A|. On a
SHTIE S | K] (5.7)

PcPart,[A] BEP

Pour A de cardinal n, le nombre d’éléments de Si[A] est dénoté [z] Ce sont les nombres de
Stirling de 1-ére sorte (non signés*). Il découle immédiatement de cette définition que

a) [Z] =1, pourtoutn >0, et b) [g] =0, si n>0, (5.8)

D’autre part, puisque

S[4] = >S4l (59)
k=0

3. Encore une fois, il faut faire attention ici d’interpréter 425% comme le mot 44555, et non comme lentier
16 - 125 = 2000.
4. Tl existe dans la littérature une version avec un signe.
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o nl = ;n::o m (5.10)

La Table 5.1 donne les petites valeurs de ces nombres. On donne a ’exercice 5.3 plusieurs formules

n\k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1

2 1 1

3 2 1

4 6 11 6 1

) 24 50 35 10 1

6 120 274 225 85 15 1

7 720 1764 1624 735 175 21 1

8 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1

9 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1
10 62880 1026576 1172700 723680 269325 63273 9450 870 45 1

TABLE 5.1 — Les nombres de Stirling de 1-ére sorte : [Z]

concernant ces nombres. Entre autres, on y montre une récurrence qui en permet le calcul. Celle-ci
est basée sur 'identité suivante qui permet le calcul récursif de Si[A], avec A = B + {z} :

Sk[B+{z}] = {o+{(z,2)} | o€ Sp_1][B]}
+5 {0\ {5 2)) + {(g 2), (2,2)} | o € Sk[BI}, (5.11)
yeA

ou z = o(y). Dans le premier du terme de droite, on ajoute un cycle de longueur un (envoyant x
sur x). Dans le second, on insere x aprés y dans le cycle contenant y. Autrement dit, on remplace
dans o le couple (y, z) par les deux couples (y,x) et (z, 2).

Dérangements. Un élément = de A est un point fixe de o si et seulement si o(z) = . Dans
la décomposition cyclique d’'une permutation, un point fixe  donne un cycle de longueur 1, égal a
(). On désigne par fix(c) 'ensemble des points fixes de o.

Un dérangement est une permutation de A sans point fixe. C’est donc une permutation ayant
tous ses cycles de longueur plus grande ou égale & deux. On désigne par Der[A] I'ensemble des
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dérangements de A. Par exemple, 'ensemble Der[n] des dérangements de [n], pour n = 4, contient
9 permutations :

Der[4] = {2143,2341, 2413, 3142, 3412, 3421, 4123, 4312, 4321}.

Le cardinal de d,, := Der[n], prend les valeurs :

n 012345 6 7 8 9 10 11
dn‘l 0 1 2 9 44 265 1854 14833 133496 1334961 14684570

La bijection naturelle suivante exploite le fait qu’en enlevant a une permutation ses points fixes, on
obtient un dérangement.

S[A] =+ > Der[B]. (5.12)

Elle associe donc a une permutation o, le dérangement a‘ 5 sur Uensemble B = A\ fix(c). L'identité
suivante découle automatiquement de cette bijection.

nl = kzn::() (Z) dp, (5.13)

avec (comme plus haut) dj désignant le nombre de dérangements sur un ensemble de cardinal k.
On peut alors utiliser 1’exercice 5.4 pour déduire® la formule

dy = n!fj (=" (5.14)

Une des conséquences souvent mentionnées de cette identité est que :

< la probabilité d’obtenir un dérangement, lorsqu’on choisit une permutation
de n éléments au hasard, tend vers e~' lorsque n tend vers linfini. >

La proposition suivante permet de calculer effectivement les dérangements de A.

Proposition 5.1. On a une la bijection naturelle (identifiant une permutation a sa décomposition
en cycles)

DerfA+{y}] = Y {o+{(z.1).(1.2)} | o € Der[A\ {x}]} +

€A
S o\ @)+ (@ o o evatal). O

(z,2)€0

5. On redémontrera ceci plus combinatoirement plus tard.
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Autrement dit, pour le premier terme du membre de droite, on ajoute un nouveau cycle de longueur
deux : {(z,y), (y,x)}, & un dérangement de A\ {z}; et, dans le second terme de membre de droite,
on insére y entre z et son image z = o(x), dans un dérangement de A.

Il s’ensuit que

Corollaire 5.2. On a les identités

d, = (n . 1)(dn_2 + dn—l), et (516)

d, = nd,—1+(—1)". (5.17)

Transpositions. Une transposition 7 sur A est une permutation qui laisse fixe tous les
éléments de A sauf deux, disons x et y, pour lesquels on a

() =y et 7(y) ==z (5.18)

Tous les cycles de o ont donc longueur 1, sauf un qui est de longueur 2. Comme il suffit de choisir ces
deux éléments parmi les n éléments de A, il y a (g) transposition de A. Si T[A] dénote ’ensemble
des transpositions sur A, on a donc une bijection naturelle

TIA] — P2lA]. (5.19)

On dénote souvent (z,y) la transposition qui échange x et y. Bien entendu (x,y) = (y, z). Lorsque
A est totalement ordonné, on dit d’une transposition 7 qu’elle est adjacente, si les deux éléments
sont transposés, sont consécutifs dans l'ordre, c.-a-d. : y couvre x. Dans le cas A = [n], avec l'ordre
usuel, les transpositions adjacentes sont donc celles de la forme (4,74 1), pour ¢ allant de 1 a n — 1.
Il est coutume de dénoter s; la transposition adjacente (i,7+ 1) :

s; = (i, + 1). (5.20)
Ainsi, pour A = [6], on a les 5 transpositions adjacentes
(1,2) = 213456, (2,3) = 132456, (3,4) = 124356,
(4,5) = 123546, (5,6) = 123465.
Toutes les transpositions d’un ensemble A, de cardinal n, sont de méme forme

ANr) = 211 --- 1
—_——
n—2 copies

= 21"2

Rappelons qu’en terme de mots, 1¥ désigne le mot constitué de k copies de la lettre 1. Pour
mieux approfondir la notion de transposition, on considere maintenant la notion de composition de
permutations.
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Structure de groupe. Rappelons que le composé de
deux permutations de A, o et 7, est aussi une permutation de
A. De méme, l'inverse d’une permutation de A, est une per-
mutation de A L’ensemble S 4 des permutations de A devient
donc un groupe pour la composition, avec la permutation
identité Id4 comme élément neutre. Il est courant d’utiliser
une notation multiplicative, et on écrit o 7 pour le composé
ogoT.

Dans S4, le conjugué d’une permutation o, par une permu-
tation 6, est la permutation 6 ¢ #~!. La conjugaison, notée
< ~ > est la relation d’équivalence pour laquelle on a

o~T, ssi (30€Sa)T=000"". (5.21)

On vérifie directement (Voir Exercice 5.6) que c’est bien une
relation d’équivalence, et on montre que
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Cube de Rubik (1974),
(219378!12!) permutations.

Proposition 5.3. Deux permutations sont conjuguées si et seulement si elles ont la méme structure

cyclique, c.-a-d. : o ~ 1 ssi A(o) = A(T).

Preuve. Observons d’abord que 'image de 6(x) par

™ = (oo M),

= o0 ) (0o .- (Boo7)),

¢ times
= Ho'o L.
Pour tout ¢ on a donc
O(c'(z)) = 7°(0(x)). (5.22)
Il en résulte la correspondance suivante, entre les cycles de o et ceux de 7 :
(z, ... ,o'(x), ...) +— (0(2), ... ,0(c"(x)), ...). (5.23)

Cela donne une traduction claire entre la structure cyclique de o et celle de 7.

Inversement, si o et 7 ont la méme forme, on construit de la facon suivante une permutation 6 telle
que fof~' = 7. Les permutations ayant méme forme, on peut ordonner® les cycles 7; de o, ainsi

6. Il y a plusieurs fagons de faire
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que les cycles p; de 7, de fagon a ce que la longueur de ~; soit la méme que celle de p;. On choisit
ensuite un élément x; dans chaque cycle v;, et un élément y; dans chaque cycle p;. Puis on pose
6(x;) := y;. Comme on I'a vu en (5.22), la relation 7 = §o6~! si et seulement si 70 = o’ pour
tout i. Pour avoir la relation désirée, on doit forcément étendre 6 au reste du cycle ~; (pour chaque
i) en posant

(5, o(x), (), ... )

2 \: \!

(y’ia T(yi)7 Tz(yi)7 )
Ceci définit entierement 6, et par construction on a la relation désirée. |
Une involution o sur A est une permutation qui est sont propre inverse, c.-a-d. : 0~! = 0.

Autrement dit, o est une involution si et seulement si 02 = Id. Il s’ensuit que, pour tout z et y
dans A, on a

y=o(z) ssi o(y) ==
Les cycles de la décomposition cyclique correspondant aux involutions sont donc forcément, soit de
longueur 1, soit de longueur 2. La forme d’une involution ¢ est donc
Mo)=2F1""2F ayvec  0<Ek<n/2 (5.24)
En fait, o est une involution si et seulement si ¢’est une permutation de forme (5.24). On dénote
Inv[A] ensemble des involutions sur A.

En particulier, les transpositions sont toutes des involutions, et les transpositions adjacentes s; =
(7,7 + 1) satisfont les relations de Coxeter :

1) s? = 1Id,
2) SiS5 = 85,84, si |] - ’L| > 2, (525)
3) SiSit1Si = Sit1SiSitl-

De plus, toutes les transpositions sont conjuguées deux a deux.

Inversions d’une permutation de [n]. Dans le cas o A est totalement ordonné, on dit qu’un
couple (z,y) (dans A x A) forme une inversion de la permutation o, si

x<y et o(x)>oa(y). (5.26)

Soulignons que les inversions de o correspondent aux croisements des segments dans la figure 5.1.
Il s’ensuit qu’on a la proposition suivante, o on dénote Inv(o) l’ensemble des inversions de o, et
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/(o) son cardinal, c.-a-d. : son nombre d’inversions. On a la distribution suivante pour la nombre
d’inversions des permutations de A = [4] :

{(o) o

1234,

1243, 1324, 2134,

1342, 1423, 2143, 2314, 3124,

1432, 2341, 2413, 3142, 3214, 4123,
2431, 3241, 3412, 4132, 4213

3421, 4231, 4312

4321.

S Ot s W NN RO

Pour la suite de notre discussion, nous allons supposer que A = [n].

Polynéme énumérateur d’inversions. Pour énumérer les permutations de [n] selon leur
nombre d’inversions, nous allons utiliser une jolie technique de la combinatoire énumérative. L’idée,
qui remonte & Euler, est de coder I'information sur la distribution de la < statistique >, ¢(o), sous
une forme algébrique qui facilite le calcul. Plus précisément, on pose

Inv,,(q) := Z . (5.27)
o€eSn]

C’est le polynéme énumérateur pour les inversions des permutations de [n]. Bien entendu, on a
v, (1) => 1 =nl (5.28)
g

Pour les petites valeurs de n, ces polynémes sont :

=1

q+1

C+2¢3+2q¢+1

6 5 4 3 2

¢ +3¢°+5¢ +6¢°+5¢°+3qg+1

_ 10 9 8 7 6 5 4 3 2

= ¢ +4¢"+9¢ +15q¢"' +20¢° +22¢° +20¢" +15¢° +9¢° +4qg+1

5
<
w
~~ Y~~~
e as
I

La Figure 5.4 donne la distribution de probabilités ” pour le nombre d’inversions des permutations
de [12].

7. Nombre de permutations ayant k inversions divisé par n!.
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0.05 o e

0.04 1 . .

0.03 ¢ ¢

0.02 1

0.014 . .

0 10 20 30 40 50 60

FIGURE 5.4 — Distribution des inversions.

Il y a en fait une formule tres simple pour Inv,(q). En effet, dans une permutation o = o109 -+ oy
la valeur n apparait en une certaine position 4, et on a

O=0109 -+ 0;_1 N 0j11 " On. (5.29)

Chaque valeur a droite de n (il y en a n — ¢) cause une inversion avec n, et ce sont les seules
inversions impliquant n. Si 7 désigne la permutation

T=0102" " 0;-10i41 " Op

des nombres de 1 a n — 1. On a donc

o) = {<n—¢)+e(7>, sin>1, (5.30)

0, sin<l1,

Inversement, pour chaque permutation 7 de [n — 1], il y a n permutations distinctes obtenues en
insérant n dans 7T =Ty 7o -+ Th—1

TLT2 " T Ti+l " Tn—1,

/]\

n

une pour chaque position ¢ entre 0 a n — 1, en convenant que position ¢ = 0 correspond a ajouter n
en téte de la permutation. La récurrence (5.30) caractérise donc completement £(o). Il en découle
que

Inv,(q) = (¢" ' 4 ...+ g+ 1) Inv,_1(q). (5.31)
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Puisque

va(g) = 3 ¢

— Z Zn: q(n—i)+é(7—)

T€S[n—1] i=0

= (" '+ +q+D) > 4T
oeS[n]

= (" '+ +qg+1)Inv,_i(q).
Il s’ensuit que

Proposition 5.4. Pour tout n > 0, le polynéme énumérateur d’inversions est donné par la formule

n—1
Inv,(q) = H(qk+...+q+1) (5.32)
k=1
n k _ 1
= [1%— (5.33)
o 471

Le nombre d’inversions d’'une permutation apparait naturellement en liaison avec 1’étude de la
décomposition d’une permutation en produit de transpositions adjacentes. Pour le voir, on peut
procéder comme suit. Etant donné une permutation ¢ = oy 09 --- 0, dans S[n], on considére
I'opération qui consiste a déplacer vers la droite la plus grande valeur qui cause une inversion. Par
exemple, si on a n en position i < n (c.-a-d. : o; = n), on procede a la transformation

o1 " Oj—1 N Ojqy1 ~-* Op — 01 " 0j—1 Ojg1 N -+ Op.

qui consiste a échanger n et 0;41. La permutation résultante, appelons-la 7, a une inversion de
moins, et on a 7 = 0 s;, ce qui est équivalent a

o=TS;. (5.34)
Par récurrence, on en déduit la proposition suivante.

Proposition 5.5. Toute permutation s’exprime comme produit de transpositions adjacentes®. Le
nombre minimal® de transpositions adjacentes nécessaires est exactement £(c).

8. En général de plusieurs fagons différentes.
9. Le nombre de fagons, d’exprimer une permutation o comme produit de £(o) transpositions, est difficile & calculer.
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Le signe (o) d'une permutation o est
(o) := (—1)4), (5.35)
Une des propriétés fondamentales du signe est que

(o o7) = e(o)e(7). (5.36)

5.3 Partages

La forme des permutations et des partitions fait intervenir la notion de partage au sens suivant.
Nous allons en étudier les propriétés plus en détail. Un partage d’un entier n > 0 est une liste
décroissante d’entiers positifs (> 0) dont la somme donne n. Ainsi, (7,7,4,4,4,2,1,1) (aussi dénoté
77444211) est un partage de

0=7+74+4+4+44+2+14+1.

Par convention, ’entier 0 admet le partage vide qu’on dénote 0. Un partage

= (1, 12, -\ pk), ou plus simplement o= 1 42 ... s

de n > 0, est donc tel que
1o > po >0 > >0,
2.n=p+p2+ ..+ g

On dénote p F n le fait que p soit un partage de n. Les entiers p;, 1 < ¢ < k, sont les parts de p,
et k est la longueur (dénotée ¢(p)) du partage p.

On désigne par A[n] I’ensemble des partages de n, et on a

Ajo] = {0}

Al = {1}

A2] = {2,11}

A[B] = {3,21,111}

A = {4,31,22,211,1111}

A[5] = {5,41,32,311,221,2111,11111}

Al6] = {6,51,42,411,33,321,3111,222,2211,21111, 111111}
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On dénote p(n) le nombre de partages de n. Les premieres valeurs des p(n) sont

6 7 8 9 10 11 12 13
11 15 22 30 42 56 77 101

n ‘ 0
1

1 2 3 45
p(n) ‘ 123 57
On calcule récursivement ’ensemble A<y [n], des partages de n en parts plus petites ou égales a k,
au moyen de l'identité

min(k,n)

Agk[n] = Z {(j,,lﬂ, nur) ‘ (va 7NT)€A§j[n_j]}7 (537)
j=1

avec la condition initiale :
A<x[0] = {0}. (5.38)

La forme A(P), d’une partition P d’un ensemble a n éléments, est la liste (décroissante) de la
taille de ses parts. C’est un partage de n. On justifie cette terminologie de « forme > par les deux
propositions suivantes.

Proposition 5.6. Deuz partitions P et P’ d’un ensemble A ont méme forme, c.-a-d. : A\(P) =
AP, si et seulement si il existe une bijection f: A —+ A, telle que

p=1{/"(B)| Ben}

Preuve. Clairement, s’il y a une bijection telle que p = {fT(B) | B € 7}, alors la liste des tailles
des parts de 7 est la méme que celle de p.

Inversement, si 7 est p ont méme forme, on peut ordonner les parts B; de 7, et C; de p, de fagon a
ce que |B|; = |C/,. Il existe alors donc des bijections f; : B; — Cj, qu'on peut < recoller > en une
bijection globale f: A — A telle que la restriction de f & B; soit f;. |

La classification des classes de conjugaison de permutations, ou celle des types de partitions se
ramenent donc a I’étude des partages.

5.4 Diagrammes de Ferrers

On représente souvent un partage par son diagramme de Ferrers 'V défini ci-dessous. On introduit
d’abord la notion plus générale de diagramme, qui est tout simplement un sous ensemble fini D
de N x N. Les éléments de D, sont les cases du diagramme. Ainsi, le diagramme

{(0,0),(2,0),(2,1),(1,3),(0,2),(0,3), (3, 1)}
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L
|
L1
H B
N

FI1GURE 5.5 — Un diagramme.

corresponds a l'illustration de la Figure 5.5. On fait d’'un diagramme D un ensemble ordonné en
considérant la relation d’ordre composante a composante sur les cases, c.-a-d. :

(T1,91) < (v2,92) ssi (21 < a2 et y1 <o) (5.39)

C’est donc la restriction & D de 'ordre N x N considéré comme
carré cartésien de I’ensemble ordonné N, avec ’ordre usuel. Un
diagramme D est dit de Ferrers s’il est en forme d’escalier,
comme suit :

Autrement dit, si (¢, j) € D alors chaque case (z,y), avec < i
et y < j, est aussi dans D. Une ligne d'un diagramme de Fer- N. M. Ferrers
rers est ’ensemble des cases qui ont méme seconde coordonnée. (1829-1903)

Tout naturellement, la longueur d’une ligne est le nombre de cases de celle-ci. La liste des longueurs
des lignes d’un diagramme de Ferrers, ordonnée du bas vers le haut, est clairement décroissante.
C’est donc un partage. On établit ainsi une correspondance entre partages et diagrammes de Ferrers.
Le diagramme de la Figure ci-haut correspond au partage 5421 de 'entier 12. Plus généralement,
au partage = g - - - i correspond le diagramme de Ferrers (aussi dénoté p)

pe={(z,y) e NxN|0<y<k—-1, et 0<z<p,—1} (5.40)
Bien entendu, une colonne du diagramme de Ferrers p est I’ensemble des cases qui ont méme
premiere coordonnée, et sa hauteur est le nombre de ces cases.

La liste des hauteurs des colonnes d’un diagramme de Ferrers a n cases, ordonnées de gauche a
droite, est aussi un partage de n qui est dénoté u'. C’est le conjugué de u. Le diagramme de p’
est obtenu de celui de p par réflexion par rapport a la diagonale y = x. C’est donc I’ensemble

Wo=A{(y,2) | (x,y) € u}. (5.41)

10. Nommsés ainsi en 'honneur de Norman Macleod Ferrers (1829-1903).
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La Figure 5.6 donne le diagramme de Ferrers du conjugé du partage 5421. Le conjugé de p = 5421

B ——— e

FIGURE 5.6 — Le conjugé du partage 5421.

est donc p/ = 43221.

Si le partage p contient d; parts de taille 4, on écrit encore
w= 1992 .. dm

C’est le partage décrit sous forme de mot. On dit alors que d; est la multiplicité de la part ¢ dans
. Pour notre exemple courant, on a p = 11214!5% et p/ = 11223141

5.5 Enumération de partages

Il est naturel de considérer le probleme de I’énumération des partages d’entiers dans le contexte
plus général de I’énumération de partages avec restrictions. Ces restrictions peuvent étre sur la
taille des parts, ou sur le nombre de parts d’une certaine taille.

Plus précisément, soit K un sous-ensemble de N (I’ensemble des entiers positifs > 0). Pour chaque
n, on consideére ’ensemble A i [n] des partages de n dont toutes les parts sont dans K. Par exemple,
si on choisit K égal au sous-ensemble des entiers impairs :

I:={2k+1|keN},

on a alors
A1) = {1}
Al2) = {11}
Ar[3] = {3,111}
Ar[4] = {31,1111}
Ar[5] = {5,311,11111}
Asl6] = {51,33,3111,111111}
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Le cardinal de Aj[n] est dénoté ps(n), et simplement p,, dans le cas K = N*. On considére aussi
souvent I’ensemble Ay +[n] des partages de n en parts dans K, avec au plus une part de de chaque
taille (c.-a-d. : des parts distinctes). On note alors py.(n) le nombre d’éléments de cet ensemble.
Dans le cas ou K = NT, on écrit simplement A [n] et p[n].

A chacune de ces familles de partages, on associe une série génératrice qui contient toute l'infor-
mation concernant ’énumération des partages de la famille. Ces séries sont respectivement

Az) = ip(n)z”, (tous les partages), (5.42)
n=0

Ax(z) = ip;g(n)z”, (parts dans K), (5.43)
n=0

As(z) = i@g (n)z", (parts distinctes), (5.44)
n=0

Ag2(z) = ip;g#(n)z”, (parts distinctes dans K). (5.45)
n=0

Les formules suivantes pour les séries génératrices des partages avec parts dans K, avec ou sans
répétitions possibles, ont été trouvées il y a déja longtemps par Euler.

Théoréme 5.7 (Euler). Pour K C NT, on a les fonctions génératrices

M) = [ flzk (5.46)
keK
et
Agr(z) = [T @+ 29). (5.47)
ke K

Preuve. Soit K = {kj, ka,...} alors

1
Hl_ == (LM ) )
keK o
_ Z Lk noks
S ni<oo
= D _px(n)2"
n>0

Ici les ™% signifie qu'on a pris n; fois une part de taille k;. On montre la seconde formule de facon
similaire. Dans le développement du produit J], (1 + zk), on prend z¥ dans le facteur 1 + 2" si
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la part k apparait dans le partage, sinon on prend le 1. On a donc au plus une part de chacune des
tailles apparaissant dans K. |

Exemples classiques. En comparant ’énumération des partages en parts impaires et I’énumération
des partages en parts distinctes, on constate que, pour les premieéres valeurs, on a pr(n) = p«(n) :

ALl = {1} A1) = {1}

A2l = {2} Ar[2] = {11}

A3l = {3,21} A[3] = {3,111}

A4 = {4,31} Ar[4] = {31,1111}

A5 = {5,41,32} As[5] = {5,311,11111}
Al6] = {6,51,42,321} A7[6] = {51,33,3111,111111}

Ceci peut se démontre par le calcul formel suivant sur les séries génératrices.

Y pam)z = (L42) (1427 (142

n>0
2 4 6
() (=2 (=9)
(=23 (=Y (1=
(=2 (1= 22)-(1— %)
1 1 1
(-2 (-2 (-2

= Zp](n) 2"

n>0

On peut aussi montrer ce fait en exhibant une bijection ¢ entre ’ensemble A;[n] des partages de n
en parts impaires et ’ensemble A[n]| des partages de n en parts distinctes. Rappelons que chaque
entier m s’écrit de facon unique en base 2 comme

m:ZEiQi

ou les g; sont égaux & 0 ou 1, avec {i | &; = 1} fini. Pour un partage p en parts impaires, supposons
que la part ¢ apparait n; fois et écrivons n; en base 2 :

nz‘:5i0+5i12+~--+5z’j2i+~--
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On associe ainsi une < table > (g;); ; au partage u, et on a

n:Eini

Le partage ¢(p) est simplement constitué des parts 727, pour lesquelles gij 7 0. Ces parts sont
bien deux a deux distinctes puisque les parts ¢ de p sont impaires, et I’écriture d’un nombre sous
la forme (2k 4 1) 2™ est unique. Par exemple, cette bijection transforme le partage

w=(7,7,7,5,5,3,3,3,3,3), en o(p) = (14,12,10,7, 3).

Une autre proposition de ce type est la suivante.

Proposition 5.8. Le nombre de partages de n en au plus k parts est égal au nombre de partages
de n en parts de taille inférieure ou égale a k. La série génératrice correspondante est donc

k

Aer() = [ — (5.48)

1—zm’

m=1

Preuve. Pour p un partage de n en au plus k parts, la plus grande part de p/, le conjugué de p,
est clairement de taille inférieure ou égale a k. Le passage au conjugué établit donc une bijection
entre les ensembles considérés. |

On a les développements suivants pour diverses séries considérées jusqu’ici :

Az) = 14242224323 +522 4725 #1128 4152742228 +302% +42210 4+ ... (5.49)
A#£(2) Ar=1+4+2+224+224224 4325 +428452"4+628+82°+102'%4... (5.50)
Aco(2) = 1424222428432 43224425 4+42"4584+52946210+... (5.51)
Acz(2) = 1424222438442 452247204827 41028 4+122°2 +1421%4 ... (5.52)

5.6 Théoreme pentagonal d’Euler

Euler (encore lui!) a donné une formule qui permet, entre autres, de calculer efficacement le nombre
de partages. Pour pouvoir énoncer cette formule, on doit d’abord introduire la notion de nombres
pentagonaux. a cette fin, rappelons d’abord la propriété bien connue des nombres carrés :

n?=14+3+5+...+2n—1),
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0000
00 0000
o0 00 0000
o o0 00 0000 ce
1 1+3=4 1+3+5=9 1+3+5+7=16

FIGURE 5.7 — Nombres carrés.

dont la véracité découle de l'illustration a la Figure 5.7.

Par analogie, on convient d’appeler pentagonaux les nombres

k(3k —1)

w(k) = 5 ,

(5.53)

en raison du fait qu’ils apparaissent comme nombre de points dans un pentagone, comme l’illustre
la Figure 5.8.

o'.°o
® 0% 0
(N ) 'Y )
® .. o .. o0
o0 0 00 0 000
° 'Y YY) 0000 .
1 1+4=5 14+4+7=12 14+4+7+10=22

FIGURE 5.8 — Nombres pentagonaux.

On étend la définition de nombres pentagonaux au cas k < 0 en utilisant la formule ci-haut :

El1]23 4|5 |6 |78
wk) | 1]5(12]22|35|51[70] 92

w(—k) |2 |7]15]26 |40 | 57|77 | 100

Observons que

w(—k) = ———. (5.54)

Le théoreme d’Euler s’exprime alors comme suit

s PN ’ ; — n _ 1 .
Théoréme 5.9 (Pentagonal d’Euler). Soit A(z) = Zp(n) 2" = H o alors :
n>0 m>1
Az =JIA -2 =1+ ) (—1)F (20 4 2200), (5.55)

m>1 E>1
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Avant de passer a une élégante démonstration de ce théoréme, considérons en la conséquence
suivante de (5.55), montrant comment calculer récursivement p(n).

p(n) => (=D (p(n — w(k)) + p(n — w(—k))). (5.56)
E>1

Plus explicitement, on a :
p(n)=pn—1)+pn—2)—p(n—>5)—p(n—"7)+p(n—12) +p(n—15) — p(n — 22) — p(n — 26) . ..

L’avantage de cette récurrence pour calculer les nombres p(n)est que le nombre de termes appa-
raissant dans le membre de droite de ’égalité est relativement petit (de 'ordre de la racine carrée
de n).

E RER

En guise de préparation a la preuve, on adapte d’abord la formule (5.55), en ajoutant une variable
1y qui marque le nombre de parts, pour obtenir les formules suivantes

> (Zpk ) 2" 1T 1—Lzm (5.57)

n>0 m>1
> (Zpk;é ) = JJa+y=m), (5.58)
n>0 m>1

ol pr(n) désigne le nombre de partages de n en k parts, et pi.(n) le nombre de partages de n en
k parts distinctes.

Preuve du théoreme pentagonal.  Soient p; (n) (resp. p(n)) le nombre de partages de n en
un nombre pair (resp. impair) de parts distinctes et soient A; [n] et A~ [n] les ensembles de partages
correspondants. Bien str px(n) = p;(n) +p,(n) et l'on a:

M7 =0+ S S D ) 2" = S — ()

m>1 n>0 k=0 n>0

Nous allons voir que, pour presque toutes les valeurs de n, il y a une bijection entre A;[n] et A [n].
En fait, il y a bijection lorsque n n’est pas de la forme w(k). Dans le cas ou n = w(k), il y a aussi
presque une bijection entre A; [n] et A;[n], un seul partage posant probleme.

Plus explicitement soit p € A; [n]. Pour les besoins de la preuve, tracons le diagramme de Ferrers
de p avec des points. Notons min(u) la plus petite part de p. D’autre part, soit d = d(u) le plus
grand entier tel que pj = p1 — 7+ 1 pour chaque j < d. On appelle diagonale de p ’ensemble des
derniers points de chacune des lignes de p1 jusqu’a pig.

La bijection (sauf exception) procede en déplacant certains points de la fagon suivante.
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1. Si min(p) < d(p), on déplace les points de la plus petite part pour les ajouter le long de la
diagonale.

2. Simin(u) > d(p), on déplace les points de la diagonale pour les ajouter au-dessus de la plus
petite part.

La figure 5.9 illustre cette bijection. On fait ici correspondre au partage
= (8,7,6,4,3,2)
dans A;(SO), le partage p = (9,8,6,4,3) dans A;(30). Cette bijection (sur son ensemble de

m~ @@
(N oo o0
o000 ()
ooooo\ — ooooo\
oooooo\ oooooo\o\.
o0 00000 o000 0 00O

FIGURE 5.9 — Bijection.

définitions) est son propre inverse.

Le résultat de cette construction donne un partage en parts distinctes dans tous les cas, sauf lorsque
la diagonale de p partage un point avec la plus petite part et que cette part est de taille égale (ou
un de plus) au nombre de parts. Ces exceptions sont donc de la forme

m==% m==k+1
— ——~
AN AN
....\ ou .....\
.....\ ......\
00000 000000
1€ cas 2°¢ cas

FIGURE 5.10 — Exceptions.

avec k égal au nombre de parts. Dans le premier cas, il y a
n=k+k+1)+...+2k—1) =w(k)
points, et dans le second, il y en a
n=(k+1)+k+2)+...+2k=w(—k).

On a donc en général p;(n) —p(n) = 0 sauf si n = w(k) ou n = w(—k). Dans ce cas, il y a un
et un seul partage de n pour lequel on ne peut pas utiliser la bijection. En examinant les formules
ci-dessus, on se convainc que p; (n) — p;(n) = (=1)*, ce qui termine la démonstration. [ |
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5.7 Tableaux de Young(*)

Les tableaux de Young'', introduits dans cette section, se construisent & partir de diagrammes et
sont la source de multiples problématiques fascinantes en combinatoire. Pour un diagramme D, un
tableau 7 de forme A(7) = D, avec valeurs dans un ensemble totalement ordonné A, est tout
simplement une fonction

T:D— A

On représente souvent un tel tableau en remplissant chaque case ¢ de D avec le valeur 7(c). Par
exemple, on a le tableau :
4

2] 3
3 8
1 15

Le tableau 7 est injectif si la fonction sous-jacente est injective.

On dit qu’on a un tableau semi-standard si ses valeurs vont en croissant faiblement sur chaque
ligne lue de la gauche vers la droite, et vont en croissant strictement sur chaque colonne lue du bas
vers le haut. Plus techniquement, on a donc

T(Zaj) < T(ilvj)a si 1< ’i/, et
m(i,5) <7, j'), si j<j.

Ainsi, on a le tableau semi-standard :

[l RN |

55
1 46
On dénote Semip[A] I'ensemble des tableaux semi-standards de forme D & valeur dans A. Un

tableau 7, de forme u I n, est dit standard (on dit aussi que c’est un tableau de Young '?) s'il
est semi-standard et injectif & valeur dans {1,2,...,n}. Autrement dit,

7(i,5) < 7(7', §") si (i,5) < (7', 7). (5.59)

Un tableau standard correspond donc a la donnée d’une fonction strictement croissante de 1’en-
semble ordonné p (munit de l'ordre (5.39)) vers [n]. On dénote Young[u] 'ensemble des tableaux
standards de forme p. Rapellons (voir section 4.6) que c’est sous cette forme qu’on a vu (voir (2.41)

11. Alfred Young (1973-1940).
12. Pour Alfred Young (1873-1940), 'un des fondateurs de la théorie de la représentation des groupes.
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et Section 4.6) que le nombre de tableaux standards de forme rectangulaire 2 x n est exactement

le n® nombre de Catalan.

Pour n < 3, on a les tableaux standards

n tableaux standards
1 1
2
9 1 2 1
3
3 2 2
3 Tl 2 3 R 1 2 R 1 3 R 1

5.8 Formule des équerres*)

Pour p = n, le nombre f,, de tableaux standards de forme p :

fu = |Young]u]|,

est donné par la formule dite des équerres ' (qui n’est pas prouvée ici) :

n!

fu:ﬁa

cep ' C

ol, pour ¢ une case de u, h. dénote la longueur d’équerre de la case ¢ = (i —

he = (pj — 1) + (4 — J) + 1.

(5.60)

(5.61)

— 1), a savoir

(5.62)

C’est le nombre de cases, incluant ¢, qui se situent a droite de ¢ (sur la méme ligne) et haut de ¢
(sur la méme colonne). Dans I'exemple de la Figure 5.11, on illustre la notion d’équerre (dans ce

cas de longueur 8). Pour le partage 321 on a les valeurs d’équerres
1
31
53 1

On a donc les 16 = % tableaux standards de la forme 321.

13. Due a Frame-Robinson-Thrall [15].
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FIGURE 5.12 — Tous les tableaux standards de forme 321.

5.9 Correspondance de Robinson-Schensted-Knuth*)

La correspondance de Robinson-Schensted-Knuth (RSK), dénoté p, associe bijectivement & chaque
permutation (d’un ensemble totalement ordonné, habituellement [n]) un couple de tableaux stan-
dards de méme forme :

p: S[n]— ZYoung[u} x Young|u] (5.63)

ukn

Elle est liée a de nombreuses facettes de la combinatoire des permutations, et joue un role fon-
damental dans 1’étude de l'interaction entre le groupe des permutations et les autres groupes (en
théorie de la représentation des groupes).

Comme le nombre de tableaux standards de forme 1 est donné par f,, (qu’'on peut calculer avec la
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formule des équerres), la bijection '* (5.63) entraine qu’on a la trés jolie formule

nl=>"f. (5.64)

ukEn

Cette formule admet de nombreuses généralisations dans le contexte
de la théorie de la représentation des groupes, et dans celui de
la théorie des fonctions symétriques. C’est comme la proverbiale
pointe de l'iceberg.

Une autre formule (discutée plus en détail a la section suivante)
affirme que

Inv[n]] =" fu- (5.65)

ukEn

Rappelons que Inv[n] est 'ensemble des involutions sur [n].

La correspondance '° associe & chaque permutation ¢ un couple de
tableaux
(P(O’),Q(U)) = (P07Q0)7
qui sont respectivement appelés P-tableau et ()-tableau de . Si G. de B. Robinson
la permutation o (décrite sous forme de mot) prend la forme (1906-1992)

O=0102 - Op,

ces tableaux sont obtenus en « insérant > successivement les valeurs o; et ¢, respectivement dans
le P-tableau et dans le QQ-tableau. On commence avec deux tableaux vides. L’insertion suit un
processus différent pour chacun des deux tableaux. Ce sont les valeurs o; qui sont insérées dans le
P-tableau, tandis que ce sont les positions ¢ qui s’inserent dans le Q-tableau. D’une facon grossiére,
on peut dire que l'insertion dans le P-tableau consiste en une cascade de remplacement de va-
leurs, culminant par I’ajout d’une nouvelle case a I'une des lignes; et 'insertion dans le Q)-tableau
enregistre les étapes de croissance du P-tableau.

Il est courant de commencer la présentation de la correspondance par un exemple, plutot que de
décrire formellement le processus d’entrée de jeu. Ainsi donc, pour la permutation

c=54823617,

on a les étapes successives :

14. Gilbert de Beauregard Robinson (1906-1992), Craige Eugene Schensted (voir [36]) et Donald Ervin Knuth
(1938 ).

15. Plus généralement la correspondance RSK permet d’associer & un couple de mots de méme longueur (chacun
sur un alphabet ordonné), un couple de tableaux semi-standards.
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g = (Poa Qa) g = (Paa Qo)
(a) 5-- — 5 ] 5 3
4 8 2|5
B 2
2 3 1 3
(b) 54 oy 7 (f) 548236 - 6 6
5 a -
(¢) 548 --- — 48 18 2 8 2 5
5 4 (g) 5482361--- +— 1 3 6 1306
4 2
5 7
e 2 1
(d) 5482 > 8 3 4 5
5 3 2 8 2|5
418 218 (h) 54823617 — 1 3 6 13 68
() 54823--- —~ 2 3 13
Plus spécifiquement maintenant, pour tout mot o = oy 09 - -+ 0,10, d’entiers distincts (o; € N),
la construction procede récursivement comme suit.
1. Si o est le mot vide, alors (P,, Qs) = (0,0)
2. Sinon, o est de la forme ¢ = 7a, pour 7 = 0109 --- 01, Un mot de longueur n — 1, et
a € N. On suppose avoir déja construit (P, @Q;), et on modifie ces deux tableaux de la fagon

suivante.

(a) La valeur a remplace la plus petite valeur (qui est éjectée) de la premiere ligne de P, qui
est plus grande que a, s’il y en a une. La valeur éjectée est récursivement insérée dans le
tableau formé des lignes 2,3,... de P, et ainsi de suite. Si a est plus grand que toute
les valeurs de la premiere ligne, alors on ajoute a dans une nouvelle case a la fin de cette
ligne. Le résultat P, est donc un tableau standard qui differe de P, dans sa forme, par
une case.

(b) On modifie le tableau @, en lui ajoutant une case en méme position que celle par laquelle
P, differe de P, et donne la valeur n a case.
Une étape du processus d’insertion est illustrée a la figure 5.13. On insere 6 dans le premier tableau.
Cette insertion éjecte 8 de la premiere ligne, et on doit I'insérer dans la seconde, etc. Les éléments
qui sont «déplacés> par l'insertion sont dans les cases en vert dans le second tableau. La case qui
contient 9 est la nouvelle case.

Propriétés de la correspondance RSK. La correspondance de Robinson-Schensted-Knuth a
plusieurs propriétés remarquables. Nous n’allons n’en présenter que quelques-unes (sans démontstration).
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12 12

7 TE

3 911 3 18] 11

1 25 810 «+—|[6 = 1 2 5 6310

FIGURE 5.13 — Paire de tableaux standards.

L’une des propriétés les plus étonnantes est certainement le fait que la correspondance associe a la
permutation o~1 (I'inverse de o) le couple de tableaux (Q(c), P(c)), autrement dit

P(ec™!) = Q(0), et Q(c™1) = P(o). (5.66)

Il en résulte que o est une involution si et seulement si on a I'égalité P(o) = Q(o). La formule

(5.65) :
vl =3 fu

pukn

découle immédiatement de cette observation, puisque la correspondance RSK établit une bijection
entre les involutions et les couples de tableaux (P(0),Q(0)) tels que P(o) = Q(o).

Pour une permutation o = o109 - - - 0,,, une sous-suite croissante de o est
04y < 04y < ... < 0j
avec 1] < 19 < ... < ig. Par exemple, 2579 est une sous-suite croissante de longueur 4 de
0c=286531479.

Cette derniere permutation admet aussi la sous-suite 234 79 de longueur 5. En fait, 5 est la longueur
maximale d’une sous-suite croissante de o.

Soit o permutation de [n]. Alors, la longueur maximale d’une sous-suite croissante de o est égale
a la longueur de la premiere ligne du tableau P(c), obtenu par la correspondance RSK. Cette
propriété est utilisée pour ’étude de certains algorithmes, plus particulierement dans le domaine
de la bio-informatique en relation avec le séquengage de genes.

5.10 Exercices

5.1. Montrer qu’il y a (n —1)! permutations cycliques d’un ensemble & n éléments. Suggestion : on
peut supposer que ’ensemble en question est [n], et alors, en parcourant le cycle a partir de 1, on
trouve un ordre linéaire sur {2,3,...,n}.
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5.2. Pour un ensemble fini A,

a) Montrer qu’on obtient une relation d’équivalence < = > sur A", par fermeture transitive, a
partir des équivalences

(1,22, «o  Tp—1,Zn) = (T2, X3, ... ,Tn,T1),
obtenue pour chaque (z1,x2, ... ,x,) dans A™.
b) Montrer que, pour A de cardinal n, il y a une bijection
ClA] = A"/ =.

5.3. Montrer qu’on a les formules suivantes pour les nombres de Stirling de premiere sorte.

a) m = (n— 1)L
0 1= 6)

. n+1 n n
c) Slk:>0alors[ i }_[k‘—l}+n[kz]'

d) En notant le fait que t™+1) = () (t 4 n) (Voir (1.69)), vérifier que

) — Zn: m £

k=0

5.4. Soit (an),>q et (bn),>o deux suites de nombres réels (ou méme des polynomes). Prouver que,

an = i <Z> by = by= i(—l)"‘k (Z) a. (5.67)

k=0 k=0
5.5. Prouver bijectivement la formule
n+1 - ] n
5] -2 0 69
ou k > 1.
5.6. Montrer que la relation de conjugaison est une relation d’équivalence sur Sy4.

5.7. Montrer que, pour toute permutation o et 7, on a

a) Le nombre de permutations 6, telles que §gf~! = 7, est égal au nombre de permutations

p telles que pop~! = o. Suggestion : Construire une bijection entre les deux ensembles en

exploitant le fait que, lorsque fc~! = 1oy~ alors p = 110 est tel que pop~! = 0.
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b) Montrer que lorsque la forme de o est A(o) = u = 1412% ... n% le nombre de permutations
p telles que pop~! = o est donné par la formule

2 = 10 dy1 2% dy) - ), (5.69)

Bien entendu, on doit lire cette derniere expression en interprétant la notation exponentielle
de la fagon usuelle pour les entiers.

5.8. Combien y a-t-il de partages de n en parts au plus égales a 27

5.9. a) Soit K = {2,4,6,...} Pensemble des entiers pairs. Prouver que p(n) = p(2n, K), bijec-
tivement et par les séries génératrices.

b) Soit I = {1,3,5,...} I'ensemble des entiers impairs. Prouver que p;(n) = p.(n), bijective-

ment et par les séries génératrices.

5.10. Soit K = {1,2,4,8,...}. Prouver directement que pour tout n, px.«(n) = 1. Donner une
autre preuve, en terme de séries.

5.11. Prouver que la série génératrice des partages en exactement k parts, k > 1, est :

zF

(1—xz)(1—22) - (1 —2zk)

5.12. Trouver une bijection entre I’ensemble des compositions de n en parts égales a un ou deux
et ’ensemble des compositions de n + 2 a parts au moins égales a deux. En déduire que ces deux
ensembles sont de cardinalité Fi,, le n° nombre de Fibonacci.

5.13. Trouver la série génératrice (en n) des partages en au moins k parts, k > 1.

5.14. Montrer, au moyen de la formule des équerres, que le nombre de tableaux standards a deux
lignes, chacune de longueur n, est le n-ieme nombre de Catalan :

1 2n
n+1\n /)
5.15. On peut ordonner ’ensemble de tous les diagrammes de Young par inclusion (en tant que
sous-ensembles de N x N). On obtient ce qu’on appelle le treillis de Young, dont voici une petite
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partie du début de son diagramme de Hasse
. . . .
II‘I\ /ll\ / |
|
II\ / n
|
/]\
0

Montrer qu’il y a bijection entre tableaux standards de forme p (un partage), et chemins allant de
0 & u dans ce treillis, et en déduire qu’on a la récurrence

fu=> fo (5.70)

vVl
ou v — pu dénote la relation de couverture de I'ordre de Young.

5.16. Pour les partages d’un méme entier n, on a l'ordre (partiel) de dominance, pour lequel on
av =X usi
141 S K1,

v+ e < py + e,

ViVt VE S 2 e g

ou p; = 0sii > ¢(u), avec une convention similaire pour v. Le diagramme de Hasse de cet ordre
sur I’ensemble des partages de 3 est : Trouver le diagramme de Hasse de cet ordre sur ’ensemble
des partages de 7. Attention, ce n’est pas un ordre total.

5.17. L’ordre (total) lexicographique, sur les partages de n, est celui pour lequel v < pu, si la
premiere différence non nulle, u; — v;, est positive. Pour n = 4, on a donc

1111 <211 <22 <31 < 4

Montrer que l'ordre lexicographique est une extension linéaire de I’'ordre de dominance. C’est-a-dire
que l'ordre lexicographique est un ordre total tel que

v=pu implique v < .
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]
]
| EEN
1] EEE
n . SN a N
= n = | am .
5 E. ~ Hm ™ EEEE — HEEEEm — WEEEEN
]
NS ¢ A
[ ]| ]|
[ ]| |
L] EEEE

FIGURE 5.14 — L’ordre de dominance pour n = 6

5.18. Le contenu, 7(t), d'un tableau ¢, est
(t) = 1m2m23ms ...
ol m; est la multiplicité de I'entier ¢ dans ¢. Ainsi le contenu du tableau ¢ :
3 3 4
2 2 2
1111 2

est y(t) = 11243241, 11 y a exactement quatre tableaux semi-standards de forme 321 et de contenu
2211. Ce sont :

4 3
2|13 2 4
11 11

=N

3
2 2]
2 2 1 11

3 4

Pour v et i des partages de n, le nombre de Kostka, K, est le nombre de tableaux semi-standard

de forme v et de contenu
1H1QH2 | | Mk

1. Montrer que K, 1» = f,.
2. Montrer que K,, = 1.

5.19. Si 'on ordonne les partages de 4 lexicographiquement comme a l’exercice 5.17, on obtient
que la matrice des nombres de Kostka (voir exercice précédent) :

1 0 00

(Kyu)u,ul—4 = (571)

= W N W
— N = = O

0 0
1 0
1 1
11

— o O O



156 CHAPITRE 5. PERMUTATIONS ET PARTITIONS

Calculer la matrice de Kostka pour n = 5.

5.20. Sachant que, pour un partage p de n, le nombre de tableaux semi-standard de forme u a
valeur dans [k] est donné par la formule

k4 —i
su(k) = H T (5.72)
ien 7
ou on a posé s, (k) := [Semi,[k]|, déduire de I’exercice 5.27 qu’on a l'identité
K=" fusu(k). (5.73)
puEn

Programmation mathématique

5.21. Concevoir des procédure qui, pour une permutation o de [n] donnée sous forme de mot,

a) calcule la partition de [n]

o

calcule la décomposition cyclique de o.

trouve une représentation de o comme produit de transpositions adjacentes.

¢}

)
)
)
)

o,

trouve toutes les représentations (de longueur minimale) de o comme produit de transposi-
tions adjacentes.
5.22. Concevoir une procédure qui calcule, sous forme de mot,

a) toutes les permutations cycliques de A,

b) tous les dérangements de A. Suggestion : Utiliser (5.15).

5.23. Utiliser (5.37) pour écrire une procédure qui trouve tous les partages de n en parts plus
petites ou égales a k.

5.24. Utiliser le théoreme pentagonal d’Euler pour calculer efficacement le nombre de partages de
n. Tester Defficacité de votre procédure pour de grands nombres.

5.25. Concevoir une procédure qui trouve tous les tableaux de Young de forme donnée.

5.26. Concevoir des procédures qui réalise la correspondance RSK, c.-a-d. : calcule le couple (P, Q)
a partir de o. Tester I’énoncé (5.66).

5.27. Etendre la correspondance RSK aux mots w de longueur n sur Ialphabet [k]. Le résultat
sera un couple (P, Qy), avec P, est semi-standard et @Q,, standard, de méme forme que P,,. Les
valeurs dans P, sont les diverses lettres de w (apparaissant avec la méme multiplicité).



Chapitre 6

Introduction a la théorie des especes

6.1 Introduction.

Le concept de structure est fondamental en science et se retrouve dans toutes les branches des
mathématiques ainsi qu’en informatique théorique, ou il porte le nom de structure de données. Pour
en donner une description claire, on introduit la notion d’espece de structures. Cette définition se
fait dans un esprit similaire a celui de la définition de fonction. Rappelons que la notion de fonction
a subi une lente et obligatoire évolution, dans I’histoire des mathématiques, pour aboutir a la
notion moderne. Cette vision moderne a séparé la définition de la notion de fonction du mode de
description de fonctions explicites. Bien entendu, rien n’empéche ensuite de décrire une fonction
particuliere par une formule, un algorithme, comme solution d’une équation, etc. La ou on gagne,
c’est dans la possibilité de définir de fagon claire des espaces de fonctions. C’est un gain indéniable
quand on pense au

C’est de ce niveau de généralité que releve la définition des especes de structures. Un autre concept
important derriere la notion d’espece est celui d’isomorphisme de structures combinatoires. Il joue
un role central dans la définition de < type > de structures (ou structures < non étiquetées >). Le
but de la théorie des especes est principalement de fournir une approche synthétique a la notion de
structures combinatoires. Nous allons constater que plusieurs des identités déja rencontrées dans
ce texte se reformulent agréablement dans le contexte de la théorie des espéeces.

6.2 Especes de structures.

En fait, nous avons déja rencontré plusieurs especes tout au cours des chapitres précédents, et
tout ce qui nous reste a faire maintenant est d’en donner une définition formelle. Le but de cette

157
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définition est de donner un critere précis permettant de vérifier qu'une espece donne une description

claire d’une construction combinatoire sur les éléments d’un ensemble fini.

La notion espéce de structures' F contient deux parties.
1) Une premiere partie qui décrit comment produire, pour chaque ensemble fini A, un ensemble

fini F[A]. On dit que les éléments s de F'[A] sont les structures d’espece F' sur A, ou encore
que ce sont des F-structures.

2) La seconde partie de la régle assure que la description de F[A] peut se traduire naturelle-
ment (au sens précis décrit plus bas) en une description de F'[B], chaque fois que A et B ont
la méme cardinalité. Plus précisément, on demande que, pour chaque bijection o : A — B,

il y a une bijection
F,: F[A] — F[B]
décrivant comment transformer les éléments de F[A] en éléments de F[B]. On dit que F,

est le transport de structures le long de o.

U: {a"b7c7d7€7f}
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FIGURE 6.1 — Le réétiquetage comme transport.

Tres souvent, les éléments de A servent d’étiquettes au sein des structures dans F[A], et alors F,
correspond a remplacer 1’étiquette x par I’étiquette o(x), pour chaque = dans A (voir la Figure 6.1).
Autrement dit, la bijection F', est simplement le réétiquetage selon o. Bien entendu, il y a
d’autres possibilités pour F,. Quelque soit le cas, pour exclure les situations potentiellement non
désirables (contre intuitives), ainsi que pour donner une définition qui soit techniquement aisément
manipulable, on impose que les bijections F', satisfassent aux conditions de fonctorialité :

1. La notion d’espece de structures a été introduite en combinatoire par A. Joyal et développée par les membres
de ’équipe de combinatoire de 'UQAM. On peut trouver une description plus détaillée de la théorie des especes et

de ses applications dans la monographie [6].
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i) pour chaque ensemble fini A, la bijection Fq, est I'identité de I'ensemble F[A].

ii) sioc: A— Bet7:B— C, alors
Frog = FroFs.

La meilleure facon de s’habituer a cette définition est de donner un certain nombre d’exemples
typiques. Nous en verrons toute une liste apres la définition suivante.

Série génératrice. De la définition d’espece, il suit immédiatement qu’on a forcément
|F[A]l = [F[B]|,

chaque fois qu’il y a une bijection entre les ensembles A et B, puisqu’il y a alors une bijection de
F[A] vers F[B]. Le nombre de structures d’espece F' sur un ensemble & A est donc simplement
une fonction du cardinal de A. Aux fins d’énumération, on peut choisir n’importe quel ensemble de
cardinal 7, mais usuellement on prend A = [n]. Tout comme dans les chapitres précédents, on allege
la notation on écrivant simplement F'[n| pour I'ensemble des F-structures sur I’ensemble A = [n].

La problématique de la combinatoire énumérative discutée au tout début de ce livre, consiste a
calculer la suite de nombres :

[EO),  [FM R EBIL e [F]

Comme on la déja souligné a quelques occasions, une maniere efficace de s’attaquer a cette tache
est de considérer la série génératrice

F(y) = Z:%fni, (6.1)

ou f, est le nombre d’éléments de F'[n]. Un des aspects fascinants de ’approche par séries génératrices
est qu’il y a souvent une fonction classique bien connue dont le développement en série a ’origine
correspond précisément a une série génératrice apparaissant ainsi dans un contexte d’énumération.
Par calcul direct, on trouve facilement certaines séries.

6.3 Exemples d’especes

Voici maintenant un liste d’exemples d’especes et de séries génératrices associées. Dans la plupart
de ces exemples, le calcul des séries est direct. Cependant, certaines séries seront obtenues par des
techniques présentées plus loin.
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Espéces de parties. Au Chapitre 1 (voir (1.9) et (1.42)), on a explicitement décrit les deux
composantes de ’espece des parties, en posant

PlA] .= {B| B C A}, (6.2)
Py :PIA] = P[B],  Po(B):={ f(x)|z € B}. (6.3)

Le transport d’une partie B de A, le long d'une bijection o : A — B, est donc I'image o (B) de B
par o. On a aussi défini 'espece des parties a k éléments, en posant

Pi[A] = {B| BC A, |B| =k}, (6.4)

avec le transport de structures analogue. Pour la bijection (1) = a, 0(2) = b, et 0(3) = ¢, de
{1,2,3} vers {a,b,c}, on a le transport de P-structures :

0 {1y {2} {3} {12} {13} {2,3} {1,2,3}

L ) \J 3 3

0 {a} {6} {c} {a,b} {a,c} {bc} {a,b,c}
Puisqu’il y a 2" structures d’espece P sur un ensemble a n éléments, on a la série

2 3 4 n
y y y nY
= 142y 44T 48 4162 + ... +2" L 4 ..
P(y) +2y+4T 816+ L 2
= exp(2y); (6.5)

et puisqu’il y a (Z) structures d’espece Py sur un ensemble a n éléments, on a la série

k k+1 n
Yy Y n\y
= =+ (k+1 =4 ...
Prly) = gt gTy * +<k> a b
k k k ,n—k
_ v vy
= + k!y+ +k:!(n—k:)!+
k n
_ Y Yy
= 3 <1+y+ T s )
Y
= 7 o). (6.6)
Especes de graphes. Au Chapitre 2, nous avons défini ’ensemble Gra[A] des graphes simples

sur A. C’est la la premiere partie de la description de Iespece des graphes simples. Les éléments
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1 1 1 1
[ ] / \ [ ]

2e o3| |26 e3| |20 o3| 2e 3
1 1 1 1

2/\3 ’ 24«3 ’ 2'33 ’ 2A3

FIGURE 6.2 — L’ensemble des graphes sur {1, 2, 3}.

de Gra[A], qui sont les graphes sur A, sont les structures d’espéce graphe sur A. Par exemple, pour
A ={1,2,3}, on a les structures de la Figure 6.2. Rappelons que, tres précisément on a

Gra[4] := P[P2[A4]]. (6.7)

Reste maintenant a décrire le transport de structures, qui est dans ce cas un réétiquetage. Pour
une bijection o : A-"3B, le transport Gra, d'un graphe G dans Gra[A] s’obtient en posant :

Grays(G) == {{o(x),0(z")} | {z,2'} € G} (6.8)

Ceci correspond a changer les étiquettes des sommets, en remplagant x par o(x). Ainsi, lorsqu’on
transporte les graphes sur {1,2,3} le long de la bijection o : {1,2,3} — {a,b,c}, pour laquelle
0(1) =0, 0(2) = a et 0(3) = ¢, on obtient le transport :

1 b 1 b
[ ) (o2 [ ) ag
—> s / — / R
20 o3 a® eoc 2 °3 a °c
1 b 1 b
g [ ) o [ ]
\ — \ , — ,
20 3 a® c 20—e3 a®—*oc

b 1

1 b
VAW i AN Lol et
26 o3| |g® e 2e—e3| (gée—e

1

b 1 b

g g
o R I WA VAN
3| |a®*—®c 26—e3| |ge—9

Au méme Chapitre 2, on a aussi décrit I'espece Gro des graphes orientés, en posant

Gro[A] := P[A x A]. (6.9)
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Le transport de structure correspondant est
Groy := Poxos (6.10)

ol 0 X o est la bijection qui envoie (x,y), dans A x A, sur

(0 x o)(z,y) = (o(x),0(y))-

Autrement dit, I'image par Gro, d’'un graphe orienté G dans Gro[A], est le graphe orienté :
Grog(G) = {(0(2),0(y)) | (z,y) € G}.

n
Puisqu’il y a 9(3) structures d’espece Gra sur un ensemble a n éléments, on a la série

2 3 4 5

Y Y Y 4
G =1 2=—4+8=—7—+4+64=—4+1024 —+ ...
ra(y) + y+ 2+ 6+ 24+ 120+

— n
— 2() ¥, (6.11)
: n!

n=

Pour 'espece des graphes orientés, il y a 2("°) gtructures sur un ensemble & n éléments, on a donc
la série

2 3 4 5

Y Y Yy Y
G = 1+2 16 = 4+ 512 = + 65536 =— + 33554432 =— + ...
ro(y) +2y+ 62+5 6+ 24—|— 120+

oo 5 yn

= 2n?) 2, 6.12

;) o (6.12)

Espéces d’endofonctions. Au méme Chapitre 5, on a introduit I’espece S des permutations,

en posant
S[A] := {7 | 7: A= A}. (6.13)

Le transport de structure correspondant a une bijection o : A — B est tel que
Se(T) =070 !, (6.14)

pour 7 dans S[A]. Autrement dit, le transport de la permutation 7: A — Alelongde o : A — B
donne une permutation 6 := S, (7) de B qui est définie de fagon & ce qu’on ai

O(o(x)) =0(y), ssi 7(x)=uy.
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Plus généralement, pour une endofonction f: A — A, on a la conjugaison :

f

A——— A

B—-———-—=B (6.15)
ofoc!

Cette conjugaison par o donne le transport pour les especes de fonctions :

e l'espece des cycles (ou des permutations cycliques) , définie comme
ClA]:={o | 0 : A5 A, o cyclique}.
e l'espece des involutions, définie comme
Inv[A] :=={o | 0 : A5 A, 0% =1dy}.
e l'espece des dérangements
Der[A] := {0 | o est un dérangement},
e l'espece des endofonctions
EndlA]:={f| f: A— A}.

Puisqu’il y a n! structures d’espece L sur un ensemble & n éléments, on a la série

2 3 4 n
S(y) = 1+ y+zy—+6y—+24y—+ oL
24 n!
= 1+y+y®+y° +y + ..o +y"+
_ (6.16)
= 1T, .
Iy a (n — 1)! permutations cycliques sur un ensemble a n éléments. On a donc
2 3 4 n
Y Y Y Y
C = 0 1=—+2=4—+6—-+ ... -DI=+ ...
(y) ty+15 +25 +60,+ +(n )n!+
2 3 4
_ v,y ., v v
=yttt
1
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On montrera plus loin que la série génératrice de ’espece des involutions est

2 3 4 5
Y Yy Y Y
I =1 2°—4+4=—4+10=— 426 — .
nv(y) +y+ 2+ 6+ 24+ 120+
= exp(y+4°/2), (6.18)
et que celle des dérangements est
2 3 4 5
Yy Yy Yy Y
D =1 =42 444 2+
er(y) +0y+ 2-1— 6+924+ 120+
= M_ (6.19)

1—y

Comme il y a n" endofonctions sur un ensemble a n éléments, on a

v oY y! y°
E =1 45— 427=—+256 — 43125 — + ...
nd(y) +y+ 2+76+5624+3 5120+
0 n
= S (6.20)
n!
n=0
L’espece des listes. A la Section 2.5, on a vu D'espece des listes (ou des ordres linéaires) :
L[A]:=={¢ | ¢:[n] = A} (6.21)

qu’on décrit ici en exploitant la Proposition 2.9. Autrement dit, une liste des éléments de A s’identifie
a une fonction

0= 1{(1,21), (2, 22), (3, 23), ... ,(n,z)}.

On peut alors définir le transport de structures le long de o tout simplement comme
Lo(0) :==0 0. (6.22)

Puisqu’il y a n! structures d’espece L sur un ensemble & n éléments, on a la série

2 3 4 n
Y y y Y
Ly) = 1 2 6 24 .. +nl
(y) ty+2T5 +6 +240 + ol

- (6.23)
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L’espéce des partitions. On a défini a la Section 2.3 ’ensemble Part[A] des partitions de A.
On en tire ’espéce des partitions en considérant de pair le transport de structure défini par

Part,(P) := {¢"(B) | B € P} (6.24)

pour P dans Part[A]. Comme on va le voir plus loin, l'espéce des partitions joue un rdle crucial
dans la définition de l'opération de substitution d’espeéces. On a la série (voir plus loin pour la
justification)

2 3 4 5
Part(y) = 1+ y+2%+5%+15g—4+521%0+

= exp(exp(y) — 1), (6.25)

dont les coefficients sont les nombres de Bell.

6.4 Especes auxiliaires simples.

Voici quelques autres exemples, parfois presque trop simples, qui seront utiles pour la suite. Dans
chaque cas on décrit I'effet de I’espece sur un ensemble A, et le transport pour o : A—>B. Ce-
pendant, lorsque le transport de structures est assez évident, il n’est pas nécessairement décrit
explicitement.

1) O[A] = 0, c’est I’espece dite vide. Le transport de structure est l'unique bijection de
)
I’ensemble vide vers I’ensemble vide. Comme il n’y a aucune structure d’espece O sur un
ensemble de cardinal n, la série génératrice associée est

2 3 4 5
_ P A A
Oy) = 0+0y+05 +0°c+0o, +055+ ...

= 0. (6.26)

(2) E[A] = {A}, clest I'espece ensemble (avec une seule structure > sur tout ensemble fini).
On pose E;(A) := B. Il y a exactement une structure d’espece E sur chaque ensemble de
cardinal n, on a donc

y' v

vy
E(y) = 1
(y) ty+t S+t t +ot

= exp(y). (6.27)

2. Attention ici & la différence entre I’ensemble A, qui peut contenir plusieurs éléments, et ’ensemble {A} qui ne
contient qu’un seul élément, & savoir ’ensemble A.
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{4} si, A =0
(3) 1[4] = _
0 sinon.
C’est 'espece caractéristique de ’ensemble vide. Le seul ensemble qui admet une struc-

ture d’espece 1 est I’ensemble vide, on a donc

2 3 4 5
_ Y o Lol Lo X
Iy) = 140y+05 +0+02+0750+ -
= 1. (6.28)
{A} si, [A]=1
(4) Y[4] = ,
@ S1INo1.

C’est l'espece caractéristique des singletons. Les seuls ensembles qui admettent des
structures d’especes Y sont les singletons, et il y a alors une seule telle structure. On a donc

2 3 4 5
y Yy y Yy
Y = - - - N DY
(v) O+y+0%5+0="-40 +01 +

= . (6.29)

(5) Elém[A] = A, cest I'espece élément, c.-a-d. : une structure sur A est un élément de A.
Il vaut peut-étre la peine de réfléchir un peu a la différence entre 1’espece Elém et I’espece
E. Le transport de la structure = (élément de A) est la structure o(x) (qui est un élément
de B). Il y a exactement n structure d’espece Elém sur chaque ensemble de cardinal n, on

a donc
2 3 4 n
L1, Y Y Y Y
El = 2= — 4+ 4= . o
ém(y) 0+ y+ 5 —1—36 tdg+ +n=—+
3 4 n
_ : vy y
—y+y+2+6+ ‘+(n—1)!+'
2 3 n—1
Y Y Y
= 1 = 4+ =
y<+y+2+6+ +(n—1)!+ )
= yexp(y). (6-30)

Pour toute espece F', on peut considérer 'espece F'+ qui est sa restriction aux ensembles non vides :

. FIA] si, |A|#£0 61

0 sinon.
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6.5 Isomorphisme d’especes (bijections naturelles).

L’isomorphisme d’especes est la formulation précise de la notion de bijection naturelle que nous
avons manipulée au cours des chapitres précédents. Un des aspects qui jouent ici un role crucial est
que pour qu’une bijection soit naturelle, il faut que sa description ne dépende pas de propriétés par-
ticulieres des éléments (grandeur, valeur ...) qui interviennent dans les structures mises en bijection.
Le critere explicite décrit ci-dessous cherche donc a assurer que cela n’est pas le cas. Pour le formu-
ler en termes plus positifs, on demande essentiellement que la bijection soit < compatible > avec
les isomorphismes de structures.

Formellement, on dit que deux especes F' et G sont isomorphes si et seulement si il existe, pour
chaque ensemble A, une bijection 64 expliquant comment transformer les éléments de F[A] en
éléments de G[A], de facon compatible avec le transport de structure. C’est-a-dire qu’on
demande que le composé G, o 04 (c.-a-d. : une traduction 04 : F, : F[A] — G[A] suivi d'un
transport G, : G[A] — G[B]) donne toujours le méme résultat que le composé 0p o F; (c.-a-d. : le
transport F', suivit de la traduction 0pg) :

OpoF,=G,00,, Vo:A— B. (6.32)

La bijection 64 est alors dite naturelle. C’est donc la tres exactement la fagon de formaliser cette
notion que nous avons utilisée (sans la définir) au cours des chapitres précédents. D’une maniere
compacte, cette définition assure que la bijection en question s’impose presque comme allant de soi.
Tres souvent, la vérification de (6.90) est techniquement facile, et le besoin de faire cette vérification
ne se fait sentir que dans le cas de bijection ayant une définition un peu complexe.

La propriété (6.90) donne, en cas de besoin, un mécanisme de vérification explicite de la naturalité.
Ainsi, grace a ce critere, on vérifie trés facilement que le composé de deux isomorphismes est un iso-
morphisme, et que l'inverse d’un isomorphisme est un isomorphisme. Il s’ensuit que I'isomorphisme
d’espece est une relation d’équivalence sur les especes. Il est souvent agréable d’écrire ' ~ GG, pour
signifier qu’il existe un isomorphisme entre F' et G sans avoir nécessairement a spécifier lequel.
En effet, 'isomorphisme considéré est dans plusieurs situations tellement naturel que cet abus est
acceptable. Rien n’empéche cependant qu’il y ait plusieurs isomorphismes naturels différents entre
certaines especes. Un peu plus de soin doit étre alors accordé a une description plus explicite.

Un cas spécial d’isomorphisme est celui d’automorphisme, c.-a-d. : un isomorphisme d’une espece
vers elle-méme. Ainsi, pour 'espéce des listes, on a ’automorphisme

0): L[4 = L[4] (6.33)

qui envoie une liste £ = (a1, a2, ... ,a,) sur la liste renversée ¢ = (ap, ... ,a2,a1).
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6.6 Somme et produit.

Nous allons maintenant développer I'un des aspects les plus intéressants de la théorie des espéces :
< D’algebre des especes ». Plus précisément, nous allons introduire des opérations entre especes qui
permettent de manipuler, de construire et de décomposer les especes. Nous allons constater que
plusieurs arguments combinatoires se formulent agréablement en terme de ces opérations.

On a d’abord la somme d’especes :
(F + G)[A] := F[A] + G[A], (6.34)

Autrement dit, une structure d’espece ' 4+ G sur A est soit une structure d’espece F', soit une
structure d’espece G. Pour o : A~ B, on pose

Fo(t) si,t € F[A]

‘ , (6.35)
Gy(t) si,t € G[A].

(F+G)s(t) == {

On vérifie facilement que la somme d’espece est associative et commutative (& isomorphisme
d’espece pres), et que lespece O agit comme élément neutre. On peut étendre la somme & une
famille d’especes, pour obtenir I’espece

(Z Fi) [A] = Fy[A] (6.36)
i€l i€l
qui a un sens clair si I est fini.

Plus intéressant encore est le produit, F' - G, d’especes qui est défini sur un ensemble A comme

(F-G)Al:= > F[B]xG[C]. (6.37)
A=B+C
De fagon équivalente, on a
(F-G)[A] :=A{(f,9,B) | f € F[B], ge€G[A\BJ}. (6.38)

Le transport de structures pour 'espece I’ - GG se définit en posant

(F-G)o(f.9,B) = (Fs(f),Galg), o™ (B)). (6.39)

Considérons par exemple le produit d’espece E - E. Directement a partir de la définition, on trouve

(E-B)Al={(f.9,B) | f €E[B], ge€E[A\B]}.
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Comme le seul élément de E[B] est B, on a donc (avec une petite simplification d’écriture) :
(E-E)[A] = {(B,A\ B) | B C A}.
On observe que, pour chaque ensemble fini A, il y a une bijection évidente entre
ma: (E-E)[A]—P[A], (6.40)

simplement définie en posant 7wa((B, A\ B)) = B, dont l'inverse est évidemment 7~ !(B) =
(B, A\ B). On vérifie directement (voir Exercice 6.16) que la famille de ces bijections donne un
isomorphisme d’espéces. Pour résumer ceci, on écrit donc

E-E ~ P. (6.41)
A partir des opérations de somme et de produit d’especes, on peut construire de nouvelles opérations
comme la puissance k-iéme
1 si, k=0
FF = . , (6.42)
F.FF1 sik>o0.

Une structure d’espece F* sur A est simplement un k-tuplet de structures d’espece F. Plus
précisément, on commence par découper A en k parties By, Bo, ... , avec les B; deux a deux
disjointes, et telles que

A=B1+Bs+ ...+ By. (de toutes les fagons possibles)

Puis on choisit sur chaque B; une structure d’espece F. Il découle par récurrence sur k, et du
théoreme 6.1 (démontré plus loin), que la série génératrice de 'espece F’ k est

Fi(y) = (F(y))". (6.43)

Dans le cas ot F[()] = 0, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de structure d’espece F' sur 'ensemble vide, les
ensembles B}, doivent tous étre non vides. En conséquence, on a forcément

si k > |A|. Cette derniere observation permet d’introduire l'espece des listes de F-structures,
lorsque F[0] =0 :
L(F):=1+F+F*+F3+... (6.44)

puisque notre discussion assure que ’ensemble L(F)[A] est fini. En effet, on a

]1[A]+F[A]+...:(1[A]+F[A]+...+F”[A])+®+V)+...,
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si n = |A|. Pour l'espece L(F), il découle de du théoreme 6.1 qu’on a la série

L(F)(y) = 1(y)+F(y)+F*(y)+Fy) +... (6.45)
L+ F(y) + (F(y)* + (F()* + ... (6.46)

1
- (6.47)

Si on choisit /' =Y, alors on obtient une décomposition de I’espece® L des ordres linéaires (que
nous avons déja considérée au Chapitre 2) sous la forme :

L=T1+Y+Y*+Y3 4+ ... (6.48)

Ici, Y* correspondent & I'espece des listes de longueur k. En fait Y* coincide avec la restriction
Ly de I'espece des listes au cardinal k.

6.7 Dessins de structures génériques.

Pour ne pas tomber dans un exces de formalisme risquant d’obscurcir inutilement les raisonnements,
il est agréable et efficace de présenter les arguments en terme de dessins qui présentent un exemple
typique de structure de 1’espece considérée. C’est d’ailleurs ce que nous avons fait depuis le début
pour des especes spécifiques comme celles des partitions (Part), des graphes orientés (Gro), ou encore
des endofonctions (End).

Il est intéressant d’étendre cette habitude aux nouvelles especes introduites par des opérations
combinatoires. Par exemple, il semble tout naturel de présenter une structure d’espece E° (définie
en (6.42)) sur ensemble [15] comme on le fait & la figure 6.3. Pour systématiser un peu cette

) 10 @
15@ 1@ @6
3@ 5@
13@ 2@ @7
9@ 2@
4@
Q14 @3

FIGURE 6.3 — Une structure d’espece E°.

facon de faire, et afin de décrire diverses opérations et manipulations générales sur les especes

3. L’égalité énoncée ici est en fait une identité combinatoire comme nous allons le voir a la section sur la substitution
des especes.
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de facon plus conviviale, on adopte souvent une présentation « par le dessin > des structures
< génériques > d’especes abstraites F', G, ect.

Le dessin de la Figure 6.4 représente un élément typique de I’ensemble F[A]. Ici les divers éléments
de A sont apparaissent comme des tiges auxquelles sont rattachées des points rouges. L’arc de
cercle (avec son indice F') symbolise abstraitement le fait qu’on a une certaine structure d’espece F
sur ces éléments. Une autre possibilité de représentation abstraite de F-structures sur un ensemble

F

FIGURE 6.4 — Dessin d’une structure générique d’espece F.

consiste simplement a superposer le symbole F' sur cet ensemble, tel qu’illustré a la figure 6.5.

o..F.O

FIGURE 6.5 — Autre présentation d’une structure générique d’espece F'.

On peut alors reformuler, en ces termes plus imagés, la définition d’addition d’especes, comme on
I’a fait a la figure 6.6. De méme, soit par la figure 6.7, soit par la figure 6.8, on peut reformuler

I+ r Iel

FIGURE 6.6 — Une structure d’espece F' + G.

de fagon imagée la définition de produit d’especes : F'- GG. La seconde présentation a I’avantage de
mieux mettre en évidence qu’on doit considérer tous les découpages (A = B + C') de I'ensemble A,
sans avoir a < déplacer > les éléments de A.

Il y a de nombreux avantages a présenter les choses de ce point de vue plus imagé. En un certain
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PG = F[ G

FIGURE 6.7 — Une premiere fagon de présenter une structure d’espece F - G.

FIGURE 6.8 — Une seconde fagon de présenter une structure d’espece F - G.

sens, cela est tout aussi rigoureux si on envisage cette utilisation de figures comme un nouveau genre
de formalisme bidimensionnel. En cas de doute, il est toujours possible de revenir a une description
rigoureusement ensembliste par une traduction presque directe.

6.8 Passage aux séries.

Observons qu’on a immédiatement F'(y) = G(y), si I et G sont des especes isomorphes. Nous allons
maintenant expliquer < pourquoi > la méthode des séries génératrices est si puissante. En fait, en
plus d’étre compatible avec la notion d’égalité (isomorphisme), une des caractéristiques du passage
a la série génératrice est d’étre compatible avec les opérations entre especes. Plus précisément,

Théoreme 6.1. Pour toute espéce F' et G, on a

(F+G)y) = Fy)+G), (6.49)
(F-G)y) = Fy)G(y), (6.50)
F'(y) = (F(y)", (6.51)
L(F)(y) = 1_}@) (6.52)

Preuve. La démonstration de ces égalités est directe (modulo les définitions). Par exemple, pour
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vérifier (6.50) on procede comme suit

o0

(F-a)) = S IF-apl L
n=0 :

e} n

- Y| Y FBIxG[C] %

n=0 B+C:[n]

n

= > > IFBl-elel L

n=0 B—I—C’—[n]

S (3)feoms

n=0 k=0

S
= F(y)G(y)

Les autres démonstrations sont laissées en exercice. [ |

6.9 Exemples de calcul de séries.

On a par exemple l'isomorphisme Elém ~ Y - E. En effet la donnée d’un élément a de A est
clairement équivalente a la donnée du découpage de A en {a} + B, ou B = A\ {a}. On en déduit
donc immédiatement que

Elém(y) = y exp(y)
Un exemple beaucoup plus intéressant concerne ’espece Der des dérangements. Toute permuta-
tion o de A se décompose (voir la Figure 6.9) en :
i) lensemble, disons B, de ses points fixes, et
ii) un dérangement de A\ B.

Ceci se traduit en un isomorphisme d’especes :
S ~ E - Der, (6.53)

On en déduit que S(y) = E(y) Der(y). Comme on connait les séries génératrices pour les especes S
et E, on trouve
Der(y) = exp(=y) y)'

- (6.54)
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(¢ . » e
@QQQD .'QQ

w/ w/

12

FIGURE 6.9 — Un dérangement.

Il en découle une nouvelle démonstration (sans utiliser le principe d’inclusion-exclusion) du fait que
le nombre de dérangements sur un ensemble & n éléments est donné par la formule

:n!i(_

k=0

On peut méme définir implicitement une espece comme solution d’une équation. Par exemple,
'espece B des arbres binaires (étiquettés) est définie comme étant I'unique * solution de 1’équation
(voir la Figure 6.10)

B=1+Y. B2 (6.55)

Cette équation est une reformulation directe de 'identité (4.1), et on peut en donner la présentation
imagée de la Figure 6.10. Il découle de 1’équation (6.55) que

X

FIGURE 6.10 — Equation pour les arbres binaires.

B(y) =1+yB(y)’
dont la solution (la seule admettant un développement en séries & l'origine) est

TR L

n>0

B(y) = (6.56)

4. 11y a un analogue (& la mode des especes) du théoreme des fonctions implicites qui assure I'existence et 1'unicité
de cette solution.
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Il s’ensuit que le nombre d’arbres binaires (étiquettes) sur [n] est n! C,, ou C), est le ni®e nombre

de Catalan n%rl (Qn"), comme on la vu a la section 4.2.

6.10 Substitution.

L’opération qui est certainement la plus intéressante est celle de substitution. Elle a lieu entre
une espece G telle que® G[)] = 0, et une espece F' quelconque. On pose

F(G)[A= > Flxx ][] GBI (6.57)

mEPart[A] Ber

ou Part[A] désigne I’ensemble des partitions de A. On peut représenter graphiquement une structure
typique d’espece F' o GG par 'un des dessins de la Figure 6.11.

~ / B a B
© -
p— p— G
Fo F F
G
N W, N W N Y

FIGURE 6.11 — Diverses représentations de la substitution.

Il est amusant de constater que nos notations ont été judicieusement choisies pour faire en sorte
que
F~ F(Y). (6.58)

Bien entendu, comme pour les autres opérations, on a compatibilité de la substitution avec le
passage aux séries génératrices :

5. Nous allons voir plus loin pourquoi cette condition est nécessaire lorsqu’on veut définir la substitution en toute
généralité.
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Théoréme 6.2. Pour toute espéce F, et toute espéce G telle que G[0] =0, on a
(F(G)(y) = F(G(y)). (6.59)
Ainsi si - -
B y" B yk
F(y) —an o and G(y) —ngg
n=0 ) k=1 '

alors

0 G(y)"
Few) = 35S
n=0 ’
NACSAY
- S ()
n=0 k=1
y2 3

= fo+ figry+ (fog7 + f192)§ + (f39% + 3 fogrgo + flgs)%
1

+(fagf + 6 f39792 + 4 fog193 + 3 f2g2” + f194)% +...

On interpréte combinatoirement le terme 6 f3 g3 g2, apparaissant dans le coefficient de y*/4! du
développement de F/(G(y)), de la fagon suivante. Parmi les 15 partitions d’un ensemble & 4 éléments
(ici {a,b,c,d}), il y en a 6 avec deux parties a 1 élément, et une a 2 éléments :

{Ha}, {0} e di}, HHad {c}, {0, d}}, {{a}, {d}, {b, c}},
{0} et {a, d}y, {{0) {d} {a, e}, {{e} {d}, {a, b}}

Le nombre de structures d’especes F(G) pour chacune de ces partitions est f3 g% go. On choisit, en
effet, une structure d’espece G sur chacune des parties ce qui peut se faire de g7 go facons. Puis on
choisit une structure d’espece F' sur ’ensemble a 3 éléments dont les éléments sont ces parties, ce
qui peut se faire de f3 fagons.

6.11 Exemples de substitutions.

1) L’espece des partitions s’obtient comme
Part = E(E™)
ol ET désigne I'espéce des ensembles non vides, c’est-a-dire

{A} si A#£0,
ET[A] =
0 si A=0.
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Ce qu’on a déja illustré a la Figure 2.8. On obtient donc

Part(y) = exp(exp(y) —1)
2 3 4 5 6 7 8 9

_ Y Yy Yy Yy Yy Yy Yy Yy
= Ly +25 + 55y +15 5 52 5 + 203 (5 + 877 oy 4140 T 21147 5

Les 5 structures d’espece Part sur I'ensemble {a, b, c} sont :

{{a,0,¢}}, H{a, b}, {c}}, {{a e} {b}}, {{a}, {bc}}, {{a}, {0}, {c}}

2) La Figure 6.12 montre < comment > I’espece des permutations est égale a I’espéce des ensembles
de cycles E(C) ou C est l'espece des cycles (permutations circulaires). Rappelons qu’une

RN

« e

@@@5

FIGURE 6.12 — Une permutation est un ensemble de cycles.

permutation o de A est dite circulaire si et seulement si, pour chaque x, 2’ € A, on peut passer de
x & 7' en itérant o, c’est-a-dire qu’il existe un certain entier k tel que

ok(z) =1
On a donc
0 = ()
_ 1
= 1=
d’ou
Cly) =1 :
(y) =log 7— ,
comme on l'a déja annoncé. Ce résultat est consistant avec le fait que |C[n]| = (n — 1)l, n > 1,

puisque I’égalité

oo yn
—log(l —y) = Zg
n>1
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découle du développement en série bien connu

log(1+y) = 3 (-1 L

n
n>1

6.12 L’espece des arborescences.

On peut définir 'espece A, des arborescences, comme solution de 1’équation fonctionnelle
A=Y - E(A). (6.60)

Ceci correspond a décrire récursivement une arborescence comme étant constituée d’une racine (un
point de A) a laquelle sont attachées des branches (arborescences sur des sous-ensembles) comme
lillustre la Figure 6.13. On a donc

& -

L o

FIGURE 6.13 — Une arborescence < est > un ensemble d’arborescences attachées a une racine.

Aly) =y e, (6.61)
Comme on I’a vu a la Section 2.8, ’espece des arborescences intervient aussi dans la description de

I’espece des endofonctions. En effet, la décomposition de la Figure 2.22 correspond & I’isomorphisme
d’espece End ~ S(A). En passant aux séries, on trouve ce qui donne

End(y) = 1_1A(y). (6.62)

Nous allons voir que cette identité permet de calculer le nombre d’arborescences a n noeuds.
Introduisons d’abord deux autres opérations de base sur les espéces.

6.13 Dérivée et pointage.

Les dernieres opérations que 1’on considere ici sont la dérivée et le pointage d’une espece. Bien en-
tendu, il y aura encore une fois compatibilité avec le passage aux séries. Pour une espéce quelconque
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F, les structures d’espece I’ sur un ensemble fini A sont simplement les structures d’especes I sur
lensemble A + {x}. Une structure typique d’espece F’ peut donc se représenter a la Figure 6.14.
Le dessin qui suit montre que la dérivée de l'espéce des cycles peut s’identifier a ’espece des

e e
™ .F' e | =
e L]
e
e [ 3

FIGURE 6.14 — Une structure typique d’espece F'.

ordres linéaires. En formule, C’ ~ IL, ce qui est exactement ce qu’on constate en passant aux séries

génératrices correspondantes :

gt 1

dy "l1—-y 1-y
Le pointage d’une espeéce est défini via la dérivée et la multiplication par Y, de la facon suivante.
L’espece F'* des F structures pointées est

F*:=Y.F.

Autrement dit, une F*-structure sur A est la donnée d’une F-structure sur A avec en plus le choix
d’un point de A. Cette donnée s’identifie au choix de = dans A avec une F’-structure sur A\ {z}
(voir la Figure 6.15). La justification de cette terminologie peut se voir par la Figure 6.15. La
Figure 6.16 montre quune arborescence est un arbre® pointé. On a donc

Arb" =Y - A, (6.63)

si Arb désigne 'espéce des arbres. Comme en général, pour F(y) => 7 fry™/nl, on a

. = y"
n=1 )

6. Graphe simple connexe sans cycle.
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P F N\

FIGURE 6.15 — Une structure typique d’espece F°.

FIGURE 6.16 — Arborescence < est > un arbre pointé.

il découle de (6.63) que le nombre d’arbres & n noeuds est a,/n (avec n > 1), ou a, désigne le
nombre d’arborescences a n noeuds. Nous allons maintenant calculer a,,.

6.14 Vertébrés.

Notre énumération des arborescences passe par un argument élégant ’, faisant appel & I'espece des
< vertébrés >. Un vertébré est une arborescence pointée, c’est-e-dire que ’espece V des vertébrés
est : V:= A". On dit de la racine de I’arborescence que c’est la téte du vertébré. La queue est le
noeud pointé dans ’arborescence. Il est tout a fait possible que ces deux sommets soient confondus.
L’unique chemin qui joint la téte a la queue est la colonne vertébrale du vertébré. Bien entendu,
on dit des noeuds qui se trouvent sur cette colonne vertébrale que ce sont les vertébres du vertébré.
(voir Figure 6.17).

Dénotons v, le nombre de vertébrés sur un ensemble de cardinal n. Il est clair que v, = n|A[n]|,
puisqu’il y a n choix possibles pour la queue. Calculons maintenant v, d’une autre facon. On
oriente la colonne vertébrale de la téte vers la queue. Puisque & chaque vertebre est attachée une
arborescence, on obtient ainsi une liste non vide d’arborescences disjointes, comme il est illustré a
la Figure 6.18).

On met ainsi en évidence I’isomorphisme d’especes

vV~ LY(A)., (6.64)

7. Due a André Joyal.
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4 M

(S (.

FIGURE 6.18 — Un vertébré transformé en liste d’arborescences.

de fagon imagée. En passant aux séries génératrices associées, on trouve

Aly)

V(y) = T=AG) (6.65)

Observons en passant que cette identité se déduit aussi directement de (6.60) par dérivation (voir
Exercice 6.12).

D’autre part, il découle directement de (6.62) qu’on a aussi

End* (y) = V)

= w =V(y). (6.66)

On en déduit donc que le nombre de vertébrés a n sommets est
égal au nombre d’endofonctions sur un ensemble a n éléments,
c.-a-d. : v, = n", et finalement on a

Proposition 6.3 (Cayley 1889). Le nombre d’arborescences

an noeud est n 1.

Arthur Cayley
(1821-1895)
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6.15 Isomorphisme de structures et types de structures.

On dit que deux structures s,t € F[A] sont isomorphes si et seulement si il existe une permutation
o: A — A qui transporte s sur t. Plus précisément,

t=Fs(s).

On écrit alors s ~ t, et on dit aussi que s et ¢ ont méme forme (elles sont too (iso : < méme > en grec)
pnopén (morphe : < forme > en grec)). L’isomorphisme de structures est une relation d’équivalence,
c’est-a-dire que

1. s~s

2. si s~ t,alorst ~ s

3.sis~tett~r, alors s~ r

On dit d’une classe d’équivalence, selon la relation ~, que c’est un type de F-structures. Décrire un
type correspond donc & décrire I’ensemble de toutes les F-structures isomorphes & une F-structures
données. L’ensemble des types de F-structures, sur un ensemble A, est dont ’ensemble quo-
tient (voir (2.7))

F[A]/ ~,

de F[A] par la relation d’équivalence considérée ci-haut.

Tres souvent® les éléments de A apparaissent comme étiquettes dans les structures d’espece F.
Autrement dit, on a s ~ t si et seulement si on peut obtenir ¢ a partir de s en permutant judi-
cieusement ces étiquettes. Dans ce cas, on peut décrire agréablement un type de F-structure en
éliminant tout simplement les étiquettes des structures. Les diverses structures d’'un type donné
s’obtiennent alors en replacant les étiquettes de toutes les fagons possibles. Voila pourquoi on dit
dans ce cas qu'un type (ou une forme) correspond & une structure non étiquetée. On identifie
donc les éléments de F[A]/ ~ et les F-structures non étiquetées.

Par exemple, on a les diverses structures non étiquetées de la Figure 6.19. Dans certains cas ces struc-
tures non étiquetées peuvent étre décrites plus simplement, puisque le fait d’enlever les étiquettes
rend la structure presque inutile. On dit qu’il n’en reste que la forme. Ainsi, on a déja vu que la
forme d’une permutation (ainsi que la forme d’une partition) peut étre décrite en donnant simple-
ment la liste en ordre décroissant des taille de ses cycles (parts), a savoir comme partage.

6.16 Enumération de structures non étiquetées

L’énumération des types de F-structures (ou des formes de F-structures) correspond donc & ’énu-
mération des structures non-étiquetées. L’outil qui y est adapté est la série génératrice des

8. Comme pour I'exemple des arbres binaires de la Section 4.2, ou encore celle des graphes de la Section 6.1.
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F F—structure | non-étiquetées

:
26| oo
r ®a @
Part o (.C o (.
c b
o \/ \/

FIGURE 6.19 — F-structures non étiquetées.

types :
F(y):==> fay", (6.67)
n=0

ol )f“; correspond au nombre de types de F-structures, c.-a-d. : le cardinal de F[n]/ ~. Remarquons
qu’on a ici une série génératrice ordinaire (plutot qu’exponentielle). Nous allons voir ci-dessous en
quoi cela est naturel.

En général, il est bien reconnu que le calcul des séries F(y) est beaucoup plus ardu que celui des
séries F'(y). C’est Pélya qui a le premier proposé une approche systématique pour ce faire. Une des
forces de la théorie des especes est d’intégrer naturellement son approche. Le lecteur intéressé est
référé a [6] pour plus de détails la-dessus.

Bien que la discussion générale de ’approche de Pélya (dans le cadre de la théorie des especes)
dépasse le niveau de notre exposé, un cas est cependant particulierement facile et accessible. C’est
celui des espéces rigides. On dit que 'espéce F' est rigide si et seulement si, chaque F-structure
n’admet qu’un et un seul automorphisme. Il en découle (voir Exercice 6.1) que chaque classe
d’équivalence de F[A], selon la relation < ~ >, contient exactement n! F-structures, et on trouve

7

n!
Il en découle que

Proposition 6.4. Si F' est une espéce rigide, alors

F(y) = F(y). (6.68)
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Les especes O, 1, Y, L, B, et Plan sont rigides, tandis que les espéces E, S et Part ne le sont pas.
On peut d’ailleurs calculer directement (voir Exercice 6.16) que

~ 1
E(y) = ﬂ, (6.69)
~ — 1
S(y) = Part(y) = - (6.70)
-y
E>1
D’autre part, il est facile de vérifier que
Théoreme 6.5. Pour toute espéce F' et G, on a
(F+G)y) = Fy)+G). (6.71)
(F-G)y) = Fy)Cly), (6.72)
Fi(y) = (Fy)", (6.73)
—— 1
1—F(y)

Attention cependant, I’énoncé analogue pour la substitution n’est pas vrai en général. C’est-a-dire
que, la plupart du temps, on a

—_—

(F(@))(y) # F(G(y)). (6.75)

En général, le calcul de la série (F(G))(y) est difficile et nécessite, sous une forme ou une autre,
de passer par la théorie de Polya. Dans le cadre de la théorie des especes, une adaptation de cette
approche prend la forme des séries indicatrices de cycles de Joyal-Pélya (pour plus de détails, voir
[6]). Par le biais de cette approche, on montre par exemple la proposition suivante .

Proposition 6.6. Pour toute espéce G, telle que G[0] =0, on a

—~—

E(G)(2) = exp (Z G(=") /n). (6.76)

n>1

9. Il est peut-étre utile d’insister sur le fait que la Proposition 6.6 n’est qu’un cas tres particulier de calculs rendus
possibles par les séries indicatrices de cycles. La clé de leurs efficacités passe par le fait qu’on est en mesure de
formuler, pour ces séries qui ne sont pas définies ici, une identité concernant la substitution d’especes en général.
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Par exemple, on peut utiliser cette proposition pour calculer que

—~—

Part(y) = E(E*)(y)

. Y
— exp ;n(l_yn)
ynk
- P ZZT
n>1k>1
ykn
- (XY
k>1n>1
= exp Zlogl_lyk
k>1
1
- Hl_yk

ce qui redonne une des identités de (6.70).

6.17 Especes a plusieurs sortes

Il est naturel et utile d’étendre la notion d’especes aux cas multi sorte. C’est I’analogue, pour les
especes, des fonctions de plusieurs variables. Considérons le cas des espéces a deux sortes. La
description est semblable a celle des especes :

1) pour chaque ensemble, finis A et B, on se donne un ensemble F[A, B], et

2) pour chaque paire de bijections o1 : A1 — Ay et 09 : By — Bs, on a une bijection
Fo'l,ag . F[Al,Bl] L) F[AQ,BQ],

satisfaisant les conditions
a) la bijection F[Id,Idp]| est I'identité de F[A, B], et
b) la bijection Fy or g90m, €St toujours égale au composé des bijections Fy, oy €t Fry 7.
Par exemple, on a les especes Bij[A, B, Inj[A, B], et Surj[A, B]. Pour une espece F' a deux sortes,

on a la série génératrice
yn Zk:

F(y,z) = Y fon vont (6.77)

n,k>0
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ou fp est le cardinal de F'[A, B], pour A de cardinal n et B de cardinal k. Il est facile de vérifier
que

Bij(y, z) = exp(y 2), (6.78)

L’extension a k sortes de ces définitions est directe. Bien entendu, avec les modifications nécessaires,
on étend aussi les opérations entre especes a ce contexte multi sortes.

En s’inspirant de l'identité (6.58), il devient naturel de dénoter F'(Y,Z) une espece a deux sortes,
avec Y pour l'espece des singletons de la premiere sorte, et Z celle des singletons de la seconde
sorte. C’est-a-dire qu’on a

{B} =i, |Bl=1 et A=,

6.79
0 sinon, ( )

Z[A,B] = {

avec une définition analogue pour Y. On a alors les isomorphismes d’especes & deux sortes :

Bij(Y,Z) ~ E(Y-Z), (6.80)
Inj(Y,Z) ~ E(1+Y)-2), (6.81)
Surj(Y,Z) ~ E(E*(Y)-2), (6.82)
Fonct(Y,Z) ~ E(E(Y)-2) (6.83)

Il s’ensuit qu’en plus de (6.78), on a

Inj(y,z) = exp((1+vy)=z), (6.84)
Surj(y,z) = exp((exp(y) —1)z), (6.85)
Fonct(y,z) = exp(exp(y)2). (6.86)

On peut étendre aux espeéces a deux (ou plusieurs) sortes ’énumération selon le type, et une version
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étendue de la Proposition 6.6 donne que

~ (143" ")
| — “ry )<
ni(y,2) = exp |y ,
n>1
1
_ , 6.87
T=a(-y2) (657
S yn pe
Surj(y,z) = exp — 1,
(¥, 2) 7; n(l—y")
1
_ H 6.88)
S (
i1 1—zy
- yn g
Fonct(y,z) = exp — 1,
) nz;l n(l—y")

= I] 1—1zyk (6.89)

6.18 Exercices

6.1. En utilisant le principe des tiroirs, montrer qu'une F-structure sur A admet forcément un
autre automorphisme que I'identité, lorsque le cardinal de sa classe d’équivalence selon <« ~ > est
plus petit que n! (n = |A|). Suggestion : Voir d’abord qu'’il y a forcément deux permutations o et
7 de A, telles que o - s = 7 - s, pour s dans F[A].

6.2. Montrer que, pour les bijections (6.40), la propriété (6.90) est satisfaite pour toute bijection
o de A vers B, c.-a-d. :
mpo(E-E)y =Psoma. (6.90)
6.3. Trouver le nombre
a) d’involutions sans point fixe de [n], c.-a-d. o : [n] — [n], 0 = Id},;, 0(i) # i pour tout i,
b) d’involutions de [n], c.-a-d. o : [n] — [n], 02 = id,
c¢) de permutations de [n] dont tous les cycles sont de longueur paire,

d) de permutations de [n] dont tous les cycles sont de longueur impaire.

6.4. Soit Gra (resp. Gra®) 'espece des graphes simples (resp. des graphes simples connexes).

a) Montrer que

|Graln]| = 2(3)
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b) Montrer que Gra® ~ (Gra®)® - Gra.
c¢) Soit 7y, le nombre de graphes simples connexes sur [n] (i.e. v, = |(Gra®)[n]|).

Déduire une récurrence donnant -y, en terme de Yp—1,Yn—2,---,72,71- (On pose v = 0.)

6.5. Trouver une expression simple pour 7'(z) ou T est 'espece des permutations o telles que
ot = Id. Méme question pour 'espece T*) des permutations o telles que o* = Id, pour k > 1.

6.6. Soit S I'espece des permutations et L. 'espece des ordres linéaires. Prouver que

S"~1L-S. (6.91)
6.7. Trouver la série génératrice exponentielle des nombres de dérangements d,, := #Der[n], c.-a-d. :
la série de 'espece des dérangements.

6.8. Soit C®) lespece des permutations cycliques de longueur un multiple de trois et S©) celle des
permutations a cycles de longueur un multiple de trois. Trouver des expressions simples pour les
séries génératrices exponentielles C®)(z) et S®)(2) de ces especes.

6.9. Décrire le transport de structures pour les especes, E, Elém, P, End, S, et Gra.
6.10. Vérifier que la série génératrice de I'espece L est la méme que celle pour S.

6.11. Montrer que

a) (F+G) ~F' +d,
b) (F-G) ~F G+ F- -G,
) (FOG) (F'oG) G,
)
)

)

d

e

(F+G) ~ F* +G",
(F-G)~F'G+F-G.

6.12. Montrer que (6.65) se déduit de (6.60) en pointant les especes de chaque membre de 1’égalité.
Suggestion : Utiliser ’exercice précédent.

6.13. Montrer que le nombre de types de structures d’espece L sur n sommets est toujours 1.

6.14. Montrer que le nombre de types de structures d’espece S sur n sommets est > 1, si n > 2.
En conclure que les especes S et L sont différentes.

6.15. Montrer qu’aucune famille de bijections entre S[A] et LL[A] n’est compatible avec le transport
de structures.

6.16. Directement & partir de la définition, calculer E(z); et calculer , S(2), et Is;c(z), en utilisant
les Propositions 5.3 et 5.6. Vérifier aussi qu'on a

C(z) = . (6.92)
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6.17. le Théoreme 6.5 et la Proposition 6.4 pour calculer qu’on a les séries génératrices des types :

P(z) = (117,)2’ (6.93)

_ o
Pr(z) = 1 (6.94)

_ 1
Inv(z) = A—9a-2) (6.95)
Der(x) = [ ﬁ (6.96)

k>2
Elém(z) — T (6.97)
(6.98)
6.18. Montrer qu’on a

Surj(y, z) = exp (z (exp(y) — 1)). (6.99)

Programmation mathématique

6.19. Pour chacune des especes de ce chapitre, concevoir une procédure qui
a) Calcule toutes les structures de cette espece sur un ensemble A.
b) Effectue le transport de structures correspondant le long d’une bijection o : A — B.

6.20. Etant donné qu’on a des procédures calculant les structures d’especes F' et GG, construire des
procédures qui calculent les structures d’especes F' + G, F - G, et F - G sur un ensemble A.
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Annexe A

Calcul formel

A.1 Introduction

Les systemes de calcul formel permettent de manipuler concretement des objets mathématiques
abstraits de fagon rigoureuse. Cela va des nombres entiers, rationnels, réels ou complexes (et des
calculs sur ceux-ci) ; & des manipulations d’opérateurs sur des espaces de fonctions; en passant par
un vaste spectre de notions mathématiques de l'algebre, du calcul, de ’analyse complexe, de la
théorie des nombres, etc.

Dans les systemes de calcul formel, une session de travail est habituellement un processus interactif
qui consiste a donner au systeme une instruction de calcul (apparaissant en rouge dans ce qui suit),
et on obtient alors comme résultat la valeur du calcul demandé (apparaissant en bleu). Dans notre
cas, le systéeme affiche automatiquement le symbole < > > chaque fois qu’il est prét a effectuer une
prochaine instruction. Le < ; > signifie la fin de I'instruction donnée, et la touche < return > (ou
< enter >) déclenche le calcul. Ainsi, on peut demander de calculer

> ged(z36 — 1,224 — 1)
12 -1

Ici, la fonction Maple < ged > trouve que #'2—1 est un ! plus grand commun diviseur des polynémes
230 — 1 et 224 — 1.

En plus d’effectuer des calculs explicites, il est possible de donner des noms & certains objets au
moyen 'assignation <« := ». On peut donc poser
> x:=100;

x =100

1. Puisque défini & un multiple scalaire prét.

191
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Dorénavant, x aura la valeur 100, et I’expression 2” prendra donc la valeur :

> 27,
1267650600228229401496703205376

Il faut bien distinguer cette assignation de la relation mathématique usuelle « = » d’égalité.

Aux fins d’une utilisation vraiment efficace des systémes de calculs formels, la capacité qui est de
loin la plus importante est la possibilité de définir de nouvelles fonctions (ou procédures) de calcul,
a partir de celles déja connues. On a ainsi un riche environnement de programmation spécialisée
pour les mathématiques. Ces nouvelles fonctions peuvent se définir de nombreuses fagons, mais celle
qui est la plus naturelle est probablement via la récursivité. Ainsi on peut introduire la fonction :

> Fi:=n—>
if n <1 then 1
else F(n—1)+ F(n —2)
fi:

Dorénavant, < F > est la fonction d’une variable qui calcule (récursivement) les nombres de Fibo-
nacci. On aura donc :
> F'(20);

10946

Les changements de lignes et les espaces supplémentaires n’ont ici aucun effet sur le calcul. Ils ne
servent qu’a disposer la description de la fonction < F > de maniere plus agréable. Normalement, le
résultat d’une telle instruction est d’afficher le texte de la fonction ainsi définie. Le fait d’utiliser le
< >, plutdt que le < ; > comme indication de fin de I'instruction, évite cet affichage assez inutile.

Nous allons illustrer dans cette annexe comment il est facile d’utiliser de tels systémes pour mani-
puler les objets combinatoires que nous avons rencontrés dans ce texte.

A.2 Théorie des ensembles et calcul formel

Tout systeme de calcul formel (Sage, Maple, etc.) permet, entre autres, de manipuler des ensembles,
des listes, et diverses constructions les concernant (avec les adaptations nécessaires).

Ainsi, on peut donner le nom A & I'ensemble {a, b, c} en posant

> A:={a,b,a,c,b,b};
A:={a,b,c}

Observons ici (comme le veut la théorie) que la répétition d’un élément n’a aucun effet. Bien
entendu, on a aussi les opérations usuelles sur les ensembles
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> {a, b, c} intersect {b,c,d};

{b,c}
> {a,b,c} union {b,c,d};

{a,b,c,d}

> {a,b,c} minus {b,c,d};

{a}
En passant, rien n’empéche d’utiliser abstraitement ces opérations sur des ensembles B et C' non
spécifiés. Ainsi, on obtient

> (B union D) intersect (C' union D);

(BUD)N (CUD)

> B minus B;

On peut tester I’égalité d’ensembles, et I'appartenance a un ensemble, en exploitant la fonction
< evalb > qui calcule la valeur logique d’une expression. Ainsi, on a

> evalb({a,b,c} = {b,c,d});

false
> evalb({a,b,c} = {b,c,a});
true
> bin {b,c,a};
be{a,b,c}
> evalb(b in {b,c,a});
true

La fonction < nops > est tres générale. Elle permet de compter le nombre d’opérandes dans une
expression. En particulier elle donne le nombre d’éléments d’un ensemble. Cependant, pour faciliter
la compréhension, il est possible de lui donner un synonyme en posant :

> card := nops :
Par la méme occasion, on se permet de mettre en place les autres synonymes :
> ‘&+* := ‘union‘ :

> ‘&-¢ = ‘minus‘ :
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L’utilisation du caractere < & >, dans < &+ >, est nécessaire en Maple lorsqu’on désire considérer
de nouveaux opérateurs binaires avec une notation « infixe ». C’est aussi une particularité de la
syntaxe de Maple qui forcent 'utilisation des < ¢ > au moment de ’établissement de ces synonymes.

Pour décrire un ensemble de la forme {g(x) | z € A}, on peut utiliser la fonction Maple < seq > qui
permet de construire des séquences de valeurs g(x) pour z variant dans A. Puisque ’ensemble A a
déja été défini (mais pas g), on obtient :

> {seq(g(x),z in A)});
{g(a),g(b),g(c)}

ou encore, avec la fonction de Fibonacci F' :
> {seq(F(z),z in {1,2,3,4,5,6,7,8,9})});
{1,2,3,5,8,13,21, 34,55}

Autres opérations. On peut définir d’autres opérations usuelles sur les ensembles comme ci-
dessous. Si A = {z} + B, le calcul de 'ensemble P[A] des parties de A est basé sur la récurrence :

P[A] =P[B] + {C+{z} | C e P[B]}. (A1)

Avec une syntaxe légerement différente de celle déja utilisée, on exploite cette récurrence pour
obtenir la nouvelle fonction
> P :=proc(A) local z, B :
if A= {} then {{}}
else z :=op(1, A) : (x est le premier élément dans A)
B:=A&—- {z}:
P(B) &+ {seq( C &+ {z}, C'in P(B)}
fi
end :

Apres avoir considéré le cas spécial A = (), on choisit 2 comme étant le premier élément de A, et la
cinquieéme ligne reproduit (presque fidélement) le membre de droite de (A.1). On obtient ainsi une
fonction calculant ’ensemble P(A) des parties de A :

> P({a,b,c});
{(Z)v {a} ) {b} ) {C} ) {av b} ) {aa C} ) {b, C} ) {a7 b, C}}
Avant de construire le produit cartésien comme opération binaire, on rappelle qu’en Maple un

couple, normalement dénoté (z,y) dans des contextes mathématiques, est plutot dénoté [z, y]. Ceci
est du au fait que les parenthéses usuelles sont réservées a d’autres fins syntaxiques. On pose donc
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> ‘&X‘ :=proc(A, B) local z,y :

{sea(seq([z,y] ,x in A),y in B)}
end :

Alors, on obtient
> {a,b,c} &X {a,b};
{[1,a],[1,0],[2,a],[2,6],[3,a],[3,0]}

et aussi

> {a,b,c} &X {};
0

comme il se doit. On peut maintenant obtenir la fonction qui calcule I’ensemble des relations entre
A et B, simplement en posant :

> Relations := (A, B)—> P(A &X B) :
et donc on peut ensuite calculer que

> Relations({a, b}, {z,y});

{0, {la, 2]}, {[a, y]} . {[b; 2}, {[b, w1}, {la, 2], [, w1}, {la, 2], [b, 2]}, {[a, 2], [b, ]}, {[a, 4], b, 2]}
{la, ], b, 9]}, {[b, =], [, 91}, {[a, 2], [a, 9], [b, 2]}, {la, 2], [a, 4], [b, y]} , {[a, 2], [b, 2], [b, 41},
{la,y], b, 2], [b, 91}, {[a, 2], [a, y], [b, 2], (b 9]} }

Pour calculer récursivement 1’ensemble des fonctions entre A et B, il suffit de poser

> Fonct := (A, B)—

if A= {} then {{}}
else z := A[l] :

{seq(seqa(f &+ {z,y} .,y in B), f in Fonct(A &— {z}, B))}
fi:

et alors

> Fonct({a,b},{0,1});
{{[a, 0], [b,01}, {[a, 0], [b, 1]} , {[a, 1], [, O]} , {{a, 1], [, 1]} }

Une construction similaire permet d’obtenir I’ensemble des mots de longueur k, sur un alphabet A,
au moyen de la fonction Maple <« cat > qui concatene deux mots.

> Mots := (A, k)—
it k=1 then A
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else {seq(seq(cat(w,z) ,z in A),w in Mots(A,k — 1))}
fi:
> Mots({a, b, c},3);
{aaa, aab, aac, aba, abb, abe, aca, acb, acc,
baa, bab, bac, bba, bbb, bbc, bea, beb, bee,
caa, cab, cac, cba, cbb, cbe, cca, cch, ccc}

A.3 Le package GFUN

Le package < GFUN » (pour < Generating FUNction ») a été développé par Bruno Salvy et
Paul Zimmermann de 'INRIA (un des centres de recherche en informatique les plus importants
de France), a partir d’un prototype développé par 'auteur et Simon Plouffe (dans le cadre de son
mémoire de Maitrise). Il consiste en un ensemble d’outils pour la manipulation de récurrences et
de fonctions génératrices, et il permet de < deviner > la fonction génératrice d’une suite a partir
des premiers termes de celle-ci. Il existe maintenant pour plusieurs systemes de calcul formels.

On l'ajoute aux fonctionnalités de Maple par la commande :

> with(gfun) :

Le résultat étant la liste des nouvelles fonctions maintenant disponibles. On peut demander des
informations sur chacune d’entre elles avec, par exemple

> 7gfun,guessgf

Comme premier exemple de son utilisation, considérons le calcul d’une formule pour les coeflicients
d’une fonction génératrice rationnelle :

P(x)
Q(x)

On a

l+ax
—“'7:7”)7
1—4x+422

) (D) e Ll

Plusieurs autres fonctions de ce genre (certaines trés puissantes) sont disponibles. On peut utili-
ser ces fonctions pour découvrir des identités profondes. Cependant, une des utilisations les plus
amusantes de < gfun > consiste a deviner des formules.

> ratpolytocoeff(

On suppose ici qu’on a calculé (péniblement) les premieres valeurs d’une suite, par exemple en
énumérant des objets combinatoires. On connait donc

ap, a1, a2,...,anN,
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et c’est tout. Pour I'instant les autres termes de la suite nous sont inconnus. La fonction < guessgf > de
< gfun > permet (souvent, mais pas toujours) de deviner le reste de la suite. En fait elle découvre ?
(dans les bons cas) une fonction génératrice pour la suite en question.

Par exemple,

> liste_de_nombres:= [1, 1,3, 19, 145, 1401, 16051, 213403, 3223809, 54514225, 1019601091,

20890209891, 465156779473, 11181638663209, 288536019179955] :
> guessgf(liste_de_nombres,x) ;
[efw/(1‘2+x71) , egf]

ou < egf > signifie que le résultat est une série génératrice exponentielle. La suite ci-dessus corres-
pond donc aux a, apparaissant dans développement en série de

oo/ (a2 a—1) _ S "
N " nl
n>0
pour 0 < n < 14. En effet, on a :

> series(exp(z/(1 — z — 22)), 2, 15) ;

Lhwy 3,2, 198 15 4 46T o 16051 o 213403 . 358201
X —T —X — X —X — X X X
2 6 24 40 720 5040 4480
10902845 o 1019601091 ,, 6963403297 ,, 465156779473 1,

X

72576 3623300 13305600 479001600
1597376951887 1y 1235734611997, 0 (+)

880574400 5811886080

et, on a bien comme coeflicients

> [seq(liste_de_nombres[i] /(i — 1)!,i = 1..15)] ;

11 3 19 145 467 16051 213403 358201 10902845 1019601091 6963403297
TT72767 247 407 720 7 5040 T 4480 7 72576 7 3628800 13305600 ’
465156779473 1597376951887 19235734611997

479001600 * 889574400 5811886080

Ceci fonctionne méme pour une liste de polynémes (énumération pondérée) :

> liste_de_polynomes:= [1,¢, 12+ 2,13+ 612 +6¢,t* + 1213 + 36 12 + 24 ¢, 1> +20t* +120 13 + 240 > +
120¢,t% +30¢° + 300 t* + 12003 + 1800 1% + 720 ¢, t” + 425 + 630t + 4200 t* + 12600 ¢3 + 15120 t> +
5040 ¢, t2+56¢7 + 1176 ¢5 + 11760 t° + 58800 t* 4 141120 ¢3 + 141120 t2 + 40320 ¢, t2 + 728 4+ 2016 t7 +
28224 6 + 2116805 + 846720 t* + 16934403 + 1451520 2 + 362880 1] :

2. Cela se fait de fagon assez simple. On commence par trouver, par une méthode de parametres indéterminés,
une équation différentielle pour la fonction génératrice, puis on utilise Maple pour résoudre cette équation.
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t
e 71

Cela suggere donc que la suite de polynomes considérés a

> guessgf(liste_de_polynomes,z) ;

comme fonction génératrice exponentielle.

A.4 g-analogues

L’utilisation de systeme de calcul formel permet de faciliter la compréhension d’objets mathématiques
nouveaux. En guise d’illustration, on considere ici un peu plus en profondeur la notion de ¢-
analogues qui nous avons déja entrevues a la Section 3.6. En gros, I'idée est de < remplacer > les
entiers par des polynémes en la variable ¢, dont la valeur en 1 redonne les entiers originaux. On
dégage alors des identités polynomiales qui généralisent des formules pour les entiers.

On commence par considérer n, le g-analogue de ’entier n :

n._qn_l_n—1+ +g+1 (AQ)
T =q .+ qg+ 1. )

On a donc bien ny = n, lorsque ¢ = 1. Désirant définir un opérateur infixe dans notre systeme de
facon a ce que n &. g donne le polynéme n,, on pose simplement

> & := (n,q)—> normal((¢" —1)/(q¢ — 1)) :

On définit ensuite n,! le g-analogue de n!, en posant

1 in=20
ng! = S% = (A.3)
(n—1)!lng sin>1.

Par exemple,

S5g! = 142434445
= 10+ (U+q+) (I +a+ P+ +a+¢ +¢ +4q").
Clairement, le polynéome ng4! prend la valeur n! lorsqu’on pose ¢ = 1. En fait c’est polynomes

coincidents avec les polynoémes indicateurs d’inversion de la Proposition 5.4. Ces polynémes peuvent
se calculer comme suit, avec notre systeme :
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> &= (n,q)—>
if n =0 then 1
else (n—1) &!'q)x(n &. q) fi:

Oou encore comme

> ‘&l = (n,q)—>
if n =0 then 1
else mul(k &. ¢,k =1..n) fi :

Comme le degré k, est k — 1 (voir A.2), le degré de n,! est manifestement égal a

deg(ng!) = Z deg(kq)
k=1

- <Z> (A.4)

et on a

> for n from 0 to 5 do sort(expand(n &! ¢)) od;

1
1
qg+1
C+H2¢+2q+1
C+3P+5¢* +6¢2+5¢+3¢+1
0447 +9¢8+15¢"+20¢° +22¢° +20¢* + 153 + 92 +4q+1

Pour calculer & la main avec les polynomes n, et n,!, il est utile d’apprendre a les factoriser en
polynémes irréductibles, a coefficients dans Z. Un systeme de calcul formel aide a développer une
familiarité avec cette factorisation. On calcule d’abord que :
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> for k to 9 do n,=factor(¢® — 1) od;

1,=1
2q=q+1
=¢+q+1
4 = (¢ +1)(¢* +1)
S¢=q"+¢ + ¢ +aq+1,
6y = (¢*+q+1)(¢> —q+1)
Tq ="+ P+t + P+ P+ g+

8; = (a+1)(¢* +1)(¢" +1)

9 = (¢ +q+1)(¢° +¢*+1)
et on observe qu’il y a exactement un facteur < nouveau > dans chaque décomposition. Ceci permet
de redécouvrir les polynémes cyclotomiques, dénotés ¢, (q) :

e1(q) = q—1, ea(q) = q+1, p3(q) = ¢ +q+1,
ealq) = ¢+1, es(q) = +E+EP+a+1, wsle) = 2 —q+1,
er(q) = C+...+q+1, wslq) = ¢*+1, polg) = S+ +1

Les factorisations obtenues plus tot s’écrivent donc maintenant comme

2¢ = ¥2(q), 3¢ = v3(9),
49 = aA(q)pa(q), 54 = s5(9), 6, = w2(0)e3(q)es(q),
g = v1(q), 8 = w2AD)pa(@es(a), 99 = w3(q)pe(a).

Un peu plus d’observation permet de redécouvrir qu’on a en fait la formule

¢" = 1=]] a0, (A.5)

d|n

ou d|n signifie que d divise n. A son tour, cette formule fournit une définition récursive pour les

polynomes cyclothymiques :
q" -1
en(q) = : A6
! [T4) wala) (4.6)

sin > 1, avec p1(q) = ¢ — 1. Ceci peut s’écrire avec notre systéme comme :

> = (q,n)—>
if n=1then ¢g—1
else factor((¢" — 1)/mul(¢(q,d),d =1..n — 1)) fi :
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si ¢(q,d) dénote le polynome 4(q).

Comme il est illustré ci-dessous, on peut apprendre & mieux connaitre les coefficients g-binomiaux,

défini par la formule
n ng!
= (A.7)
<k>q kgl (n—k)g!

Ce n’est pas directement évident, mais cette définition redonne les polynémes que nous définit en
(3.43). Pour le voir, on vérifie par calcul que la formule (A.7) satisfait la récurrence (3.44). De
I’'une ou l'autre de ces définitions, on déduit que le coefficient ¢-binomial est un polynéme de degré
nn—=k):

deg (Z)q =n(n—k). (A.8)

On peut calculer ces polyndomes au moyen de la procédure :

> gbinomial :=proc(n, k) option remember :
if £k =0 then 1
elif £ > iquo(n + 1,2) then gbinomial(n,n — k)
else factor((gbinomial(n,k — 1)((n —k+ 1) &. q))/(k &. q)) fi

end :
<Z>q N ((k: ! 1>q (n—k+ 1)Q> kq, (A.9)

pour éviter de construire des polynoémes de trop grand degré dans des calculs intermédiaires. On peut
alors reformuler la description du g-triangle de pascal en terme des polynémes cyclotomique. Dans
ce qui suit, la fonction <« en_phi » transforme un polynéme en produit de polyndémes cyclotomiques.

qui exploite I'identité

> for n to 7 do seq(en_phi(gbinomial(n, k)),k = 0..n) od;

1
1 1
1 ©2 1
1 ©3 ©3 1
1 0204 P34 D2p4 1
1 ©5 045 045 ®5 1
1 V2306 V3506 P2P4P506 V30596 P2P3906 1

Chacune de ces expressions peut se calculer facilement, < & la main > , en utilisant la formule (A.5),
et on constate la polynomialité des résultats. Reste alors (au lecteur) & donner une explication
générale.
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Annexe B

Séries génératrices pour des nombres
bien connus

n! : Nombres factoriel (1.67)
e o]
1 § : Y (B.1)
1—y n!’
. n=0

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800 39916800

n‘O
n!‘l

F,, : Nombres de Fibonacci (2.50)

1 > y"
BN B.2
1—y—y? 72} n! (B-2)
n (01 2345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Fn‘l 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597

C,, : Nombres de Catalan (3.27)

1—VI—4y < y"
— 7N 0,1, B.3
2y T;) ‘n! (B.3)
n |01 234 5 6 7 8 9 10 11 12
Co|1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796 58786 208012

203



204 ANNEXE B. SERIES GENERATRICES POUR DES NOMBRES BIEN CONNUS

B,, : Nombres de Bell (2.16)

o0 n
y
exp(exp(y) —1) =) Ba (B.4)
n=0
n |01 234 5 6 7 38 9 10 11 12
B, |1 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975 678570 4213597

p(n) : Nombres de partages de n, Section 5.3

o0 o0

1 y"
R S (B.5)
k=1 n=0
n‘012345678910111213141516
p(n) [T 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176 231

(Z) : Coefficients binomiaux (1.70)

exp((1+2)y) = Z Z <Z> 2" %T;, (B.6)

n=0 k=0
n\kl0O 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 17 21 3 3 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
11 1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
12 1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
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((n)) : Coeflicients binomiaux de 2-iéme sorte (1.90)

k
y oo oo
oo () 1= X () (B7
n=1 k=0

n\k[O 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
3 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
4 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220
) 1 5 15 35 70 126 210 330 495 715
6 1 6 21 56 126 252 462 792 1287 2002
7 1 7 28 84 210 462 924 1716 3003 5005
8 1 8 36 120 330 792 1716 3432 6435 11440
9 1 9 45 165 495 1287 3003 6435 12870 24310
10 1 10 55 220 715 2002 5005 11440 24310 48620

{n} : Nombres de Stirling de 1-ére sorte (5.11)

n

() -2 2l =9

n=0 k=1
n\k 1 2 3 4 5 6 7 g8 9 10
1 1
2 1 1
3 2 1
4 6 11 6 1
5 24 50 35 10 1
6 120 274 225 85 15 1
7 720 1764 1624 735 175 21 1
8 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1
9 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1
10 62880 1026576 1172700 723680 269325 63273 9450 870 45 1

{n} : Nombres de Stirling de 2-iéme sorte (2.15)

k
exp(z (exp(y) i n { } 7: (B.9)

n=0 k=1
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n\k|1l 2 3 4 ) 6 7 8§ 9 10
1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 7 6 1

5 1 15 25 10 1

6 1 31 90 65 15 1

7 1 63 301 350 140 21 1

8 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1
10 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1




Annexe C

Notations

O : Despece vide, Section 6.4.

1 : Dlespece caractéristique de I’ensemble vide, Section 6.4.
~ ou = : une relation d’équivalence, Section 2.3.

~ ¢ partition en fibre selon la fonction f, Section 2.3.
{7} : les nombres de Stirling de 2-itme sorte, (2.15).

(%] : les nombres de Stirling de 1-ere sorte, (5.11).

=< ou < : une relation d’ordre, Section 2.5.

|A| : le cardinal d’un ensemble A, Section 1.2.

lw| et |wl|, : la longueur du mot w, le nombre d’occurrences de la lettre = dans le mot w,
Section 3.2.

[n] : I'ensemble usuel de cardinal n, Section 1.2.

{A;}icr ¢ famille d’ensembles indexés par les éléments de I, Chapitre 1.
(Ai)ier + suite d’ensembles indexés par les éléments de I, Chapitre 1.
[I;c; Ai et A x B : produits cartésiens d’ensembles, Chapitre 1.

> icrAi et A+ B : unions disjointes d’ensembles, Chapitre 1.

(1) @ le coefficient (polynéme) binomial, (1.70).

(Z)q : coefficients g-binomiaux, (3.44).

(/) : le coefficient (polynéme) binomial de 2-itme sorte, (1.90).

aire(vy) : aire d’un chemin, (3.40).
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A : T'espece des arborescences, (2.58) et Section 6.12.

A/~ ou A/= : l'ensemble quotient par une relation d’équivalence, (2.7).

Ai B : la somme ordonnée de deux ensembles ordonnés A et B, Section 2.5.

NOTATIONS

A xy B : le produit lexicographique de deux ensembles ordonnés A et B, Section 2.5.

Abc : Pespece des arbres binaires croissants, (4.5).

A™ et A* : les mots de longueur n sur A, le monoide des mots sur A, (3.2). L’espece des mots

de longueur n, et 'espéece des mots, Section 6.42.
Arb : L’espeéce des arbres, Section 2.7 et (6.63).
By, : les nombres de Bell, (2.16).
By, (t) : les polynomes de Bell, (2.17).
Bij[A, B] : I’ensemble des fonctions bijectives de A vers B, (1.49).
B : l'espece des arbres binaires, Section 4.2 et (6.55).
C(q) : polynéme énumérateur d’aire, (3.41).

C), : les nombres de Catalan, (3.27).

Con : l'espece des endofonctions connexes, Exercice 2.19 et Section 6.12.

Croi[A, B] : 'ensemble des fonctions croissantes entre deux ensembles ordonnés A et B, (2.34).

C : lespece des permutations cyclique sur A. Sections 5.2 et 6.11.
d(¢) : déployé d’un ordre total, (4.7).

D : le langage des mots de Dyck, (3.23).

Der : lespece des dérangements, (5.12) et Section 6.9.

Dyck[n] : ensemble des chemins de Dyck, Section 3.7.

Aln] : ensemble des triangulations d’un polygone a n cotés, (4.12).
€ ou 1 : le mot vide, Section 3.2.

n(7) : le normalisé d’'un chemin =, (3.33).

Elém : I’espece élément de A, Section 6.4.

Equiv[A] : P'ensemble des relations d’équivalence sur A, Section 2.3.

End : I'espece des endofonctions, Sections 2.8 et 6.12.

E : lespece ensemble, Section 6.4.

/T ="P[f] : la fonction image de sous-ensemble par une fonction f, (1.42).
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f~ & la fonction image inverse de sous-ensemble par une fonction f, (1.44).
f’c : la fonction f restreinte au sous-ensemble C', (1.35).

f* : k-ieme itéré pour la composition de f, (2.63).

fu + nombre tableaux de Young de forme 1, (5.60).

F[A] : ensemble des F-structures sur A, Section 6.2.

F, : transport de F-structures le long de la bijection o, Section 6.2.
F(y) : la série génératrice de 'espece F', Section 6.8.

F,, : les nombres de Fibonacci, (2.50).

F(y) : la série génératrice des types de F-structures, (6.67).

F + G : somme des especes F' et G, Section 6.6.

F -G : produit des especes F' et G, Section 6.6.

F™ : puissance m-ieme de 'espece F', Section 6.6.

F oG ou F(G) : substitution de l'espece G dans lespece F, l'espece des F' de G-structures,
Section 6.10.

F' : Tespece dérivée de 'espece I, Section 6.13.

F* : espece des F-structures pointées, Section 6.13.

Fonct[A, B] : Pensemble des fonctions de A vers B, (1.31).

go f : composé de fonctions g et de f, (1.37).

~1 - v2 ¢ composé de chemins, Section 2.6.

Gro : l'espece des graphes orientés, (2.1) et Section 6.4.

Gra : lespece des graphes simples, (2.4) et Section 6.4.

['(0) : décomposition cyclique de o, (5.3).

Ff; (z,y) : 'ensemble des chemins de longueur ¢ allant de = & y dans le graphe g, Section 2.6.
he = he(p) : longueur de 'équerre de la case ¢ dans le partage pu, (5.62).
Inv,,(q) : polynéme énumérateur d’inversions, (5.27).

Inv : Pespece des involutions, (5.24) et Section 6.4.

Id 4 : la fonction identité sur A, Chapitre 1.

Im(f) : 'image d’une fonction f, (1.43).
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Inj[A, B] : l'ensemble des fonctions injectives de A vers B, (1.55).

¢(0) : le nombre d’inversions (ou la longueur) d’une permutation o, (5.26).
A(o) : forme de la permutation o, (5.4).

AFn: X\ partage de n, Section 5.3.

L(F') : D’espece des liste de F-structures, Section 6.6.

L+ £’ : union de langages, Section 3.3.

L - L' : produit de langages, Section 3.3.

L* : étoile de langages, Section 3.3.

A[n] : ensemble des partages de n, Section 5.3.

As[n] : ensemble des partages de n en parts impaires, Section 5.5.

Ax[n] : ensemble des partages de n en parts dans K C N, Section 5.5.

A[n| : ensemble des partages de n en parts distinctes, Section 5.5.

Aj.2[n] : ensemble des partages de n en parts distinctes dans K, Section 5.5.
A<j(n) : ensemble des partages de n en parts < k, Section 5.5.

My [A] ¢ Pensemble des multi-sous-ensembles de cardinal k£ de A, Chapitre 1.
p(n) : nombre de partages de n, Section 5.3.

p+(n) : nombre de partages de n en parts distinctes, Section 5.5.

pr(n) : nombre de partages de n en parts impaires, Section 5.5.

pr(n) : nombre de partages de n en parts dans K C N, Section 5.5.

Pr.~(n) : nombre de partages de n en parts distinctes dans K, Section 5.5.
7(a) ¢ projection d’un arbre binaire croissant, (4.7).

Ty ¢ polyomino parallélograme contenu entre deux chemins de Dyck v et +/, (4.20).
P(o) : P-tableau de o selon la correspondance RSK, Section 5.9.

Pal[A] et Pali[A] : ensembles de palindromes sur A, Section 3.2.

Part : D’espece des partitions, Sections 2.3 et 6.11.

Part; : 'espece des partitions en parts de taille k, Sections 2.3 et 6.11.

Plan : lespece des arbres plans, (4.10) et Section 6.15.

Pol //[n] : ensemble des polyominos parallélogrames de périmetre 2n, (4.20).



P : Tespece des parties, (1.9) et Section 6.4.

Py ¢ Pespece des parties a k-éléments, Section 6.4.

Q(o) : Q-tableau de o selon la correspondance RSK, Section 5.9.
R : la fermeture transitive d’une relation R, (2.2).

Rel[A, B] : I'ensemble des relations de A vers B, (1.26).

s; : transposition adjacente dans S[n], (5.20).

o*(x) : orbite de = selon o, (5.2).

S : l'espece des permutations, (1.49) et Sections 5.2 et 6.4.

Sta[n] : ensemble des fonctions de stationnement, (4.13).

Sta, : ensemble des fonctions de stationnement de type v, (4.17).
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Strict[A, B] : lensemble des fonctions strictement croissantes (injectives) entre deux ensembles

ordonnés A et B, (2.34).

Surj[A, B] : 'ensemble des fonctions surjectives de A vers B, (1.58).

ty * la k¢ puissance factorielle décroissante de ¢, (1.68).
() : la k® puissance factorielle croissante de ¢, (1.69).
T : Despece des transpositions, (5.19).

u - v : concatenation des mots u et v, Section 3.2.

w” : puissance k-itme d’un mot w, (3.7).

w : image miroir d’'un mot w, (3.8).

w(n) : nombre pentagonaux, Section 5.6.

r—<youx—y: xestcouvert par y (ou y couvre z) dans l'ordre =<, Section 2.5.

[z,y]< ou [z,y] : P'interval des éléments entre z et y dans 'ordre <, (2.28).

xVy et xAy : supremum et infimum de = et y, Section 2.5.

Xp : la fonction caractéristique d’un sous-ensemble B, (1.38).

Y : Despece caractéristique des singletons de sorte Y, Section 6.4.
Young[u] : ensemble des tableaux de Young de forme g, (5.59).

Z : Despece caractéristique des singletons de sorte Z, Section 6.4.
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