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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappels sur les notions de descente et de longueur pour les groupes
de Coxeter

Ce qui suit est très brièvement présenté, sous forme de rappels. Les lecteurs ayant besoin de plus de
détails pourront consulter l’excellent livre de J.E. Humphreys, Reflection Groups an Coxeter Groups.
Afin de bien comprendre l’origine de la terminologie, il est bien d’amorcer la discussion avec le groupe
symétrique Sn. Pour 1 ď i ď n ´ 1, on dit qu’une permutation σ “ σ1σ2 ¨ ¨ ¨σn a une descente en
position i, si et seulement si σi ą σi`1. L’ensemble des descentes de σ est désigné par descpσq. Une
inversion de σ est un couple pi, jq tel que 1 ď i ă j ď n et σi ą σj ; et l’ensemble des inversions de σ
est dénoté par

invpσq :“
 

pi, jq
ˇ

ˇ i ă j et σi ą σj
(

.

Le nombre d’inversions de σ est sa longueur `pσq. Cette terminologie trouve sa source dans le fait que
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Figure 1.1 – Les descentes de 936245178.

`pσq est aussi la longueur de l’expression de σ comme produit « réduit » de transpositions adjacentes
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6 CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

si “ pi, i` 1q. On dit qu’une expression est réduite si elle est de longueur minimale. Chaque expression
réduite pour σ correspond à un chemin de longueur minimal entre l’identitié e et σ dans le graphe de
Cayley 1 de Sn.

231312

123

321

132 213
p12qp23q

Figure 1.2 – Graphe de Cayley de S3

On observe qu’une transposition de deux valeurs adjacentes dans σ ajoute ou retranche exactement
un au nombre d’inversions de σ, ce qui se formule donc comme

`pσ siq “ `pσq ˘ 1. (1.1)

En fait, i P descpσq si et seulement si `pσ siq ą `pσq. L’avantage de cette description est qu’elle s’étend
à tout groupe de Coxeter (fini). Rappelons qu’un tel groupe W en est un qui admet un ensemble S de
générateurs qui sont tous idempotents, c.-à-d. s2 “ e si s P S ; avec pour chaque s, t P S une relation
de la forme pstqmst “ e, où mst ě 2. On dit que pW,Sq est un système de Coxeter. Observons que
mst “ 2 équivault à dire que s et t commutent. On code les relations sous la forme d’un graphe, ayant
comme sommets les éléments de S, avec une arête joignant s et t si et seulement si l’entier mst ą 2.
Les arêtes correspondant au cas mst “ 3 ne sont pas étiquetées. Dans les autres cas on les étiquette par
mst. Les groupes de Coxeter irréductibles (voir exercice 1.2) ont été classifiés, et on a la liste complète
suivante :

An , pn ě 1q, groupes symétriques Sn`1,

Bn
4 , pn ě 2q, groupes hyperoctaédraux,

Dn , pn ě 4q,

E6 ,

E7 ,

1. Dont les arêtes correspondent aux transpositions.



1.1. RAPPELS SUR LES NOTIONS DE DESCENTE ET DE LONGUEUR POUR LES GROUPES DE COXETER7

E8 ,

F4
4 ,

H3
5 ,

H4
5 ,

I2ppq
p

, pp ě 5q, groupes diédraux,

où les indices correspondent au nombre de générateurs. Le fait que le groupe symétrique Sn`1 admette
une telle présentation est classique. L’ensemble S est l’ensemble des transpositions adjacentes

S “
 

si “ pi, i` 1q
ˇ

ˇ 1 ď i ď n´ 1
(

,

avec les relations de tresse

s2i “ e, psisi`1q
3 “ e, et psisjq

2 “ e, si |j ´ i| ą 1.

Les deux possibilités pour l’ordre d’un produit st correspondent à la présence d’hexagones et des carrés
dans le graphe de Cayley de Sn, comme l’illustre la figure 1.3. Le groupe Bn peut s’identifier aux

p23q

ep34q p12q

Figure 1.3 – Graphe de Cayley de S4

groupe des matrices nˆ n, ayant un seul coefficient non nul sur chaque ligne, et sur chaque colone ; ce
coefficient étant soit `1, soit ´1. Son ordre est donc 2nn!.

Bien entendu, en général, la longueur `pwq d’un élément d’un groupe de Coxeter W se définie tout
comme dans le cas de Sn, à savoir

`pwq :“ min
 

k P N
ˇ

ˇ w “ r1r2 . . . rk, ri P S
(

.
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Par analogie avec le cas du groupe symétrique, pour tout élement w d’un groupe de Coxeter W , on
défini ensuite l’ensemble des descentes de w comme

descpwq :“
 

s P S
ˇ

ˇ `pw sq ą `pwq
(

.

On peut montrer que (voir [26]), pour tout groupe de Coxeter fini on a

ÿ

wPW

q`pwq “
n
ź

i“1

1´ qd1

1´ q
, (1.2)

où n est le nombre d’éléments de S, et les di sont certains entiers qu’on appelle degrés de W .

Pour K un sous-ensemble de S, on désigne par WK le sous-groupe de W engendré par K. La
fonction longueur `K de WK coïncide clairement avec ` sur WK . Les conjugués w´1Wkw de ces groupes
sont appelés 2 sous-groupes paraboliques de W . Pour K Ď S, on pose

WK :“ tw PW | `pwsq ą `pwq pour tout s P Ku,

La proposition suivante joue un rôle de premier plan dans notre histoire.

Proposition 1.1. Tout w P W , s’écrit de manière unique sous la forme w “ uv, avec u P WK et
v PWK , avec

`pwq “ `puq ` `pvq.

De plus, u est l’élément de plus petite longueur de la classe à gauche wWK .

Tout comme dans [26], on pose
Xptq :“

ÿ

wPX

t`pwq,

pour tout sous-ensemble X de W , et on dit de WKptq que c’est le polynôme de Poincaré de WK . La
proposition ci-haut entraîne que

WKptqW
Kptq “W ptq. (1.3)

1.2 Réalisation géométrique, et racines

On peut considérer les n générateurs s P S, d’un groupe de Coxeter W , comme des réflexions dans
un hyperplan à l’intérieur d’un espace vectoriel V judicieusement construit. Les éléments de W sont
alors réalisés comme composés de ces réflexions, et W apparaît comme sous-groupe de GLpV q, avec

2. Pour des raisons plus ou moins claires
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dimpV q “ n. L’espace V est librement engendré par des vecteurs (abstrait) αs, un pour chaque s P S.
On muni V du produit scalaire caractérisé par le fait que

xαs, αty :“ ´ cos
`

π{mst

˘

,

pour lequel les αs sont normaux. On réalise chaque s comme une « réflexion » ρs : V Ñ V , en posant

ρspvq :“ v ´ 2 xαs, vyαs.

En effet, on peut montrer que ρ2s “ Id, et que détpρsq “ ´1. De plus, pρsρtqmst “ Id dans GLpV q, et on
peut en déduire qu’on a un monomorphisme de groupes ρ : W Ñ GLpV q. Ainsi, W est réalisé comme
groupe engendré par des réflexions. On donne ainsi une interprétation géométrique aux relations des

αs

v

ρspvq

Figure 1.4 – Réflexion dans un hyperplan.

générateurs de W , en terme d’angle entre les hyperplans

Hs :“
 

v P V
ˇ

ˇ ρspvq “ v
(

,

laissés fixes par les ρs. Pour que W soit fini, il y a de fortes contraintes sur ces angles. Ce phénomène
est illustré à la figure 1.5, pour le groupe B3.

Par la construction précédente, certains éléments de W , dont les générateurs, correspondent à des
réflexions selon des hyperplans. Le système de racines associé à W est l’ensemble des vecteurs 3

Φ :“ t α | sα PW and |α| “ 1 u, (1.4)

On observe que l’ensemble fini Φ est tel que
(1) si α P Φ, alors ´α P Φ ;
(2) pour w PW et α P Φ, alors wpαq P Φ ;

3. Ils sont ici normalisés, mais cela n’est pas toujours le cas. Plus généralement, on considère des systèmes de racines
caractérisés par les seules conditions (1) et (2), sans insister sur le fait que les vecteurs impliqués soient normaux.
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Figure 1.5 – Angles entre hyperplans de réflexion.

Le noyau du morphisme naturel de W dans le groupe des permutations de Φ, est trivial.

Les éléments de Φ sont appelés racines, et on dit de Φ que c’est un système de racines. Clairement
∆ :“ tαs | s P Su est inclus dans Φ. On dit que ce sont les racines simples. Toute racine dans Φ
s’exprime comme combinaison linéaire de racines simples (puisqu’elles forment une base) :

α “
ÿ

sPS

cs αs.

Cela permet de définir la notion de racines positives, à savoir celles pour lesquelles on a cs ą 0
pour tout s. Les racines négatives, sont celles pour lesquelles on a cs ă 0 pour tout s. On désigne
respectivement par Φ` et Φ´ l’ensemble des racines positives et l’ensemble des racines négatives. On a

(1) ∆ Ď Φ` ;

(2) Φ “ Φ` ` Φ´ ;

(3) la longueur `pwq de w, est le nombre de racines positives envoyées par w dans une racine négative.

L’ensemble des hyperplans de réflexions de W est l’ensemble des hyperplans dont l’équation est de la
forme

xα, xy “ 0,

avec α P Φ`. Ceci donne une bijection entre l’ensemble des hyperplans de réflexions de W et l’ensemble
Φ`. L’ensemble des hyperplans en question forme un arrangement d’hyperplans dit de Coxeter. La
figure 1.6 présente (de deux façons différentes) l’arrangement d’hyperplan associé à A3 “ S4.
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Figure 1.6 – Arrangement d’hyperplans dans R3, correspondant à A3

1.3 Idempotents orthogonaux

Soit A une algèbre de dimension finie dont le neutre (pour la multiplication) est désigné par 1. On
dit qu’on a une famille teiuiPI d’idempotents orthogonaux, si

ejek “

#

ej lorsque, k “ j

0 sinon,

avec les ei non nuls. Forcément, des idempotents orthogonaux non nuls sont linéairement indépendants,
ce qui entraîne que la famille I est finie. On observe que la somme de deux idempotents orthogonaux
est aussi un idempotent. Cela suggère de considérer les idempotents qui ne peuvent pas s’écrire comme
somme d’idempotents orthogonaux non nuls, c.-à-d.

e “ f ` g, avec f2 “ f, g2 “ g, et fg “ 0, force que f “ 0 ou g “ 0.

On dit alors que e est un idempotent primitif. D’autre part, pour tout idempotent e, on observe que
1 ´ e est aussi un idempotent, qui est orthogonal à e. Il est donc naturel de considérer les familles
teiu1ďiďr d’idempotents orthogonaux primitifs telles que

r
ÿ

iP1

ei “ 1.

On dit alors qu’on a une famille complète d’idempotents orthogonaux primitifs. L’opérateur qui
correspond à la multiplication à droite par un idempotent e donne une projection A // // Ae de A sur
le sous-espace

Ae :“
 

x e
ˇ

ˇ x P A
(

.

Si e est primitif, alors Ae est isomorphe à une algèbre de matrices pleine, c.-à-d. toutes les matrices
nˆn pour un certain n. Une algèbre A admet potentiellement plusieurs familles complètes d’idempotents

http://imaginary.org/snapshot/swallowtail-on-the-shore
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orthogonaux primitifs. Ainsi, l’algèbre des matrices triangulaires supérieures 2ˆ 2 à coefficients réels

B :“

"ˆ

a b
0 c

˙

ˇ

ˇ a, b, c P R
*

,

admets les deux familles

Id “

ˆ

1 0
0 0

˙

`

ˆ

0 0
0 1

˙

“

ˆ

1 1
0 0

˙

`

ˆ

0 ´1
0 1

˙

.

Proposition 1.2. Pour toute algèbre A de dimension finie, il existe une famille complète d’idempotents
orthogonaux primitifs

te1, e2, . . . , eru,

et on a
A “ Ae1 ‘Ae2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Aer, (1.5)

où chaque Aei est isomorphe à une algèbre de matrice pleine.

Par exemple, pour un polynôme ppxq “ px´ a1qpx´ a2q ¨ ¨ ¨ px´ anq avec des racines complexes dis-
tinctes, on considère l’algèbre A :“ Crxs{xppxqy. Cette algèbre admet une base (linéaire) d’idempotents
orthogonaux primitifs, qui sont donnés par la formule d’interpolation de Lagrange, c.-à-d.

ek “

ś

i “kpx´ aiq
ś

i “kpak ´ aiq
. (1.6)

Si l’on considère A “ Crxs{xppxqy comme l’anneau des fonctions polynomiales sur la variété discrète
constituée des points ta1, a2, . . . , anu, alors ek est la fonction qui prend la valeur 1 en ak, et 0 sur les
autres points ai.

Deux idempotents e et f de A sont dits associés si et seulement si f “ ueu´1 pour un élément
inversible de A. Cela induit une relation d’équivalence sur l’ensemble des idempotents primitifs de
A, et on dit d’une classe d’équivalence pour cette relation que c’est un point de A. La multiplicité
d’un point est le nombre d’éléments de la classe d’équivalence correspondante. Une algèbre de matrice
« pleine » n’a qu’un seul point, dont la multiplicité est la dimension de l’espace ambiant. L’algèbre
B “ Crxs{px´ aqk n’a qu’un seul point de multiplicité k.

1.4 Exercices

Exercice 1.1. Montrer que dans tout groupe de Coxeter fini,
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(a) `pwq “ 0 si et seulement si w “ e ;

(b) `pwq “ 1 si et seulement si w P S ;

(c) `pw´1q “ `pwq, pour tout w PW ;

(d) `puvq ď `puq ` `pvq, pour tout u, v PW ;

(e) `puvq ě `puq ´ `pvq, pour tout u, v PW ;

(f) `pw sq “ `pwq ˘ 1 pour tout w PW et s P S ;

(g) il y a un unique élément de longueur maximale, désigné par w0 ;

(h) `pw0wq “ `pw0q ´ `pwq, pour tout w PW ;

(i) descpw0q “ S ;

(j) il y a un morphisme de groupe ε : W Ñ t`1,´1u (avec la multiplication comme opération sur
cet ensemble), tel que εpwq “ p´1q`pwq.

Exercice 1.2. Décomposition en produit de groupes de Coxeter.

(a) Montrer que le produit de groupes de Coxeter W :“ W1 ˆW2 est un groupe de Coxeter, en
déterminant explicitement un système de générateurs adéquats pour le groupe W .

(b) Montrer qu’on a un système de Coxeter pW,Sq, avec S se décomposant comme somme disjointe
S1 ` S2 de façon telle que s et t commutent pour tout s P Si et t P S2, si et seulement si W est
le produit de deux groupes de Coxeter.

(c) Conclure qu’un groupe de Coxeter est irréductible, c.-à-d. qu’il ne se décompose pas comme
produit de groupes de Coxeter, si et seulement si son diagramme de Coxeter est un graphe
connexe.

Exercice 1.3. Cet exercice concerne la formule (1.2).

(a) Montrer que pour le groupe symétrique, on a

ÿ

σPSn

q`pσq “
n
ź

i“2

1´ qi

1´ q
, (1.7)

par exemple en analysant les inversions causées par n, et en procédant par récurrence.

(b) Calculer explicitement les degrés pour les groupes diédraux.

Exercice 1.4. Montrer que les ek données par la formule 1.6 constituent une famille complète
d’idempotents orthogonaux primitifs dans l’anneau A :“ Crxs{xppxqy, quel que soit le polynôme
ppxq “ px´ a1qpx´ a2q ¨ ¨ ¨ px´ anq ayant des racines distinctes. Discuter la situation lorsqu’on a des
racines multiples.
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Chapitre 2

Fonctions quasisymétriques

La théorie des fonctions quasisymétriques prend ses racines dans les travaux de Stanley (voir [35])
sur les P -partages, c.-à-d. les partages associés à un ensemble (partiellement) ordonné P . Elle a ensuite
été développée par Gessel (voir [21]).

2.1 Fonctions quasisymétriques

Notre contexte est ici l’anneau gradué (par le degré)

Qrxs “
à

dě0

Qd, (ou sur un autre corps K)

des polynômes sur un ensemble dénombrable de variables x “ tx1, x2, x3, . . .u. La composante
homogène Qd, de degré d, admet clairement comme base l’ensemble des monômes yα, où α “

pa1, a2, . . . , akq P Nk avec ai ą 0 et d “ a1 ` a2 ` . . . ` ak, et où y est un sous-ensemble de k des
variables dans x. Considérant sur les variables x l’ordre x1 ă x2 ă x3 ă . . ., et supposant que
y “ ty1, y2, . . . , yku Ď x, avec y1 ă y2 ă . . . ă yk pour cet ordre, le monôme yα est

yα :“ ya11 y
a2
2 ¨ ¨ ¨ y

ak
k .

L’action de Hivert fpxq ÞÑ σ ¨ fpxq, des permutations 1 dans S8 sur les polynômes fpxq dans Qrxs,
est définie par son effet sur les monômes :

σ ¨ yα :“ σpyqα. (2.1)

1. Ce sont les bijections de t1, 2, 3, . . . u qui laissent fixes tous les éléments de cet ensemble, sauf un nombre fini, de
sorte qu’on peut les présenter comme des permutations de Sn pour n assez grand, avec la convention que tous les entiers
plus grands que n sont laissée fixes.

15



16 CHAPITRE 2. FONCTIONS QUASISYMÉTRIQUES

Souligons que l’ensemble de variables

σpyq :“
 

σpyq
ˇ

ˇ y P y
(

,

est encore ordonné selon l’ordre de x. Autrement dit, la permutation σ est sans effet sur les variables du
monôme qui se retrouve à la fois dans y et dans σpyq. Par exemple, l’effet de σ “ 3142 sur x21x3x24 est

σ ¨ x21x3x
2
4 “ x22x3x

2
4,

puisque σpt1, 3, 4uq “ t2, 3, 4u.

Par définition, les polynômes quasisymétriques sont ceux qui sont invariants pour l’action de
Hivert. L’ensemble de ces polynômes forme un sous-anneau gradué de Qrxs, qu’on dénote par Qsym.
Le fait que

Qsym “
à

dě0

Qsymd,

soit fermé pour la multiplication n’est pas immédiat. Cela découle de la discussion qui suit, qui passe
par la description d’une base explicite de la composante homogène Qsymd, de degré d. Pour chaque
composition 2 α “ a1a2 ¨ ¨ ¨ ak d’un entier d, on considère le polynôme quasisymétrique monomial

Mα “Mαpxq :“
ÿ

y

yα,

où la somme a lieu sur l’ensemble des sous-ensembles y de cardinal k de x. Par exemple, supposant que
i ă j, on a

M21 “M21pxq “ x21x2 ` x
2
1x3 ` x

2
1x4 ` . . .` x

2
ixj ` . . .

M12 “M12pxq “ x1x
2
2 ` x1x

2
3 ` x1x

2
4 ` . . .` xix

2
j ` . . .

Il n’est pas trop difficile d’établir une règle de multiplication pour les polynômes quasisymétriques
monomiaux. À cette fin, rappelons quelques notions préliminaires. Pour un ensemble A, de variables
non commutatives, on considère l’anneau gradué

QrAs “ A0 ‘ A1 ‘ A2 ‘ A3 ‘ . . . ,

des polynômes en ces variables. Dans ce cas, la composante homogène Ad, de degré d, admet comme
base l’ensemble Ad des mots de longueur d sur l’alphabet A, c.-à-d.

u “ u1u2 ¨ ¨ ¨ud, avec ui P A.

La multiplication dans QrAs s’obtient comme extension bilinéaire de la concaténation

pu1u2 ¨ ¨ ¨udq ¨ pv1v2 ¨ ¨ ¨ vkq “ u1u2 ¨ ¨ ¨udv1v2 ¨ ¨ ¨ vk.

2. C’est-à-dire que d “ a1 ` a2 ` . . . ak, avec les ai ą 0.
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Le mot vide, dénoté par ε, fait ici office de neutre. Ainsi, les éléments de Ad prenne la forme

f “
ÿ

dě0

ÿ

uPAd

cu u, avec cu P Q.

Le produit scalaire entre éléments f “
ř

u fu u et g
ř

u gu u de QrAs, est

xf | gy :“
ÿ

u

cudu,

avec la somme ayant lieu sur tous les mots, lorsque cette somme a un sens. Dans notre contexte cela sera
le cas, puisque les expressions considérées seront à support fini. Le produit de battage (ou produit
shuffle) de deux mots u et v se définie récursivement par l’identité

u� v :“ a ¨ pu1 � vq ` b ¨ pu� v1q, si u “ a ¨ u1, et v “ b ¨ v1,

avec le cas limite u� ε “ u “ ε� u. Par exemple, on a

ab� xy “ abxy ` axby ` axyb` xaby ` xayb` xyab

C’est un produit associatif, et on l’étend bilinéairement à QrAs. Lorsque l’alphabet A est muni d’une
structure additive (par exemple A “ N), on considère aussi le produit de quasibattage (ou produit
quasishuffle) défini par

ε �̃u “ u �̃ ε “ u,

u �̃ v “ a ¨ pu1 �̃ vq ` b ¨ pu �̃ v1q ` pa` bq ¨ pu1 �̃ v1q

Par exemple, on calcule que

12 �̃ 13 “ 1213` 1123` 1132` 1123` 1132` 1312

115` 115` 133` 142` 223` 232` 25,
(2.2)

puisque

2 �̃ 13 “ 213` p123` 132` 15q ` 33,

12 �̃ 3 “ p123` 132` 15q ` 312` 42,

2 �̃ 3 “ 23` 32` 5.

Avec ces outils en main, la règle de multiplication des polynômes quasisymétriques monomiaux prend la
forme :

MαMβ “
ÿ

γ

xγ |α �̃βyMγ . (2.3)

Ainsi, notre calcul en 2.2 entraîne que

M12M13 “M1213 ` 2M1123 ` 2M1132 `M1312 ` 2M115 `M133 `M142 `M223 `M232 `M25.
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1111

2213 31

211121112

4

Figure 2.1 – Ordre sur les
compositions de 4.

On peut réexprimer plus simplement le produit dans Qsym en terme
d’une autre base tPαuα, introduite par Malvenuto et Reutenauer
dans [ ?]. Avant de procéder à sa description, rappelons quelques no-
tions et notations concernant les compositions. On écrit α |ù d, si
α “ a1a2 ¨ ¨ ¨ ak est une composition de d. Il est facile de mettre en
évidence qu’il y en a 2d´1, grâce à la bijection classique

α “ a1a2 ¨ ¨ ¨ ak ÐÑ Sα :“ ta1, pa1`a2q, . . . , pa1`a2`. . .`ak´1qu,

entre compositions de d et sous-ensembles de t1, 2, . . . , d´ 1u. Il s’en-
suit qu’on a aussi une relation d’ordre β ĺ α entre compositions, en
transposant à celles-ci l’inclusion des sous-ensembles correspondants
Sβ Ď Sα. On dit alors que α raffine β “ b1b2 ¨ ¨ ¨ bj , puisqu’il y a alors
une (unique) décomposition

α “ αp1qαp2q ¨ ¨ ¨αpjq,

de α en concaténation de compositions αpiq des bi, c.-à-d. αpiq |ù bi. On défini les Pα via les changements
de bases explicites

Pα “
ÿ

βĺα

1

fpα, βq
Mβ and Mα “

ÿ

βĺα

1

gpα, βq
Pβ, (2.4)

où

fpα, βq :“ `1! `2! ¨ ¨ ¨ `j !

gpα, βq :“ p´1q`pαq´j `1 `2 ¨ ¨ ¨ `j ,

avec les `i :“ `pαpiqq égaux aux longueurs 3 des compositions αpiq apparaissant dans la décomposition
α “ αp1qαp2q ¨ ¨ ¨αpjq, qui correspond au fait que β ĺ α. Par exemple, pour les compositions de 3, on a

P3 “M3

P21 “M21 `
1

2
M3

P12 “M12 `
1

2
M3

P111 “M111 `
1

2
M21 `

1

2
M12 `

1

6
M3

(2.5)

En terme de la base des tPαuα, il est montré dans [ ?] que le produit dans Qsym s’exprime plus
simplement comme

PαPβ “
ÿ

γ

xγ |α� βyPγ . (2.6)

3. En général on pose `pαq :“ k, si α “ a1a2 ¨ ¨ ¨ ak.
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2.2 Polynômes symétriques

L’anneau Λ, des polynômes symétriques, est un sous-anneau gradué de Qsym. Sa composante homo-
gène Λd (de degré d) admet comme base l’ensemble tmλuλ$d des polynômes symétriques monomiaux
indexé par les partages 4 λ de d. Rappelons que

mλ :“
ÿ

α

Mα,

où la somme a lieu sur l’ensemble des compositions α “ λσp1qλσp2q ¨ ¨ ¨λσpkq obtenues en permutant les
parts de λ “ λ1λ2 ¨ ¨ ¨λk. Par exemple, m331 “M331`M313`M133. La dimension de Λd est donc égale
à ppnq, le nombre de partages de n.

D’autres bases intéressantes de Λd s’obtienne comme suit. On pose

hλ :“ hλ1hλ2 ¨ ¨ ¨hλk , avec hn :“ Ln,
eλ :“ eλ1eλ2 ¨ ¨ ¨ eλk , avec en :“M11¨¨¨1, et
pλ :“ pλ1pλ2 ¨ ¨ ¨ pλk , avec pn :“Mn.

Rappelons que, pour les fonctions génératrices

Hpzq :“ 1`
ÿ

ně1

hn z
n, Epzq :“ 1`

ÿ

ně1

en z
n, et P pzq :“

ÿ

ně1

pn z
n{n, (2.7)

on a les formules et identités suivantes :

Hpzq “
ź

kě1

1

1´ xi z
, Epzq “

ź

kě1

p1` xi zq,

Hpzq “ exppP pzqq, Epzq “ expp´P p´zqq,

Hpzq “ Ep´zq´1, P 1pzq “
H 1pzq

Hpzq
,

qui se déduisent les unes des autres.

Une autre base importante est celle des polynômes de Schur, tsλuλ$n qu’on peut décrire via la
formule déterminantale de Jacobi-Trudi. Pour des raisons qui deviendront claires dans la suite, il est
intéressant de les définir pour toute composition α, en posant

sα :“ dét
`

hαi`j´i
˘

1ďi,jď`pαq
, (2.8)

4. Ce sont les compositions d “ λ1 ` λ2 ` . . .` λk, avec λi ě λi ` 1 ą 0. On écrit alors λ $ d.
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avec la convention que h0 “ 1 et h´n “ 0. Par exemple, on a

s3 “ h3, s21 “ dét
ˆ

h2 h3
1 h1

˙

, s12 “ dét
ˆ

h1 h2
h1 h2

˙

, s111 “ dét

¨

˝

h1 h2 h3
1 h1 h2
0 1 h1

˛

‚.

Soulignons que les parts de α “ a1a2 ¨ ¨ ¨ ak apparaissent comme indices dans la diagonale principale,
c.-à-d.

sa1a2¨¨¨ak “ dét

¨

˚

˚

˚

˝

ha1
ha2

. . .
hak

˛

‹

‹

‹

‚

.

L’échange de deux lignes adjacentes dans la matrice ainsi associée à α entraîne qu’on a sα “ ´sβ , avec
β “ b1b2 ¨ ¨ ¨ bk obtenu de α “ a1a2 ¨ ¨ ¨ ak en posant

b1 “ a1, b2 “ b2, . . . bi “ ai`1 ´ 1, bi`1 “ ai ` 1, . . . bk “ ak.

Récursivement, il s’ensuit qu’on peut réécrire

sα “

#

˘sλ, pour un certain partage λ, ou
0.

L’intérêt de ce processus de « redressement » des sα viens de la Proposition 2.1 de la section suivante.

2.3 Base fondamentale de Qsym

La base des polynômes quasisymétriques fondamentaux tLαuα se définit simplement comme

Lα :“
ÿ

αĺβ

Mβ. (2.9)

L’inversion de Möbius (ou un argument d’inclusion-exclusion) dans le treillis des sous-ensembles donne
facilement que

Mα :“
ÿ

αĺβ

p´1q`pβq´`αq Lα. (2.10)

Par exemple, on a

L3 “M3 `M21 `M12 `M111,

L21 “M21 `M111,

L12 “M12 `M111,

L111 “M111.

M3 “ L3 ´ L21 ´ L12 ` L111,

M21 “ L21 ´ L111,

M12 “ L12 ´ L111,

M111 “ L111.
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Proposition 2.1 (Voir [ ?]). Si fpxq “
ř

α cα Lαpxq est un polynôme symétrique, alors on a

fpxq “
ÿ

α

cα sαpxq.

Autrement dit, on peut facilement développer dans la base des polynômes de Schur un polynôme
symétrique décrit en terme des Lα. Il suffit d’appliquer le processus de redressement ci-haut aux sα.
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Chapitre 3

Algèbres de descentes

3.1 Classes de descentes

On a rappelé au Chapitre 1 les notions de base sur la fonction longueur ` : W Ñ N pour les systèmes
de Coxeter pW,Sq, ainsi que la notion de descente pour les éléments de W . On a donc une descente en
s dans S pour w dans W , si et seulement si

`pwsq “ `pwq ´ 1.

L’ensemble des descentes de w est donc

descpwq “ ts P S | `pw sq “ `pwq ´ 1u.

Tout comme Solomon [39], pour T sous ensemble de S, on défini la classe de descente

XT “
ÿ

wPWT

w, avec W T :“
 

w PW
ˇ

ˇ descpwq X T “ H
(

. (3.1)

Dans le cas de Sn “ An´1, on peut identifier les sous-ensembles T of S, aux sous-ensembles de
t1, 2, . . . , n´ 1u (via si ÞÑ i), qui sont codés (comme au Chapitre 1) sous la forme de compositions de
n. Si γ est la composition associée à T “ Tγ , on écrit

Xγ :“
ÿ

descpσqXT“H

σ.

23
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Pour n “ 3, on a

X3 “ 123` 132` 213` 231` 312` 321

X21 “ 123` 213` 312

X12 “ 123` 132` 231

X111 “ 123.

Bien que la pluspart des résultats concerne tous les groupes de Coxeter finis, nous allons principalement
utiliser le cas des groupes symétriques comme tremplin.

3.2 Algèbre de descentes

Le point de départ est le théorème suivant.

Théorème 3.1 (Solomon [39], 1976). Pour tout système de Coxeter fini pW,Sq, l’ensemble des combi-
naisons linéaire des classes de descentes XT , pour T variant dans l’ensemble des sous-ensembles de S,
forme une sous-algèbre de l’algèbre de groupe QrW s.

Plus explicitement, Solomon montre que

XRXT “
ÿ

LĎT

aLRTXL, (3.2)

où aLRT est le nombre d’éléments w du groupe, tel que descpw´1q XR “ H et descpwq X T “ H, avec

w´1pRq X T “ J.



Chapitre 4

L’algèbre de battage

L’algèbre de battage (ou algèbre shuffle) est anti-isomorphe à l’agèbre de descentes. Elle apparaît
dans plusieurs problèmes de marches aléatoires sur les groupes de Coxeter.

4.1 Algèbre de battage

Considérons l’alphabet A “ t1, 2, . . . , nu, avec l’ordre usuel. Pour toute composition γ “ c1c2 ¨ ¨ ¨ ck
de n, on factorise le mot 12 ¨ ¨ ¨n comme produit de concaténation

12 ¨ ¨ ¨n “ w1 ¨ w2 ¨ ¨ ¨ wk, (4.1)

avec la condition `pwiq “ ci, pour 1 ď i ď k. On introduit alors la classe de battage

Xγ :“ w1 � w2 � ¨ ¨ ¨� wk. (4.2)

Par exemple, pour n “ 4, on a

X22 “ 12� 34

“ 1234` 1324` 1342` 3124` 3142` 3412

Considérons, pour σ P Sn, le produit σXγ dans l’algèbre du gfroupe QrSns. On voit facilement que

σXγ “ σw1 � σw2 � ¨ ¨ ¨� σwk , (4.3)

où, pour w “ a1a2 ¨ ¨ ¨ ak, on dénote par σw l’image σpa1qσpa2q ¨ ¨ ¨σpakq de w par σ. Le lien avec
l’algèbre de descente de Sn s’établit via l’anti-isomorphisme

θp
ÿ

σ

fσ σq :“
ÿ

σ

fσ σ
´1,

25
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qui inverse l’ordre du produit, c.-à-d. θpf ¨ gq “ θpgq ¨ θpfq.

Lemme 4.1. Pour toute composition γ de n on a Xγ “ θpXγq, et

θpXαXβq “ θpXβqθpXαq. (4.4)

Pour M , une matrice k ˆ h à coefficients dans N, soit respectivement `pMq “ p`1, `2, . . . , `kq et
cpMq “ pc1, c2, . . . , chq les vecteur obtenus en sommant les coeeficients selon les lignes et colones de
M . On dénote par wpMq la composition obtenue en lisant les coefficients de M , ligne par ligne, en
commençant par la ligne du haut. Par exemple, pour la matrice M ci dessous, on a les valeurs pour
`pMq, cpMq et wpMq suivantes

M “

¨

˝

2 0 0
1 0 0
0 1 2

˛

‚

`pMq “ p2, 1, 3q,
cpMq “ p3, 1, 2q,
wpMq “ p2, 1, 1, 2q.

On observe que `pMq, cpMq, et wpMq son des composition de n, la somme des coefficients de M . La
proposition suivante donne une règle de multiplication pour les calsses de battage.

Proposition 4.2 (Garsia-Remmel). Pour des compositions α et β de n, le produit de Xα et Xβ dans
QrSns est donné par la formule

XαXβ “
ÿ

`pMq“α
cpMq“β

XwpMq, (4.5)

où la somme à lieu sur l’ensemble des matrices à coefficients dans N qui satisfont les conditions énoncées.
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