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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappels sur les notions de descente et de longueur pour les groupes
de Coxeter

Ce qui suit est trés briévement présenté, sous forme de rappels. Les lecteurs ayant besoin de plus de
détails pourront consulter I'excellent livre de J.E. Humphreys, Reflection Groups an Coxeter Groups.
Afin de bien comprendre origine de la terminologie, il est bien d’amorcer la discussion avec le groupe
symétrique S,. Pour 1 < i < n — 1, on dit qu'une permutation ¢ = o102 -0, a une descente en
position i, si et seulement si 0; > 0;41. L’ensemble des descentes de o est désigné par desc(o). Une
inversion de o est un couple (7, j) tel que 1 <i < j < n et g; > 0;; et 'ensemble des inversions de o
est dénoté par

inv(o) :={(i,j) |[i<j et o;>o0;}.

Le nombre d’inversions de o est sa longueur /(o). Cette terminologie trouve sa source dans le fait que

1 :
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FIGURE 1.1 — Les descentes de 936245178.

{(0) est aussi la longueur de I'expression de o comme produit « réduit » de transpositions adjacentes
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6 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

s; = (4,7 + 1). On dit qu'une expression est réduite si elle est de longueur minimale. Chaque expression

réduite pour o correspond & un chemin de longueur minimal entre I'identitié e et o dans le graphe de
Cayley ' de S,,.

321

312 231

132 213
(23) (12)
123

FIGURE 1.2 — Graphe de Cayley de S3

On observe qu’une transposition de deux valeurs adjacentes dans o ajoute ou retranche exactement
un au nombre d’inversions de o, ce qui se formule donc comme

los;)=L(o) 1. (1.1)

En fait, i € desc(o) si et seulement si (o s;) > ¢(0). L’avantage de cette description est qu’elle s’étend
a tout groupe de Coxeter (fini). Rappelons qu’un tel groupe W en est un qui admet un ensemble S de
générateurs qui sont tous idempotents, c.-a-d. s> = e si s € S ; avec pour chaque s,t € S une relation
de la forme (st)™st = e, out mg = 2. On dit que (W, S) est un systéme de Coxeter. Observons que
mg = 2 équivault & dire que s et ¢ commutent. On code les relations sous la forme d’un graphe, ayant
comme sommets les éléments de S, avec une aréte joignant s et ¢ si et seulement si l'entier mg > 2.
Les arétes correspondant au cas mg = 3 ne sont pas étiquetées. Dans les autres cas on les étiquette par
mgt. Les groupes de Coxeter irréductibles (voir exercice 1.2) ont été classifiés, et on a la liste compléte
suivante :

A, —0—@ e ®—o, (n=>1), groupes symétriques Sy+1,
4

B, ——@- oo ®—9, (n>2), groupes hyperoctaédraux,

Dn >_° ............ *—» (TL = 4)7

Er

1. Dont les arétes correspondent aux transpositions.



1.1. RAPPELS SUR LES NOTIONS DE DESCENTE ET DE LONGUEUR POUR LES GROUPES DE COXETEI

Ly o o—I F—o0—0—0
Fy o—oio—o,
5
Hs —o—0.
H, oio—o—o,
I5(p) OLO, (p=5), groupes diédraux,

ol les indices correspondent au nombre de générateurs. Le fait que le groupe symétrique S,,+1 admette
une telle présentation est classique. L’ensemble S est ’ensemble des transpositions adjacentes

S={si=(0,i+1)|1<i<n-—1},

avec les relations de tresse

52

S =ce, (si5i41)° = e, et (sisj)> =e, si |j—i|>1.

Les deux possibilités pour 'ordre d’un produit st correspondent & la présence d’hexagones et des carrés
dans le graphe de Cayley de S, comme l'illustre la figure 1.3. Le groupe B,, peut s’identifier aux

(34) (12)

FIGURE 1.3 — Graphe de Cayley de Sy

groupe des matrices n x n, ayant un seul coefficient non nul sur chaque ligne, et sur chaque colone ; ce
coefficient étant soit +1, soit —1. Son ordre est donc 2™n!.

Bien entendu, en général, la longueur ¢(w) d’un élément d’un groupe de Coxeter W se définie tout
comme dans le cas de .S,, a savoir

((w) :=min{keN|w=rira...75, 1;€5}
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Par analogie avec le cas du groupe symétrique, pour tout élement w d’un groupe de Coxeter W, on
défini ensuite I’ensemble des descentes de w comme

desc(w) :={se€ S | L(ws) > {(w)}.

On peut montrer que (voir [26]), pour tout groupe de Coxeter fini on a

(w) n 1_qd1
2 =115—1 (12

weW =1

ol n est le nombre d’éléments de S, et les d; sont certains entiers qu’on appelle degrés de W.

Pour K un sous-ensemble de S, on désigne par Wik le sous-groupe de W engendré par K. La
fonction longueur ¢ de Wi coincide clairement avec £ sur Wy Les conjugués w™ ' Wjw de ces groupes
sont appelés? sous-groupes paraboliques de W. Pour K < S, on pose

WE .= {we W | £(ws) > £(w) pour tout s € K},
La proposition suivante joue un réle de premier plan dans notre histoire.

Proposition 1.1. Tout w € W, s’écrit de maniére unique sous la forme w = uv, avec u € W et
v e Wk, avec
l(w) = L(u) + £(v).

De plus, u est l’élément de plus petite longueur de la classe a gauche wWi .

Tout comme dans |26], on pose

X(t) = Yy '),

weX

pour tout sous-ensemble X de W, et on dit de Wi (t) que c’est le polynoéme de Poincaré de Wx. La
proposition ci-haut entraine que
W (OWE(t) = W(t). (1.3)

1.2 Reéalisation géométrique, et racines

On peut considérer les n générateurs s € S, d'un groupe de Coxeter W, comme des réflexions dans
un hyperplan a l'intérieur d’un espace vectoriel V' judicieusement construit. Les éléments de W sont
alors réalisés comme composés de ces réflexions, et W apparait comme sous-groupe de GL(V), avec

2. Pour des raisons plus ou moins claires
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dim(V') = n. L’espace V est librement engendré par des vecteurs (abstrait) as, un pour chaque s € S.
On muni V' du produit scalaire caractérisé par le fait que

{ag,ap) = —cos (W/mst),
pour lequel les a sont normaux. On réalise chaque s comme une « réflexion » ps: V — V' en posant
ps(v) = v — 2{as,v) as.

En effet, on peut montrer que p? = Id, et que dét(ps) = —1. De plus, (psps)™t = Id dans GL(V), et on
peut en déduire qu’on a un monomorphisme de groupes p : W — GL(V). Ainsi, W est réalisé comme
groupe engendré par des réflexions. On donne ainsi une interprétation géométrique aux relations des

v

¢ ps(V)

FIGURE 1.4 — Réflexion dans un hyperplan.

générateurs de W, en terme d’angle entre les hyperplans
Hy:={veV | ps(v) = v},

laissés fixes par les ps. Pour que W soit fini, il y a de fortes contraintes sur ces angles. Ce phénoméne
est illustré a la figure 1.5, pour le groupe Bs.

Par la construction précédente, certains éléments de W, dont les générateurs, correspondent a des
réflexions selon des hyperplans. Le systéme de racines associé & W est 'ensemble des vecteurs *

O:={a|sqeW and |a]=1}, (1.4)

On observe que ’ensemble fini ® est tel que
(1) siae @, alors —a € P,
(2) pour we W et a € @, alors w(a) € ;

3. Ils sont ici normalisés, mais cela n’est pas toujours le cas. Plus généralement, on considére des systémes de racines
caractérisés par les seules conditions (1) et (2), sans insister sur le fait que les vecteurs impliqués soient normaux.
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FIGURE 1.5 — Angles entre hyperplans de réflexion.

Le noyau du morphisme naturel de W dans le groupe des permutations de ®, est trivial.

Les éléments de ® sont appelés racines, et on dit de ® que c’est un systéme de racines. Clairement
A := {as | s € S} est inclus dans ®. On dit que ce sont les racines simples. Toute racine dans ®
s’exprime comme combinaison linéaire de racines simples (puisqu’elles forment une base) :

a=cha5.

seS

Cela permet de définir la notion de racines positives, a savoir celles pour lesquelles on a ¢ > 0
pour tout s. Les racines négatives, sont celles pour lesquelles on a ¢ < 0 pour tout s. On désigne
respectivement par ®* et @~ I'ensemble des racines positives et ’ensemble des racines négatives. On a

(1) Ac ot
(2) &=t + 9 ;
(3) lalongueur ¢(w) de w, est le nombre de racines positives envoyées par w dans une racine négative.

L’ensemble des hyperplans de réflexions de W est ’ensemble des hyperplans dont I’équation est de la
forme

{a,xy =0,

avec a € ®T. Ceci donne une bijection entre 'ensemble des hyperplans de réflexions de W et I’ensemble
®*. L’ensemble des hyperplans en question forme un arrangement d’hyperplans dit de Coxeter. La
figure 1.6 présente (de deux fagons différentes) I'arrangement d’hyperplan associé a Ag = Sy.
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FIGURE 1.6 — Arrangement d’hyperplans dans R3, correspondant a As
1.3 Idempotents orthogonaux

Soit A une algébre de dimension finie dont le neutre (pour la multiplication) est désigné par 1. On
dit qu’on a une famille {e;},c; d’'idempotents orthogonaux, si

{ej lorsque, k = j
€€k = .
0 sinon,

avec les e; non nuls. Forcément, des idempotents orthogonaux non nuls sont linéairement indépendants,
ce qui entraine que la famille I est finie. On observe que la somme de deux idempotents orthogonaux
est aussi un idempotent. Cela suggeére de considérer les idempotents qui ne peuvent pas s’écrire comme
somme d’idempotents orthogonaux non nuls, c.-a-d.

e=f+4g, avec f2=f, ¢* =g, et fg =0, force que f=00ug=0.

On dit alors que e est un idempotent primitif. D’autre part, pour tout idempotent e, on observe que
1 — e est aussi un idempotent, qui est orthogonal a e. Il est donc naturel de considérer les familles
{eit1<i<r d’'idempotents orthogonaux primitifs telles que

T
Zei =1.

el
On dit alors qu’on a une famille compléte d’idempotents orthogonaux primitifs. L’opérateur qui

correspond & la multiplication & droite par un idempotent e donne une projection A —» Ae de A sur

le sous-espace
Ae:= {xe ‘ a:eA}.

Si e est primitif, alors A e est isomorphe & une algébre de matrices pleine, c.-a-d. toutes les matrices
n xn pour un certain n. Une algébre A admet potentiellement plusieurs familles complétes d’idempotents


http://imaginary.org/snapshot/swallowtail-on-the-shore
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orthogonaux primitifs. Ainsi, I’algébre des matrices triangulaires supérieures 2 x 2 a coefficients réels

B:={<a b) \a,b,ceR},
0 c

10 0 0
= (o)t (0)
(11 n 0 -1
~ \0 0 0o 1)/)°
Proposition 1.2. Pour toute algébre A de dimension finie, il existe une famille compléte d’idempotents
orthogonaux primitifs

admets les deux familles

{e1,e9,... e},
et on a

A=AeitDAes®---®Ae,, (1.5)

ol chaque Ae; est isomorphe o une algébre de matrice pleine.

Par exemple, pour un polynéme p(x) = (x — aq)(x — az) - - - (x — ay,) avec des racines complexes dis-
tinctes, on considére l'algébre A := C[x]/{p(z)). Cette algébre admet une base (linéaire) d’idempotents
orthogonaux primitifs, qui sont donnés par la formule d’interpolation de Lagrange, c.-a-d.

. Hi#k(m —a;)

k= =—--—.
Hi:{:k(ak — a;)

Si l'on considére A = C[z]/{p(x)) comme P'anneau des fonctions polynomiales sur la variété discréte

constituée des points {aj,aq,...,a,}, alors e est la fonction qui prend la valeur 1 en ag, et 0 sur les
autres points a;.

(1.6)

Deux idempotents e et f de A sont dits associés si et seulement si f = ueu™! pour un élément
inversible de A. Cela induit une relation d’équivalence sur ’ensemble des idempotents primitifs de
A, et on dit d’une classe d’équivalence pour cette relation que c’est un point de A. La multiplicité
d’un point est le nombre d’éléments de la classe d’équivalence correspondante. Une algébre de matrice
« pleine » n’a qu’un seul point, dont la multiplicité est la dimension de I'’espace ambiant. L’algébre
B = C[z]/(z — a)* n’a qu'un seul point de multiplicité k.

1.4 Exercices

Exercice 1.1. Montrer que dans tout groupe de Coxeter fini,
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(a) £(w) = 0 si et seulement si w = e;
(b) ¢(w) =1 si et seulement si w e S;
(c) L(w™Y) = £(w), pour tout w e W ;
(d) £(uv) < £(u) + £(v), pour tout u,v e W
e) L(uv) = L(u) — £(v), pour tout u,v € W
(

—

il y a un unique élément de longueur maximale, désigné par wy ;

T
O]

L(wow) = (wp) — ¢(w), pour tout w e W
desc(wy) = S;

il y a un morphisme de groupe € : W — {+1,—1} (avec la multiplication comme opération sur

cet ensemble), tel que e(w) = (—1)4®).

Exercice 1.2. Décomposition en produit de groupes de Coxeter.

(a) Montrer que le produit de groupes de Coxeter W := W; x W est un groupe de Coxeter, en
déterminant explicitement un systéme de générateurs adéquats pour le groupe W.

(b) Montrer qu’on a un systéme de Coxeter (W, .S), avec S se décomposant comme somme disjointe
S1 + Sy de fagon telle que s et ¢t commutent pour tout s € S; et t € Sy, si et seulement si W est
le produit de deux groupes de Coxeter.

(¢) Conclure qu'un groupe de Coxeter est irréductible, c.-a-d. qu’il ne se décompose pas comme
produit de groupes de Coxeter, si et seulement si son diagramme de Coxeter est un graphe
connexe.

Exercice 1.3. Cet exercice concerne la formule (1.2).
(a) Montrer que pour le groupe symétrique, on a

n

R = ()

€Sn i=2 1—q

par exemple en analysant les inversions causées par n, et en procédant par récurrence.
(b) Calculer explicitement les degrés pour les groupes diédraux.

Exercice 1.4. Montrer que les e données par la formule 1.6 constituent une famille compléte
d’idempotents orthogonaux primitifs dans l'anneau A := C[z]/{(p(z)), quel que soit le polynéme
p(z) = (r —a1)(x — a2) -+ (x — ay,) ayant des racines distinctes. Discuter la situation lorsqu’on a des
racines multiples.
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Chapitre 2

Fonctions quasisymétriques

La théorie des fonctions quasisymétriques prend ses racines dans les travaux de Stanley (voir [35])
sur les P-partages, c.-a-d. les partages associés & un ensemble (partiellement) ordonné P. Elle a ensuite
été développée par Gessel (voir [21]).

2.1 Fonctions quasisymétriques

Notre contexte est ici 'anneau gradué (par le degré)

Qx] = @ Qq, (ou sur un autre corps K)
d=0

des polynomes sur un ensemble dénombrable de variables x = {z1,x2,z3,...}. La composante
homogéne @)y, de degré d, admet clairement comme base ’ensemble des monémes y<, ol a =
(a1,a9,...,a) € NF avec a; > 0 et d = a1 + as + ... + ag, et ol y est un sous-ensemble de k des
variables dans x. Considérant sur les variables x l'ordre z; < x93 < x3 < ..., et supposant que
y ={y1,y2,...,Yr} S X, avec y1 < y2 < ... < Yy pour cet ordre, le mondme y? est

al

y& =y

a2

Ys® eyt
L’action de Hivert f(x) +— o - f(x), des permutations' dans Sy sur les polynémes f(x) dans Q[x],
est définie par son effet sur les monémes :

o-y*:=o(y)“. (2.1)

1. Ce sont les bijections de {1,2,3,...} qui laissent fixes tous les éléments de cet ensemble, sauf un nombre fini, de
sorte qu’on peut les présenter comme des permutations de S, pour n assez grand, avec la convention que tous les entiers
plus grands que n sont laissée fixes.

15
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Souligons que I’ensemble de variables

o(y):={oy) |yey },

est encore ordonné selon 'ordre de x. Autrement dit, la permutation o est sans effet sur les variables du

mondme qui se retrouve a la fois dans y et dans o(y). Par exemple, l'effet de o = 3142 sur x2z322 est

o - 23x3x] = x3xzad,
puisque o ({1, 3,4}) = {2,3,4}.

Par définition, les polynémes quasisymétriques sont ceux qui sont invariants pour ’action de
Hivert. L’ensemble de ces polyndmes forme un sous-anneau gradué de Q[x], qu'on dénote par Qsym.
Le fait que

Qsym = @ Qsym,,

d=0

soit fermé pour la multiplication n’est pas immédiat. Cela découle de la discussion qui suit, qui passe
par la description d’une base explicite de la composante homogéne Qsym,, de degré d. Pour chaque
composition” o = ajas - - - a; d'un entier d, on considére le polynéme quasisymétrique monomial

Moc = Ma(x) = Zya)
y
oll la somme a lieu sur I’ensemble des sous-ensembles y de cardinal k de x. Par exemple, supposant que
1< j,0n a

Moy = My(x) = :L‘%acg —1-33%%'3 —I—a:%m +... +x?:vj +...

Mis = Mia(x) = 1:11‘%+x1x§+x1xi+...+$¢x?+...

Il n’est pas trop difficile d’établir une régle de multiplication pour les polynémes quasisymétriques
monomiaux. A cette fin, rappelons quelques notions préliminaires. Pour un ensemble A, de variables
non commutatives, on considére ’anneau gradué

QA =A)PAIDABAD. ..,

des polyndmes en ces variables. Dans ce cas, la composante homogéne Ay, de degré d, admet comme
base I'ensemble A% des mots de longueur d sur I’alphabet A, c.-a-d.

U= ULU " - Ug, avec u; € A.
La multiplication dans Q[A] s’obtient comme extension bilinéaire de la concaténation

(U]_UQ"'Ud)'(’U]_'UQ""Uk):’U/]_U2"‘Ud’l}]_’l/2"'vk.

2. C’est-a~dire que d = a1 + a2 + .. .ax, avec les a; > 0.
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Le mot vide, dénoté par ¢, fait ici office de neutre. Ainsi, les éléments de A, prenne la forme

f= Z Z Cy U, avec cy € Q.

d=0 yeAd

Le produit scalaire entre éléments f =) f,uet g, guu de Q[A], est
flgy = Zcuduv

avec la somme ayant lieu sur tous les mots, lorsque cette somme a un sens. Dans notre contexte cela sera
le cas, puisque les expressions considérées seront a support fini. Le produit de battage (ou produit
shuffle) de deux mots u et v se définie récursivement par 'identité

wWo:=a- (v Wo)+b- (uwv), si u=a-u,etv=>0-1,
avec le cas limite u LW e = u = € W u. Par exemple, on a
ab W xy = abry + axby + aryb + xaby + rayb + xyab

C’est un produit associatif, et on 1’étend bilinéairement a Q[A]. Lorsque I'alphabet A est muni d’une
structure additive (par exemple A = N), on considére aussi le produit de quasibattage (ou produit
quasishuffle) défini par

ellu = wullle =u,
wllv = a-(u o) +b- (ulv) + (a+b)- (v L)
Par exemple, on calcule que

12013 = 1213 + 1123 + 1132 4+ 1123 + 1132 + 1312

2.2
115 4+ 115 4+ 133 + 142 + 223 + 232 + 25, (22)
puisque
21013 = 213+ (1234 132 + 15) + 33,
1203 = (123 + 132+ 15) + 312 + 42,

2W3 = 2343245,

Avec ces outils en main, la régle de multiplication des polyndémes quasisymétriques monomiaux prend la
forme :

MMy = Yy | By M, (2.3)
il

Ainsi, notre calcul en 2.2 entraine que

MioMiz = Mi213 + 2 My123 + 2 My132 + Mi312 + 2 My15 + Mizz + Mo + Mooz + Moaga + Mos.
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On peut réexprimer plus simplement le produit dans Qsym en terme 1111
d’une autre base {P,}, introduite par Malvenuto et Reutenauer
dans [ ?]. Avant de procéder a sa description, rappelons quelques no-
tions et notations concernant les compositions. On écrit « = d, si
« = ajag---ap est une composition de d. 1l est facile de mettre en

évidence qu'il y en a 2971, grace a la bijection classique
a=ayay---ap <«— So:={a1,(a1+az),...,(a1+a2+...+ax_1)},
entre compositions de d et sous-ensembles de {1,2,...,d — 1}. Il s’en-

suit qu’on a aussi une relation d’ordre 8 < « entre compositions, en
transposant a celles-ci 'inclusion des sous-ensembles correspondants
Sg S Su. On dit alors que « raffine 8 = b1by - - - b;, puisqu’il y a alors
une (unique) décomposition FIGURE 2.1 — Ordre sur les
. compositions de 4.
a=aBa® ... 00

4

9

de o en concaténation de compositions a(?) des b;, c.-a-d. o = b;. On défini les P, via les changements
de bases explicites

1
Z f o ,B and M, = Bzg:a g(oz,/B)Pﬁ’ (2.4)
ou
fla,B) == 0lb! -4
9@, f) == (=1)4D)=T g0y ... 4

avec les {; 1= é(a(i)) égaux aux longueurs® des compositions a?) apparaissant dans la décomposition
a=aMa®...ql) qui correspond au fait que 8 < a. Par exemple, pour les compositions de 3, on a

P3 = M;j
1
Py1 = Mo + §M3
1 (2.5)
Py = Mo + §M3
1 1 1
P11 = M+ §M21 + §M12 + EMz

En terme de la base des {P,}q, il est montré dans | ?] que le produit dans Qsym s’exprime plus
simplement comme

PPy = Yy law By P,. (2.6)
il

3. En général on pose £(a) := k, si a = araz - - ak.
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2.2 Polynoémes symétriques

L’anneau A, des polynémes symétriques, est un sous-anneau gradué de Qsym. Sa composante homo-
géne Ay (de degré d) admet comme base 'ensemble {my} g des polyndmes symétriques monomiaux
indexé par les partages” A de d. Rappelons que

my = ZMQ,
«

ou la somme a lieu sur 'ensemble des compositions o = A5 (1)Ag(2) - * - Ag(r) Obtenues en permutant les
parts de A = A{As - - - Ap. Par exemple, mg3y = Mss; + Msi3 + Miss. La dimension de Ay est donc égale
a p(n), le nombre de partages de n.

D’autres bases intéressantes de Ay s’obtienne comme suit. On pose

h)\ = h>\1h)\2 --'h)\k, avec hn = Ln,
ex = exexy ey, avec en = M1, et
Px 1= PaDxg D avec Pn = M.

Rappelons que, pour les fonctions génératrices

H(z):=1+ Z by, 2", E(z):=1+ Z en 2", et P(z) := Z pn 2"/, (2.7)

n=1 n=1 n=1

on a les formules et identités suivantes :

HE) = [[—— B() = [[0+w2),

1l—x;z2

k=1 k=1
H(z) = exp(P(2)). B(z) = exp(—P(-2)),
H(z) = E(—2), P = ﬁf;

qui se déduisent les unes des autres.

Une autre base importante est celle des polynémes de Schur, {s)}—n qu'on peut décrire via la
formule déterminantale de Jacobi-Trudi. Pour des raisons qui deviendront claires dans la suite, il est
intéressant de les définir pour toute composition «, en posant

Sa = dét (haiJrj,i) (28)

1<i,j<b(e)’

4. Ce sont les compositions d = A1 + A2 + ... + Ak, avec A; = A; + 1 > 0. On écrit alors A - d.
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avec la convention que hg = 1 et h_,, = 0. Par exemple, on a

hi1 he h
. (h2 hs (P he ) b
s3 = hs, S91 = dét , s120 = dét , siir=dét | 1 hy ho
1 hi  ha

0 1 n
Soulignons que les parts de o = ajas - - - ap apparaissent comme indices dans la diagonale principale,
c.-a-d.

ha,
, ha
Saiag--a, = dét
ha,

L’échange de deux lignes adjacentes dans la matrice ainsi associée a « entraine qu’on a s, = —sg, avec
B = biby - - - by obtenu de @ = ajas9 - - - ag en posant

Récursivement, il s’ensuit qu’on peut réécrire

{ism pour un certain partage A, ou
So =

L’intérét de ce processus de « redressement » des s, viens de la Proposition 2.1 de la section suivante.

2.3 Base fondamentale de Qsym

La base des polynomes quasisymétriques fondamentaux {L,}, se définit simplement comme
Lo:= ), Mp. (2.9)
axf

L’inversion de Mébius (ou un argument d’inclusion-exclusion) dans le treillis des sous-ensembles donne
facilement que

My = Y (=)=t . (2.10)
axf
Par exemple, on a
Lg = M3 + May + Mo + M, Ms = Lg — Loy — Li2 + L1,
Loy = Moy + M, My = Loy — L111,
Lio = Myo + M, My = Lia — L1131,

Li11 = Mi11. Mi11 = Li11.
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Proposition 2.1 (Voir [ ?]). St f(x) = Y, ¢a La(x) est un polynome symétrique, alors on a

f(x) = an Sa(x).

Autrement dit, on peut facilement développer dans la base des polynémes de Schur un polynéme
symétrique décrit en terme des L. Il suffit d’appliquer le processus de redressement ci-haut aux sq.
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Chapitre 3

Algebres de descentes

3.1 Classes de descentes

On a rappelé au Chapitre 1 les notions de base sur la fonction longueur £ : W — N pour les systémes
de Coxeter (W, S), ainsi que la notion de descente pour les éléments de W. On a donc une descente en
s dans S pour w dans W, si et seulement si

l(ws) = l(w) — 1.
L’ensemble des descentes de w est donc
desc(w) = {se S | l(ws) =Ll(w) — 1}.
Tout comme Solomon [39], pour T sous ensemble de S, on défini la classe de descente

Xr = Z w, avec Wwhi={wew | desc(w) N T = &} (3.1)

weWT

Dans le cas de S, = A,_1, on peut identifier les sous-ensembles 1" of S, aux sous-ensembles de
{1,2,...,n—1} (via s; — i), qui sont codés (comme au Chapitre 1) sous la forme de compositions de
n. Si 7y est la composition associée a T' = T’,, on écrit

X, = Z o.

desc(o)nT=

23
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Pour n =3, on a

X3 = 1234132+ 213 + 231 + 312 + 321
Xo1 = 123+ 213 + 312
X9 = 12341324231
X111 = 123.

Bien que la pluspart des résultats concerne tous les groupes de Coxeter finis, nous allons principalement
utiliser le cas des groupes symétriques comme tremplin.

3.2 Algébre de descentes

Le point de départ est le théoréme suivant.

Théoréme 3.1 (Solomon [39], 1976). Pour tout systéme de Cozeter fini (W,S), l’ensemble des combi-
naisons linéaire des classes de descentes Xp, pour T wvariant dans l’ensemble des sous-ensembles de S,
forme une sous-algebre de ’algébre de groupe Q[W].

Plus explicitement, Solomon montre que

XpXp = ) aprXy, (3.2)
LCcT

ol aﬁT est le nombre d’éléments w du groupe, tel que desc(w™!) N R = & et desc(w) n T = &, avec

w N (R) T =J.



Chapitre 4

L’algébre de battage

L’algébre de battage (ou algébre shuffle) est anti-isomorphe a I’agébre de descentes. Elle apparait
dans plusieurs problémes de marches aléatoires sur les groupes de Coxeter.

4.1 Algébre de battage

Considérons l'alphabet A = {1,2,...,n}, avec 'ordre usuel. Pour toute composition v = c¢jcg - -« ¢k
de n, on factorise le mot 12---n comme produit de concaténation

12---n=w1-w2---wk, (4.1)
avec la condition ¢(w;) = ¢;, pour 1 < ¢ < k. On introduit alors la classe de battage
Xy = wp Wws W - -+ L wy. (4.2)
Par exemple, pour n = 4, on a

Xog = 1211134
= 123441324 + 1342 + 3124 + 3142 + 3412

Considérons, pour o € Sy, le produit oX,, dans I’algébre du gfroupe Q[S,]. On voit facilement que
OXy = Oy W Oy LU -+ - L Oy (4.3)

o, pour w = ajas---ag, on dénote par o, l'image o(a1)o(az)---o(ax) de w par o. Le lien avec
I’algébre de descente de S, s’établit via I’anti-isomorphisme

0. fr0) =) fo0,

25
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qui inverse 'ordre du produit, c.-a-d. 0(f - g) = 6(g) - 6(f).

Lemme 4.1. Pour toute composition v den on a X, = 0(X,), et

6(XaX5) = 0(X5)0(Xa). (4.4)
Pour M, une matrice k x h a coefficients dans N, soit respectivement ¢(M) = (¢1,42,...,{;) et
(M) = (c1,ca,...,cp) les vecteur obtenus en sommant les coeeficients selon les lignes et colones de

M. On dénote par w(M) la composition obtenue en lisant les coefficients de M, ligne par ligne, en
commencant par la ligne du haut. Par exemple, pour la matrice M ci dessous, on a les valeurs pour
(M), ¢(M) et w(M) suivantes

2.0 0 uM) = (2,1,3),
M=[10 0 (M) = (3,1,2),
01 2 M) = (2,1,1,2).

On observe que £(M), ¢(M), et w(M) son des composition de n, la somme des coefficients de M. La
proposition suivante donne une régle de multiplication pour les calsses de battage.

Proposition 4.2 (Garsia-Remmel). Pour des compositions « et  de n, le produit de X, et Xz dans
Q[Sy,] est donné par la formule
XoXg = > Xy, (4.5)

((M)=ca
e(M)=p

ot la somme a lieu sur l’ensemble des matrices a coefficients dans N qui satisfont les conditions énoncées.
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