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Chapitre 1

Ensembles et fonctions

1.1 Introduction

Les notions de la théorie des ensembles et des fonctions sont a la base d’une présentation mo-
derne des mathématiques. Immanquablement, on y fait appel pour la construction d’objets plus
complexes, ou pour donner une base solide aux arguments logiques. En plus d’étre des notions fon-
damentales pour les mathématiques, elles sont aussi cruciales en informatique, par exemple pour
introduire la notion de « structures de données >.

1.2 Ensembles

La théorie des ensembles a été introduite par Georg Cantor. On peut en
donner une axiomatique rigoureuse qui n’est pas vraiment approfondie ici
(voir cependant ’appendice B). C’est tout de méme un aspect important
de la question comme on va I’entrevoir a la section 1.8. La théorie suppose
que les ensembles contiennent des éléments, et on écrit x € A pour dire
que < = est un élément de A >. Deux ensembles sont égaux si et seule-
ment 8’ils ont les mémes éléments. Autrement dit, pour < connaitre > un
ensemble il faut savoir dire quels en sont les éléments. Ainsi, on a les
présentations équivalentes

{a/7 b? C} = {07 a? b} = {a7 b? a? b? C’ a’? b’ a/}’

d’un méme ensemble qui contient les trois éléments : a, b et c. Georg Cantor

. s - 1845-1918
Typiquement, sans les définir tres rigoureusement ici, on commence par ( )

considérer des ensembles « simples > comme


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cantor.html
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e L’ensemble des entiers naturels,
N:={0,1,2,3, ... };
e L’ensemble des entiers,
Z:={...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ... };
e L’ensemble des nombres rationnels,
a
Q:= {B lacZ, beN, et b;éo};

I’ensemble R des nombres réels, qui inclue les nombres rationnels et tous les nombres qu’on peut
construire ' & partir de ceux-ci par < passage a la limite > ; ’ensemble des entiers naturels entre 1
etn

[n]:={ieN|1<i<n};

Pensemble de lettres (minuscules) de l’alphabet
A:={a,b,c,d, ...  z};
ou encore des ensembles d’objets divers comme

{o,0.0}, ot {& O, 0, &}

A partir de tels ensembles de « base » on construit des ensembles plus complexes au moyen
d’opérations entre ensembles qui seront introduites dans les sections suivantes. Une axiomatique
correcte de la théorie des ensembles explique comment procéder a des descriptions admissibles
d’ensembles de base, et comment construire ensuite des ensembles plus complexes. Ainsi, on peut
décrire ’ensemble

A={z eS| P(x)}, (1.1)

des éléments de S qui satisfont une certaine propriété P(z), formulée sous forme d’énoncé logique
(voir AppendiceA). Dans ce cas, la notion d’égalité A = B, avec B = {x € S | Q(z)}, correspond
au fait que les propriétés P(z) et Q(x) sont logiquement équivalentes. On dénote ), I’ensemble vide,
qui ne contient aucun élément. Le nombre d’éléments (ou cardinal) d’un ensemble fini A, est dénoté
|A|, ou parfois aussi #A.

1. A voir dans un cours d’analyse.



1.3. SOUS-ENSEMBLES 3

1.3 Sous-ensembles

Si tous les éléments de B sont aussi des éléments de A, on dit que B est un sous-ensemble de A, et
on écrit

B C A.
On dit aussi que B est une partie de A. Se donner un sous-ensemble B, de k éléments d’un ensemble
A de cardinal n, correspond donc a

< choisir k éléments parmi n >.

L’inclusion d’ensembles possede les propriétés suivantes. Pour tout A, B et C, on a

0 C A,
ACA,
sSiACB e BCA, alors A=DB,
SiACB e BCC, alors ACC.

~—

a

=3
~—

(1.2)

~—

c
d

~—

Lorsque A et B sont décrit comme en (1.1), on a B C A si et seulement si ’énoncé logique
< Q(x) = P(x) > est vrai.

On dénote P[S] I'ensemble de tous les sous-ensembles de S :
PlS]={A]|ACS }. (1.3)
On dit aussi que P[S] est 'ensemble des parties de S. Par exemple,
Pl{a,b,c}] = {0,{a}, {b},{c}, {a, b}, {a, c},{b, ¢}, {a, b, c}}.
Pour chaque 0 < k, on considere aussi ’ensemble des parties a k-éléments de S :
PelS] :={A | ACS, |Al=k}.
C’est donc

<« I'ensemble des possibilités de choix de k éléments parmi n >.

Ainsi, on a Py[S] = {0}, puis
PilS] = {{z} | = € 5},

et encore
PolS] = {{z,y} | z,y €S, et x#uy},
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et ainsi de suite jusqu’a P, [S] = {S}, pour n égal au cardinal de S. Ainsi, si S = {a, b, c}, alors on
a

PO[‘S’] = {®}> Pl[s] = {{CL}, {b}’ {C}}a P2[S] = {{CL, b}a {av C}v {bv C}}7 P3[S] = {{(l, b, C}}

Ces ensembles contiennent donc respectivement 1, 3, 3, et 1 éléments, et leur union disjointe donne
I'ensemble & 8 éléments P[S] vus plus haut.

Attention, les ensembles

{a,b,c} et {{a}, {0}, {c}},

sont différents, puisqu’ils n’ont pas les mémes éléments. Autrement dit, les accolades < { > et
< } > ont un ici role mathématique important. Ce ne sont pas que de simples séparateurs comme
en frangais. On dit des éléments {z,y} de P2[A] que ce sont des paires d’éléments de A. On a alors
forcément x # y.

1.4 Opérations de base sur les ensembles

Une premiere opération de base entre ensembles est celle d’intersection, AN B, entre deux ensembles
A et B. C’est ’ensemble des éléments qui sont communs a ces deux ensembles. Plus précisément
on a

ANB:={z|z€ A, et xz€ B} (1.4)

Par exemple, on a

{a,b,c,d} N{1,b,3,d} = {b,d}.

D’autre part, 'union de A et B est ’ensemble

AUB:={x|x€ A, ou z¢€ B} (1.5)
Par exemple

{a7 b7 c? d} U {]" b? 37 d} = {a7 b’ C7 d7 1? 3}'

On vérifie facilement que les égalités suivantes sont valables en général, quels que soient les en-
sembles A, B, et C' :
i) AN =0,
ii) ANB=BNA,
iii) AN(BNC)=(AnB)NC,
iv) AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

(1) AUD = 4,

(i) AUB =BUA, »
(ii))) AU(BUC)=(AUB)UC, (1.6)
(

(
(
(
( iv) AU(BNnC)=(AUB)N(AUCQC).
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Lorsque AN B = (), on dit que AU B est une union disjointe, et on écrit alors A+ B pour désigner
cette union. Voir Iexercice ?? pour ce qui concerne les propriétés de I'union disjointe 2.

La différence, A\ B, de deux ensembles A et B, est ’ensemble des éléments de A qui ne sont pas
dans B, c.-a-d. :
A\B:={x € A |z ¢ B}. (1.7)

En supposant qu’on a un ensemble S fixé, on dénote A le complément de A dans S. C’est tout
simplement un autre nom pour

A:=5\4,

qu’il est pratique d’utiliser lorsque le < surensemble > S est clair dans le contexte. Ainsi, lorsqu’on
fixe S = {a,b,c,d,e, f} et A={b,c,e},ona A={a,d,f}. Si A={xr eS| P(x)}, alors on a

A={z eS| -P)}.

Quels que soit A et B des sous-ensembles de S (donc des éléments de P[S]), les identités suivantes
sont valables

(i) A=A,
(i) AN A =0, (i) AUA =S, (1.8)
(iii) ANB = AU B, (iiiy AUB=ANB.
Pour une famille d’ensembles *
{Aq, Ag, Az, ... ,An},
on a les unions et intersections . .
m A;, et U A;
i=1 i=1

En fait, P[S] est toujours 'union (disjointe, voir Exercice ?? pour la notation) des ensembles Py[5],
c.-a-d. :

PIS] =) PylS]. (1.9)
k=0

Comme P[S] = 0, si k est plus grand que le cardinal de S, cette sommation est en fait finie. On a
donc ici deux descriptions du méme ensemble.

2. Lorsque A et B ne sont pas disjoints (AN B # @), on peut tout de méme considérer leur union disjointe en
< forcant > A et B a étre disjoints. Plus précisément, on pose

A+ B = ({0} x A)U ({1} x B).

On donne ainsi des < couleurs > distinctes aux éléments de A et de B.
3. On exploite ici ’associativité de 'union et de l'intersection.
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On peut < calculer > récursivement 1’ensemble des parties & k éléments d’un ensemble S = T+ {x},
avec z € T, en posant

1) A=Set k=9,
A € PilS] ssi 2) A € Pi[T], ou (1.10)
3) A=B+{z}, et BePr4[T].

1.5 Produit cartésien

Avant d’introduire la prochaine construction, rappelons que deux couples (a, b) et (¢, d) sont égaux,
si et seulement si on a les deux égalités a = c et b = d. Le produit cartésien de A et B est 'ensemble
de tous les couples (z,y), avec x élément de A et y élément de B. Autrement formulé, on a

AxB=A{(z,y) |r€A et ye B}
Si 'un des ensembles A ou B est vide, alors le produit cartésien A x B est vide, c.-a-d. :
Ax()=0xB=40. (1.11)

Une illustration du produit cartésien est donnée par

{a,b,c,d} x{1,2,3,4,5} = {(a,1), (a,2), (a,3), (a,4), (a,b),
(0,1), (0,2), (b,3), (b,4), (b5),
(¢.1), (¢,2), (¢,3), (c,4), (c5),
(d,1), (d,2), (d,3), (d,4), (d,5)}.

Dans le cas des ensembles finis [n] = {1,2,...,n} et [k] = {1,2,...,k}, on constate que les éléments
du produit cartésien [n] x [k] s’identifient aux cases d'un tableau (ou d’une matrice) ayant n lignes
et k colonnes :

n

12345 k&

Remarquons qu’on utilise ici des coordonnées matricielles, indexant les lignes du haut vers le bas,
plutot que des coordonnées cartésiennes pour lesquelles on indexerait les lignes du bas vers le haut.
A strictement parler, le produit cartésien n’est pas associatif. Ainsi, les éléments de (Ax B)xC
sont de la forme ((z,y),z), avec x € A, y € B et z € C'; tandis que ceux de A x (B x C) sont
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de la forme (z,(y,z)). On considére cependant souvent une construction intermédiaire, dénotée
A x B x C, dont les éléments sont les triplets (x,y, z). Lorsque A, B et C sont des ensembles finis,
les éléments de A x B x C' peuvent se représenter sous forme de tableau tridimensionnel (un peu
comme dans la Figure ci-contre).

Plus généralement, on a le produit cartésien multiple
A X Ay x - X Ap = {(21,m2,...,2) | 13 € A, 1 <0 <.
Lorsque A; = B, pour tous les i, on obtient la puissance cartésienne n-iéme,

B":=BxBx-xB,
—_——

n copies

de I'ensemble B, avec BY := {x}. Les éléments de B" sont les n-tuplets (1, z2,...,x,), d’éléments
de x; € B. Il arrive parfois qu’on veuille écrire plus simplement x1 x5 ... x,, pour un tel élément.
On dit alors qu’on ’a écrit sous forme de mot.

1.6 Relation

Une relation R, entre les ensembles A et B, est simplement un sous-ensemble du produit cartésien
A x B, c-a~d. : R C A x B. Par exemple, pour A = {a,b,c,d} et B={1,2,3}, on a la relation

R = {(CL, 1)7 (CL, 2)7 (bv 3)7 (C7 2)7 (d’ 1)}
Un exemple typique est la relation (entre étres humains) :
R := <« est un ancétre de >.

Si H désigne I'ensemble des étres humains (morts ou vivants), on définit récursivement R C H x H
en posant :

1) a est le pere ou la mere de b, ou
(a,b) € R ssi (1.12)
2) (a,c) € R et (¢c,b) € R.

La premieére clause amorce le processus, et la seconde affirme que
< les ancétres de mes ancétres sont mes ancétres >.

Une relation R sur A est dite

(a) réflexive si pour chaque x dans A, on a (z,x) € R,
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(b) symétrique si (z,y) € R entraine (y,x) € R,

(c) antisymétrique si (z,y) € R et (y,x) € R entraine x =y,

(d) transitive si (x,y) € R et (y, z) € R entraine (z, z) € R.
La plus simple des relations réflexives, sur un ensemble A, est la relation d’égalité entre éléments
de A. Le sous-ensemble correspondant de A x A est clairement {(z,z) | z € A}.

Une relation d’équivalence R sur A, est une relation qui est a la fois réflexive, symétrique et
transitive. Plutot que d’écrire (x,y) € R, on écrit souvent z ~ y (ou & = y), et on dit que x est
équivalent a y. Ainsi, < ~ > est une relation d’équivalence si et seulement si, pour tout x, y et z
dans A, on a

(a) z ~

(b) si & ~ y, alors y ~ z,

(c) siz~yetyn~ z alors x ~ z.

1.7 Fonctions

Apparemment, le terme < fonction > a été introduit par Leibniz. Pendant
longtemps la définition de cette notion n’a pas été tres claire. Dans I’en-
cyclopédie de d’Alembert, on dit & peu pres qu'une fonction est donnée
par une formule impliquant une variable. Rappelons qu’aujourd’hui on
s’accorde plutot sur le fait de donner une approche abstraite & la notion
de fonction (voir Section ??), en donnant seulement un critére qui permet
simplement de dire quand on a affaire & une fonction. Entre autres, cela
rend possible la définition de ’ensemble des fonctions de A vers B. Ainsi,
on considere I'ensemble Fonct[A, B] dont les éléments sont les relations
fonctionnelles de A vers B, c’est-a-dire que

fCAXxB, ou (I))Vedy(zre A yeB, et (x,y)€/f),
(i) Vo Vi1 Vyo ((z,01) € f et (2,92) € f = y1 = o).
On a alors, pour chaque élément f de Fonct[A, B], une fonction

f:A—=B

Gottiried Leibniz
(1646-1716)

(1.13)

de source A et de but B. Il nous arrivera souvent de parler de la fonction f, si la source et le but
associés sont clairs dans le contexte. Pour A = {a,b,c} et B ={0,1}, on a

Fonct[A,B] ={ {(a,0),(b,0),(c,0)}, {(a,0),(b,0),(c,

~— — —

~~
o

[=R=}


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Leibniz.html
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Il y a donc 8 fonctions de A vers B. Observons que I’ensemble Fonct[(), B] contient exactement un
élément, quel que soit ’ensemble B. C’est la relation vide (qui est fonctionnelle par défaut), et on

a explicitement
Fonct[(), B] = {0}. (1.14)

En utilisant ceci comme condition initiale, on peut calculer récursivement I’ensemble des fonctions
de A vers B lorsque A et B sont des ensembles finis. On a

1) f=0et A=10,
f € Fonct[A, B] ssi 2) f=g+{(x,y)}, avecx € A, y € B, et (1.15)
g € Fonct[A\ {z}, B].

Pour f: A — B, et C' un sous-ensemble de A, on a la restriction f!c,, de f a C, définie en posant

f‘c ={(z, f(x)) | x € C}. (1.16)

Il en résulte donc une fonction f ‘ o:C— B.

Quel que soit B, sous-ensemble de A, on peut définir la fonction caractéristique, B : A — {0,1},
de B dans A, en posant

o 50
Cette fonction caractérise le sous-ensemble B par le fait que

B={zxe€A|B(x)=1}, e¢ B={xre A|B(z)=0}. (1.18)
Dans le cas ou R est une relation de [n] vers [k], la fonction caractéristique R : [n] x [k] — {0,1}

correspondante

0 si, (4,4) € R,

est une matrice n x k dont les coefficients sont des 1 ou des 0. On dit que R est la matrice d’incidence
de la relation R. Par exemple, avec n = 3 et k = 4, la relation

R={(1,1),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3), (3,1), (3,4)}

corresponds ainsi a la matrice

R(i,j) := {1 st (1)) € R, (1.19)

1 011
R=10 110
10 01

Dans le cas d’une relation fonctionnelle f, la matrice obtenue contient exactement un seul 1 sur
chacune de ses lignes.
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Cette derniére construction est un cas spécial de fonction de la forme M := [n] x [k] — A, & valeur
dans un ensemble A quelconque. Une telle fonction s’identifie naturellement & une matrice n x k
dont les coefficients sont choisis dans I’ensemble A, simplement en prenant M (i,j) comme valeur
en position (i, 7) dans la matrice. Ainsi, pour A = {a,b,c,d, e}, on a la matrice 2 x 3

a b ¢
c a e

qui correspond & la fonction sur [2] x [3], prenant les valeurs

1.7.1 Bijections

Dans une premiere introduction a la théorie des en-

sembles, la correspondance établie par une bijection

f: A — B, entre les éléments de A et ceux de B, est —
souvent introduite par une représentation naive comme
celle de la Figure 1.1. De facon plus précise, on a la
définition suivante. Une fonction f de A vers B, est une
bijection, si on a une fonction inverse f~1 : B — A,
pour la composition, c.-a-d. :

flof=1Ids, et fof'=Idp. 1.20
( ) FIGURE 1.1 — Représentation naive d’une

Il est tres facile de vérifier qu’il ne peut y avoir qu’un bijection.
inverse pour la composition, c.-a-d. :

Proposition 1.1. Pour toute fonction f: A — B, sig: B — A est telle que
gof:IdA, et fog:IdB, (1.21)

alors g = 1.

Pour montrer que f : A — B est une bijection, il faut donc montrer qu’on peut construire une
fonction qui satisfait (1.21).

On désigne par Bij[A, B] 'ensemble (fini) des relations bijectives entre A et B, c.-a-d. :

Bij[A, B] := {f € Fonct[4, B] | f : A =5 B}. (1.22)
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11 découle directement du principe ci-haut qu’on a Bij[A, B] = ), lorsque |A| # |B|. Observons que
Bij[0,0] = {0} est de cardinal 1. La formule suivante permet de calculer récursivement I’ensemble
des bijections entre deux ensembles A et B de méme cardinal fini :

1) f=0et A=B=10,
[ € Bij[A, B] ssi 2) f=g+{(z,y)}, avecz € A, y € B, et (1.23)
g € Bij[A\{z}, B\ {y}].
Ainsi, pour A = {a,b,c} et B =1{1,2,3}, on trouve
Bijl4, B ={ {(a,1),(b,2) {(a,1),(b,3),(c,2)},

{(@:2), (0,1), (3)}, {(@.2), (b:3), (1)},
{(@3). (0.1, (c.2)}, {(a.3),(b:2).(c 1)} }.

Il y a donc exactement 6 bijections entre les deux ensembles a trois éléments A et B.

~—~
o
w
S~—
—

Le composé de fonctions bijectives est une fonction bijective, et I'inverse d’une fonction bijective est
une fonction bijective. Pour tout ensemble fini A, I'ensemble Bij[A, A], des bijections de A vers A,
forme un groupe pour la composition de fonctions, avec Id4 comme identité. On dit habituellement
d’une bijection de A vers A que c’est une permutation de A, et on désigne souvent par S, I’ensemble
des permutations de A. Lorsque A = [n], on écrit simplement S, plutot que Sy,). Les permutations
sont souvent dénotées par des lettres grecques minuscules : o, 7, 0, etc.

On code souvent une permutation o, de [n], sous forme d’une matrice carrée n x n de 0 et de
1, ayant un 1 dans chaque ligne, et un 1 dans chaque colonne. On dit que c’est une matrice de
permutation. Cest en fait la fonction caractéristique de la relation fonctionnelle sous-jacente.

1.7.2 Injections

Parmi les propriétés particulieres des fonctions, I'injec-
tivité et la surjectivité sont tres certainement des no-
tions importantes. Une fonction f : A — B est dite
injective si et seulement si

< Pour chaque élément y de B, il
existe au plus un élément x de A tel que f(x) =y. >

Autrement dit, la fonction f et un processus qui 3 . .
’ / P d FIGURE 1.2 — Représentation naive d’une

. o injection.
< choisit des éléments J

f(z) de B, un pour chaque x dans A, tous distincts, >
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c’est-a~-dire qu’un élément ne peut-étre choisi qu’une seule fois. Une formulation un peu plus tech-
nique (mais plus facile & manipuler) de cette définition prend la forme suivante. Une fonction
f: A — B est injective si et seulement si, pour tout z; et tout o dans A

x1 # x9 implique f(z1) # f(x2), (1.24)
ce qui équivaut (logiquement) a dire aussi que
f(xz1) = f(xz2) entraine forcément x; = xs. (1.25)

Il en découle (voir Exercice 77) que f est injective si et seulement si f admet un inverse a gauche,
c.-a-d. : il existe g : B — A tel que go f = Id4. En général, un tel inverse & gauche n’est pas unique,
et il n’est pas un inverse a droite.

On dénote souvent par le symbole « < > le fait qu’'une fonction soit injective. On écrit donc

f + A — B, pour dire que f est une injective. On désigne par Inj[A, B] I’ensemble des relations
fonctionnelles f telles que f : A < B soit une fonction injective de A vers B, c.-a-d. :

Inj[A, B] := {f € Fonct[4,B] | f: A B}. (1.26)

On calcule récursivement ’ensemble des fonctions injectives de A vers B lorsque A et B sont des
ensembles finis. On a

(1) f=0et A=0,
f€njlA,B] ssi (2) f=9+{(z,y)}, avecx € A, y € B, et (1.27)
g € Injl[A\{z}, B\ {y}].

Observons que la seule différence entre cette description et celle en (1.23) est dans la partie (1).
La ressemblance n’est pas fortuite. Elle s’ensuit du fait qu’une injection entre deux ensembles de
méme cardinal est forcément une bijection (voir Proposition 1.2). Pour A = {a, b} et B = {1, 2,3},

e A B = { {(@1).0.:2)}, {(@.2).(b.1)},
(a1, (0.3), {(@.3).(b.1)},
{@2).(0.3)), {(@3).(.2) }.

Pour qu’il existe un injection f : A — B, le nombre d’éléments de A doit nécessairement étre plus
petit ou égal a celui de B, c.-a-d. : [A] < |B|. On a donc Inj[A, B] = 0, lorsque |A| > | B].

Le composé de deux fonctions injectives est toujours une fonction injective. De plus, si on a deux
fonctions telles que le composé go f soit une fonction injective, alors f est forcément injective (mais
pas nécessairement g).
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1.7.3 Surjections

Une fonction f : A — B est dite surjective si et seule-
ment si

< Pour chaque élément y de B, il existe
au moins un élément x de A tel que f(z) =1y. >

Autrement dit, f est un processus qui

< choisit

-y ) . FIGURE 1.3 — Représentation naive d’une
chaque élément y de B au moins une fois. >

surjection.
Une fonction f : A — B est surjective si et seulement si elle admet un inverse a droite, c.-a~d. :
il existe g : B — A tel que f o g = Idg. En général, un tel inverse a droite n’est pas unique, et il
n’est pas un inverse a gauche si f n’est pas bijective. On dénote souvent par le symbole <« — > le
fait qu’une fonction est surjective. On écrit alors f : A — B, pour dire que f est une surjective. On
désigne par Surj[A, B] 'ensemble des relations fonctionnelles surjectives de A vers B, c.-a-d. :

Surj[A, B] := {f € Fonct[A, B] | f: A — B}. (1.28)

Pour qu’il existe une surjection f : A — B, le nombre d’éléments de A doit nécessairement étre
plus grand ou égal & celui de B, c.-a-d. : |A| > |B|. On a donc Surj[A, B] = 0, lorsque |A| < |B].
On peut calculer récursivement I’ensemble des fonctions surjectives entre deux ensembles fins A et
B par la récurrence

(1) f=0et A= B =1,

(2) f=g+h, avec C C A, y€ B,
g € Surj[A\ C, B\ {y}], et
h € Fonct[C, {y}].

f €Surj[A,B] ssi (1.29)

Le composé de deux fonctions surjectives est toujours une fonction surjective. De plus, si on a deux
fonctions telles que le composé g o f soit une fonction surjective, alors g est forcément surjective
(mais pas nécessairement f).

On montre facilement que
Proposition 1.2. Une fonction qui est a la fois surjective et injective est une fonction bijective.

Autrement dit,
Bij[A, B] = Inj[A, B] N Surj[A, BJ. (1.30)
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1.8 Compter les éléments d’un ensemble

Lorsqu’on cherche & compter les éléments d’un ensemble A, le probleme se décompose souvent en
un (ou des) probléme(s) plus simple(s), selon que I'ensemble & énumérer peut se décrire en terme
des constructions de base sur les ensembles.

On démarre les choses en montrant (par récurrence) que

Théoréme 1.3. Si A et B sont des ensembles finis, respectivement de cardinal n et k, alors on a
les €égalités suivantes :

() |A+B|=n+k, (i) |A x B| = nk,
(iii) [P[A]| = 2", (iv) |Px[A]| = <Z> (1.31)
(v) [B"| = k"

Le probleme de compter les éléments d’un ensemble fini est parfois difficile, et méme dans certains
cas pas encore résolu. Il donne lieu a un domaine des mathématiques qu’on appelle la combinatoire
énumérative. C’est I'un des domaines de recherche dans lequel des professeurs du département
de mathématiques de 'UQAM se sont spécialisés. Il sont & ce titre trés reconnus sur la scéne
internationale. Pour en savoir plus a ce sujet, on peut consulter la page web du centre de recherche
institutionnel < Lacim > :

http://www.lacim.uqam.ca/

La bibliotheque de Borges (*)

L’écrivain argentin José Luis Borges propose une vision amusante de la
Bibliothéque de Babel (La Biblioteca de Babel) qui contient tous les livres
(il y en a un nombre fini) de 410 pages qu’il est possible d’écrire avec les
25 lettres d’un certain alphabet. Cette nouvelle, traduite en plusieurs
langues, dont le francais, décrit I'existence des habitants de cette bi-
bliotheque, qu’ils ne quittent jamais. Les livres y sont disposés au hasard,
et chacun des habitants est a la recherche d’un livre particulierement im-
portant pour lui : le catalogue des catalogues, la description de toute sa
vie, passée et future, la description de l'origine de la bibliothéque, etc.

080

On estime qu’il y a de l'ordre de 1 atomes dans la partie < obser- José Luis Borges
vable > de notre univers. Cependant, si on suppose qu’il y a 1000 ca- (1906-1978)
racteres par page d’un livre de la bibliotheque de Borges, alors le nombre

de livres est
410,000
25 ,


http://www.lacim.uqam.ca/
http://fr.wikipedia.org/wiki/Jorge_Luis_Borges
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ce qui est quelque peu plus grand que le nombre d’atomes dont il est question. Il est donc un peu
difficile de trouver assez de place (et de matériel) pour ériger la bibliotheque de Borges dans notre
univers.

Le paradoxe de Russell

La théorie des ensembles telle que formulée par Cantor n’était pas
assez précise. Bertrand Russell I’a mis en évidence en soulignant
qu’elle donnait lieu au paradoxe suivant. On considere I’ensemble
< de tous les ensembles qui ne se contiennent pas eux-méme >. En
formule, c’est

A={z |z &z} (1.32)

La question qui se pose est de savoir si

AcA o AdA.

Hors on constate (avec Russel) que Bertrand Russell

AcA  implique AgA, (1872-1970)

et réciproquement! C’est 1a le paradoxe. Attention, on considere ici la notion d’ensemble a la
Cantor. Cette construction n’est pas possible dans les versions modernes de la théorie des ensembles.
En effet, pour remédier au paradoxe de Russel, on a échafaudé plusieurs axiomatiques précises
pour la théorie des ensembles. L’une des plus connues est celle dite de Zermelo-Fraenkel présentée
schématiquement & ’appendice B. C’est dans de tels contextes que les mathématiciens travaillent
maintenant.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Russell.html

16

CHAPITRE 1. ENSEMBLES ET FONCTIONS



Annexe A

Un soupcon de logique

Pour développer des preuves, il est nécessaire de connaitre les manipulations logiques de base. Nous
allons ici en présenter quelques principes. Cependant, notre présentation est tres sommaire et un
peu trop formelle pour une premiere exposition a la logique mathématique. Le lecteur est encouragé
a consulter un livre d’introduction plus accessible.

Informellement, un énoncé (mathématiques) est une phrase qui affirme un certain fait (mathématique).
L’important est de pouvoir déterminer si I’énoncé est < vrai > ou < faux >. Une preuve est constituée
d’un enchainement de déductions logiques, a partir de faits connus (ou d’axiomes), avec comme
conclusion le fait que I’énoncé (qu’on cherchait a prouver) est vrai. La forme d’une preuve dépend
fortement de la forme de 1’énoncé a prouver. On décrit ces formes possibles ci-dessous.
A partir d’énoncés connus A et B, on peut former de nouveaux énoncés au moyen d’opérations
logiques. On a les énoncés :

1. (A et B), qui est vrai si et seulement si A et B le sont tous les deux,

2. (A ou B), qui est vrai si et seulement si A est vrai ou B est vrai,

3. (—A), qui est vrai si et seulement si A est faux,

4. (A = B), qui n’est faux que lorsque A est faux et B est vrai,

5. (A < B), qui est vrai exactement quand A et B sont tous les deux vrai, ou tous les deux

faux.

Dans la description de chacune des opérations, on décrit quelle est la fagon de procéder pour
prouver 1’énoncé composé, a partir de ses composantes. L’opération d’équivalence < < > permet
de comparer la véracité d’énoncés logique. Ainsi, ’énoncé (A < B) se formule aussi

A si et seulement si B,
ou méme (A ssi B). Ce sont diverses fagons d’exprimer le fait que A soit vrai est équivalent au fait

que B le soit. L’opération d’implication < = > correspond a la déduction logique. Ainsi, ’énoncé

17
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(A = B) se formule aussi
si A alors B.

Ce sont diverses fagons d’exprimer le fait que B soit vrai se déduit du fait que A 'est. Autrement
dit, une preuve de (A = B) pourra se dérouler comme suit. On suppose que A est vrai, et on
montre qu’'un enchainement logique de déductions prouve que B ’est alors forcément.

Dans une série de manipulations logiques, il est agréable de savoir quand on peut remplacer une
affirmation par une autre qui lui est logiquement équivalente (en espérant qu’elle soit plus facile
a montrer). Les regles du calcul des propositions expliquent quand il est possible de remplacer un
énoncé par un énoncé qui lui est logiquement équivalent. On a par exemple :

1. =(A et B) si et seulement si (—A ou =B),

2. =(A ou B) si et seulement si (A et ~B),

3. (A = B) si et seulement si (—B = —A),

4. (A = B) si et seulement si (—A ou B),

5. (A < B) si et seulement si (A = B) et (B = A)

Chacun de ces cas représente une stratégie potentielle de preuve, si I’énoncé est de la bonne forme.
Cette liste est incomplete, mais elle comprend les principales stratégies usuelles.

Certains énoncés font intervenir une variable, et sont vrais pour certaines valeurs de cette variable.
On écrit P(x) pour ce genre d’énoncés, avec z la variable, et on dit qu’on a un prédicat. Infor-
mellement, c’est un phrase avec x comme sujet. Typiquement, on pense & P comment étant une
propriété que x peut avoir (ou pas). Par exemple, on a
— P(z) = (z est un nombre pair), ou
— P(x) = (z est égal a 1),
— etc.
Pour chaque a, valeur possible! de z, on a un énoncé P(a) qui est vrai si et seulement si a
< possede > la propriété P. A partir de prédicats donnés, on peut former de nouveaux prédicats au
moyen des opérations logiques : (P(x) et Q(x)), (P(z) ou Q(x)), (mP(x)), etc. Bien entendu, on a
des prédicats a plusieurs variables, prenant la forme P(x,y) par exemple.
Au moyen d’un prédicat, on peut former les énoncés logiques
1. (Vz P(x)), qui est vrai si et seulement si P(a) est vrai pour toutes les valeurs possibles de
‘/L‘?
2. (3z P(x)), qui est vrai si et seulement s’il existe a, une valeur possible de x, pour laquelle
P(a) est vrai.

On a les équivalences logiques

1. Dans un ensemble A donné.



1. =(Vx P(z)) si et seulement si (3x - P(x)),
2. =(3x P(x)) si et seulement si (Vo —P(x)).

19
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Annexe B

Axiomatique de la théorie des
ensembles

La présentation ci-dessous ne vise qu’a donner une idée de ce a quoi peut ressembler une théorie
axiomatique des ensembles. Le but visé est simplement de montrer qu’il existe une (des) axiomatique
rigoureuse pour la notion d’ensemble. Dans un premier temps, le lecteur est encouragé a simplement
survoler la description qui suit. Pour en savoir plus, il faudra suivre un cours sur le sujet, ou consulter
un livre plus spécialisé, comme

J.-L.Krivine, Théorie axiomatique des ensembles, Presses Universitaires de France, 1969.

Il existe plusieurs systemes axiomatiques formels pour la théorie des ensembles. L’un des plus connus
est le systeme ZFC de Zermelo-Fraenkel (avec l’axiome du choix). L’axiomatique ZFC se décrie
dans le contexte du calcul des prédicats avec relation d’égalité. Toute la théorie étant formulée
en terme d’ensembles, on doit se rappeler que les éléments d’ensembles sont aussi des ensembles.
Tout est, en quelque sorte, construit a partir de I’ensemble vide. Ainsi on aura les ensembles tous

distincts
0, {03, {{0}},
{0,{0}}, {{0,{0}}}, {{{0,{0}}}},

{0, 40}, {4031y, ({0, {0}, ({01}, {{{0.{0}, {{0}}}} ), (B

La relation d’appartenance x € A et la notion d’ensemble ne sont définies que par le fait qu’elles
satisfont les axiomes suivants. La relation d’inclusion A C B est définie par

(AC B) ssi Vo (r € A=z € B).

21
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1) Axiome d’extensionalité. Deux ensembles sont égaux, si et seulement si ils ont les mémes
éléments. En formule,

VAVB Vz (r € A< x € B) = (A= B)]. (B.2)

2) Axiome de la paire. Pour tous ensembles A et B, on peut construire un ensemble C' dont les
seuls éléments sont A et B. Autrement dit, on permet ici de construire

C :={A, B}.

En formule,
VAVB 3CNVz (zx € C) < (r =A oux = B)|. (B.3)

3) Axiome de la réunion. Pour tout ensemble A, on peut construire un ensemble B dont les
seuls éléments sont tous ceux qui sont éléments des éléments de A. Autrement dit, on permet ici la
construction de ’ensemble

B := U x.

z€A

En formule,

VAVB 3CVz (r € C) & (x = A oux = B)]. (B.4)

4) Axiome de ’ensemble des parties. Pour tout ensemble A, on peut construire I’ensemble B
des sous-ensembles de A. Autrement dit, on permet ici la construction de I’ensemble

B:={z |z CA}.

En formule,
VA 3B Vz(x € B) & (x C A). (B.5)

5) Axiome de l’infini. Cet axiome permet de construire (au moins un) ensemble infini. C’est
I’ensemble

A:={ 0,
{0},

{0,{0}},

{0,{0}, {0, {0}}},

{0,403, {0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}}}, ...}

Cet axiome permet aussi (avec les précédents) de construire I’ensemble N des entiers positifs. En
formule,
JA (DeA) et (zU{z}eA). (B.6)
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6) Shéma d’axiomes de compréhension. Pour tout ensemble A, on peut construire le sous-
ensemble B des éléments de A qui satisfont une propriété P (exprimée dans le langage de la théorie
des ensembles). Autrement dit, on permet ici la construction de

B:={zxe A| P(x)}.
En formule,
Yy, -+ Yy, VAIBVz|(x € B) & (x € Aet P(z,y1,...,Yn)). (B.7)

; ici si rametr uxiliair urrait avoir i ur formuler
Les y; sont ici simplement des parametres auxiliaires dont on pourrait avoir besoin pour formule
plus facilement la propriété P. On dit qu’on a un < schéma > d’axiomes, parce qu’il y a un axiome
pour chaque choix de P.

7) Shéma d’axiomes de remplacement. Pour tout ensemble A et toute relation fonctionnelle
F', on a un ensemble
B:={y|xecAet F(z,y)}.

Pour exprimer ceci en formule (simplifiée '), rappelons d’abord que F est une relation fonctionnelle,
on écrit Fonct(F), si et seulement si

Fonct(F') ssi Vo Yy, Yyo [(F(z,y1) et F(x,y2)) = (y1 = y2)]-
Alors 'axiome se présente comme

Fonct(F) = VAIBVYy [y € B< Jz (z € A et F(z,y))].

8) Axiomes de fondation. Pour tout ensemble A non vide, il existe un ensemble B, appartenant
a A, qui n’a aucun élément en commun avec A, c’est-a-dire que

AN B =10.

En formule,
VA[(A# D) et 3B (B€ Aet ANB=10). (B.8)

9) Axiomes du choix. Pour tout ensemble A, d’ensembles non vides, le produit cartésien des
éléments de A est non vide. En formule,

Vo e A(x#0)] = [[=#0. (B.9)

z€EA

1. La formulation plus juste fait apparaitre des parameétres dans F' comme dans ’axiome précédent.
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Annexe C

Calcul formel

C.1 Introduction

Les systemes de calcul formel permettent de manipuler concretement des objets mathématiques
abstraits de fagon rigoureuse. Cela va des nombres entiers, rationnels, réels ou complexes (et des
calculs sur ceux-ci) ; & des manipulations d’opérateurs sur des espaces de fonctions; en passant par
un vaste spectre de notions mathématiques de l'algebre, du calcul, de ’analyse complexe, de la
théorie des nombres, etc.

Une fagon tres efficace d’apprivoiser de nouvelles notions mathématiques est d’apprendre a les ma-
nipuler avec de tels systemes de calcul formels. Nous encourageons donc fortement les étudiants en
mathématiques a se familiariser avec ces systémes pour les accompagner dans tout leur apprentis-
sage.

Dans un systeme de calcul formel, une session de travail est habituellement un processus interactif
qui consiste a donner au systéme une instruction de calcul (apparaissant en rouge dans ce qui suit).
On obtient alors comme résultat la valeur du calcul demandé (apparaissant en bleu). Dans notre
cas, le systeme affiche automatiquement le symbole <« > > chaque fois qu’il est prét a effectuer une
prochaine instruction. Le < ; > signifie la fin de I'instruction donnée, et la touche < return > (ou
< enter »>) déclenche le calcul. Ainsi, on peut demander de calculer

> ged (230 — 1,224 —1);

12 _4

Ici, la fonction Maple < ged > trouve que 22 —1 est un ! plus grand commun diviseur des polynémes
36 24
z® —1let 2 — 1.

1. Puisque définit & un multiple scalaire prét.
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En plus d’effectuer des calculs explicites, il est possible de donner des noms a certains objets au
moyen l'assignation <« := >». On peut donc poser

> x:=100;
z := 100

Dorénavant, x aura la valeur 100, et I’expression 2” prendra donc la valeur :

> 2.’1} :
1267650600228229401496703205376

Il faut bien distinguer cette assignation de la relation mathématique usuelle <« = > d’égalité.

Aux fins d’une utilisation vraiment efficace des systémes de calculs formels, la capacité qui est de
loin la plus importante est la possibilité de définir de nouvelles fonctions (ou procédures) de calcul,
a partir de celles déja connues. On a ainsi un riche environnement de programmation spécialisée
pour les mathématiques. Ces nouvelles fonctions peuvent se définir de nombreuses fagons, mais celle
qui est la plus naturelle est probablement via la récursivité. Ainsi on peut introduire la fonction :

> Fi=n—>
if n <1 then 1
else F(n—1)+ F(n — 2)
fi:
Dorénavant, < F > est la fonction d’une variable qui calcule (récursivement) les nombres de Fibo-
nacci. On aura donc :

> F'(20);
10946

Les changements de lignes et les espaces supplémentaires n’ont ici aucun effet sur le calcul. Ils ne
servent qu’a disposer la description de la fonction < F > de maniere plus agréable. Normalement, le
résultat d’une telle instruction est d’afficher le texte de la fonction ainsi définie. Le fait d’utiliser le
< >, plutdt que le < ; > comme indication de fin de I'instruction, évite cet affichage assez inutile.

Nous allons illustrer dans cette annexe comment il est facile d’utiliser de tels systémes pour mani-
puler les objets combinatoires que nous avons rencontrés dans ce texte.

C.2 Théorie des ensembles et calcul formel

Tout systeme de calcul formel (Sage, Maple, etc.) permet, entre autres, de manipuler des ensembles,
des listes, et diverses constructions les concernant (avec les adaptations nécessaires).

Ainsi, on peut donner le nom A a I'ensemble {a, b, c} en posant
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> A:={a,b,a,c,b,b};
A:={a,b,c}

Observons ici (comme le veut la théorie) que la répétition d’un élément n’a aucun effet. Bien
entendu, on a aussi les opérations usuelles sur les ensembles
> {a,b,c} intersect {b,c,d};

{b,c}
> {a, b, c} union {b,c,d};

{a7 b7 C7 d}

> {a,b, c} minus {b,c,d};

{a}
En passant, rien n’empéche d’utiliser abstraitement ces opérations sur des ensembles B et C non
spécifiés. Ainsi, on obtient

> (B union D) intersect (C' union D);

(BUD)N (CUD)

> B minus B;

0

On peut tester 1’égalité d’ensembles, et 'appartenance a un ensemble, en exploitant la fonction
< evalb > qui calcule la valeur logique d’une expression. Ainsi, on a

> evalb({a,b,c} = {b,c,d});

false
> evalb({a, b, c} = {b,c,a});
true
> bin {b,c,a};
be{a,b,c}
> evalb(b in {b,c,a});
true

La fonction < nops > est tres générale. Elle permet de compter le nombre d’opérandes dans une
expression. En particulier elle donne le nombre d’éléments d’un ensemble. Cependant, pour faciliter
la compréhension, il est possible de lui donner un synonyme en posant :

> card := nops :
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Par la méme occasion, on se permet de mettre en place les autres synonymes :

> ‘&+* := ‘union‘ :

> ‘&~ := ‘minus‘ :

L’utilisation du caractere < & >, dans < &+ >, est nécessaire en Maple lorsqu’on désire considérer

de nouveaux opérateurs binaires avec une notation « infixe >. C’est aussi une particularité de la
syntaxe de Maple qui forcent 'utilisation des < ¢ > au moment de ’établissement de ces synonymes.

Pour décrire un ensemble de la forme {g(x) | € A}, on peut utiliser la fonction Maple < seq > qui
permet de construire des séquences de valeurs g(x) pour = variant dans A. Puisque ’ensemble A a
déja été défini (mais pas g), on obtient :
> {seq(g(z),z in A)});

{9(a),g(b), 9(c)}

ou encore, avec la fonction de Fibonacci F' :
> {seq(F(x),z in {1,2,3,4,5,6,7,8,91)});
{1,2,3,5,8,13,21, 34,55}

Autres opérations. On peut définir d’autres opérations usuelles sur les ensembles comme ci-
dessous. Si A = {z} + B, le calcul de ’ensemble P[A] des parties de A est basé sur la récurrence :

PlA] = P[B] + {C+ {x} | C e P[B]}. (C.1)

Avec une syntaxe légerement différente de celle déja utilisée, on exploite cette récurrence pour
obtenir la nouvelle fonction
> P :=proc(A) local z, B :
if A= {} then {{}}
else z := op(1, A) : (x est le premier élément dans A)
B:=A&— {z}:
P(B) &+ {seq( C &+ {z}, C in P(B)}
fi

end :

Apres avoir considéré le cas spécial A = (), on choisit z comme étant le premier élément de A, et la
cinquieéme ligne reproduit (presque fidéelement) le membre de droite de (C.1). On obtient ainsi une
fonction calculant ’ensemble P(A) des parties de A :

> P({a,b,c});
{0, {a}. {0}, {c} ,{a,b},{a,c} {b,c},{a,b,c}}
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Avant de construire le produit cartésien comme opération binaire, on rappelle qu’en Maple un
couple, normalement dénoté (x,y) dans des contextes mathématiques, est plutot dénoté [z, y]. Ceci
est du au fait que les parenthéses usuelles sont réservées a d’autres fins syntaxiques. On pose donc
> ‘&X‘ :=proc(A, B) local z,y :

{seq(sea((z, 5] = in A),y in B}
end :

Alors, on obtient
> {a,b,c} &X {a,b};
{[1,al,[1,0],[2,al, [2,0], [3, al, [3, 0] }

et aussi

> {a,b,c} &X {}; )

comme il se doit. On peut maintenant obtenir la fonction qui calcule I’ensemble des relations entre
A et B, simplement en posant :

> Relations := (A, B)—> P(A &X B) :

et donc on peut ensuite calculer que

> Relations({a, b}, {z,y});

{[ yl. [b ) {lb.x)

,[b,y]} {la,
{la, yl, [b, 2], [b, 9]} . ] [

a, 7], a,y],

Pour calculer récursivement I’ensemble des fonctions entre A et B, il suffit de poser

> Fonct := (A, B)—

if A= {} then {{}}
else z := A[l] :
{seq(seq(f &+ {z,y} ,y in B), f in Fonct(A &— {z},B))}
fi:

et alors

> Fonct({a,b},{0,1});

{{la, 0], [b,0} , {la, 0], (6, 1]}, {[a, 1], [b, 0T} , {[a, 1], [b, 1]} }

Une construction similaire permet d’obtenir I’ensemble des mots de longueur &, sur un alphabet A,
au moyen de la fonction Maple < cat > qui concaténe deux mots.
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> Mots := (A, k)—>
if k=1 then A
else {seq(seq(cat(w,z) ,z in A),w in Mots(A4,k — 1))}
fi:
> Mots({a, b, c},3);
{aaa, aab, aac, aba, abb, abc, aca, acb, acc,
baa, bab, bac, bba, bbb, bbc, bea, beb, bee,
caa, cab, cac, cba, cbb, cbe, cca, cch, ccc}
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Notations

|A| : le cardinal d’un ensemble A, Section 1.2.

[n] : I'ensemble usuel de cardinal n, Section 1.2.

[I;c; Ai et A x B : produits cartésiens d’ensembles, Chapitre 1.
> icr Ai et A+ B : unions disjointes d’ensembles, Chapitre 1.
Bij[A, B] : I'ensemble des fonctions bijectives de A vers B, (1.22).
f| o ¢ lafonction f restreinte au sous-ensemble C', (1.16).

f¥ ¢ k-ieme itéré pour la composition de f, Section ?7?.

Fonct[A, B] : Pensemble des fonctions de A vers B, Chapitre 1.
go f: composé de fonctions g et de f, (77).

Id4 : la fonction identité sur A, Chapitre 1.

Inj[A, B] : Pensemble des fonctions injectives de A vers B, (1.26).
P : Pensemble des parties, (1.3).

Py : parties & k-éléments, 1.3).

Sn, ¢ I'ensemble des permutations, (1.22).

Surj[A, B] : 'ensemble des fonctions surjectives de A vers B, (1.28).

Xp : la fonction caractéristique d’un sous-ensemble B, (1.17).
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NOTATIONS



Index

bijection, 10

cardinal, 2
complément, 5

différence, 5

ensemble
des parties, 3
paire, 4
ensemble vide, 2

fonction
caractéristique, 9
injective, 11
inverse, 10
inverse a droite, 13
inverse a gauche, 12
restriction, 9
surjective, 13

intersection, 4

matrice
de permutation, 11

partie, 3
permutation, 11
produit
cartésien, 6
puissance

cartésienne, 7

relation, 7

antisymétrique, 8
d’équivalence, 8
égalité, 8
matrice, 9
réflexive, 7
symétrique, 8
transitive, 8

sous-ensemble, 3

union, 4
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disjointe, 5
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