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SOMMAIRE

I) Nous avons voulu, dans ce mémoire, dégager une présentation de la no-
tion de variété permettant d'envisager, dans un méme contexte, les divers ty-
pes de variétés connues. C'est en modifiant la notion d'espace de J.M. Sou-

riau [voir Géométrie et Relativité, Bibliographie (S)] que nous en sommes

arrivé 3 donner une formulation suffisamment abstraite, du concept de varié-
té différentielle, pour que deviennent &videntes les généralisations cherchées.
Les techniques employées découlent, comme nous le soulignerons, de la démar-
che qu'effectue Godement [Voir Théorie des Faisceaux, Bibliographie (G)] pour
ramener la donnée d'un faisceau d'ensemble T', sur un espace topologique X,

3 la donnée d'un espace étalé F, dans l'espace X.

I1) Nous obtenons &ventuellement une généralisation du concept de variété
dans la catégorie TOP, mais il serait possible et intéressant de continuer
notre effort pour en arriver 3 définir une notion de variété dans un topos
quelconque, ou encore mieux dans une catégorie possédant certaines proprié-
tés qu'il reste i déterminer. Fn ce scns notre mémoire n'est que le début
d'une étude sur le sujet, et c'est pourquoli il se terminera sur une porte ou-

verte.
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3.

CONVENTIONS

Dans ce mémoire, nous travaillons toujours au sein de la catégorie des
espaces topologiques (Top); en conséquence, "fléche" signifiera, en

cas de doute, "fonction continue'" et "espace" ou "objet" signifiera

. "espace topologique".

Plusieurs résultats de topologie seront considérés comme déjd connus

-

du lecteur.

Les conventions habituelles de la théorie des catégories sont habituel-
lement respectées, une fldche €——> signifiera "inclusion" et une

fldche ——>> signifiera "surjection".

-1ii-



Introduction

I) Nous avons voulu, dans ce mémoire, dégager une présentation de la no-
tion de variété permettant d'envisager, dans un méme contexte, les divers ty-
pes de variétés connues. C'est en modifiant la notion d'espace de J.M. Sou-

riau [voir Géométric et Relativité, Bibliographie (S)] que nous en sommes

arrivé 3 donner une formulation suffisamment abstraite, du concept de varié-
té différentielle, pour que deviennent évidentes les généralisations cherchées.
Les techniques employées découlent, comme nous le soulignerons, de la démar-
che qu'effectue Godement [Voir Théorie des Failsceaux, Bibliographie (G)] pour
ramener la donnée d'un faisceau d'ensemble T, sur un espace topologique X,

d la donnée d'un espace étalé F, dans 1l'espace X.

II) Nous obtenons &ventuellement une généralisation du concept de variété
dans la catégoriec TOP, mais il serait possible et intéressant de continuer
notre effort pour en arriver 3 définir une notion de vari&té dans un topos
quelconque, ou encore mieux dans une catégorie possédant certaines proprié-
tés qu'il reste i déterminer. Fn ce sens notre mémoire n'est que le début
d'une étude sur le sujet, et c'est pourquol il se terminera sur une porte ou-

verte.




/2

CHAPITRE 1

1. Faisceaux et '‘espaces de Souriau

1.1 Donnons d'abord, en terme classique, une description des espaces au
sens de J.M. Souriau. Ceci nous permettra, en effet, de dégager par la suite

une formulation plus adéquate 3 1'étude que nous nous proposons de faire.

Définitions

Une relation bijective R sur un ensemble E est une relation sur E

(Re—>» E X E) telle que:

1}
(2]

'a) si (a,b) et (a,c) sont dans R alors b

n
o

b) si (a,c) et (b.c) sont dans R alors a

I1 est intéressant de remarquer que R définit alors une fonction entre

deux sous-ensembles de E:

A ————> B,

ol A ='{a|(a,b) € R} et B ='{b|(a,b) € R}, et ol on a posé R(a) = b si

(a,b) € R.

On peut effectuer les opérations suivantes sur les relations bijectives:

a) les inverser, en posant: (a,b) € R_l si et seulement si (b,a) € R

b) 1les "composer", en posant: (a,c) € R o T si et seulement si il

existe b - E tel que (a,b) ¢ T et (h,c) € R. —

Espace de Souriau

Un espace de Souriau est la donnée d'un ensemble F de relations bijectives

Tty ';J"g%u

—a e ———-
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sur E, fermé pour 1'inversion et la "composition", et vérifiant la condition

de recollement sulvante:

Si une famille {Ri}iel d'éléments de F est compatible ;

a) (a,b) € Ri et (a,c) € R1 entralne (b = ¢)

b) (a,c) € Ri et (b,c) € Rj entraine (a = b).
!

Alors L_J R, € F.

iel

La donnée de cette structure permet de munir 1'ensemble

E = L_J source (R)
ReF

. d'une structure d'espace topologique en posant:

U e O(E) gi et seulement si lU e F

Les &léments de F deviennent alors des homéomorphismes entre ouverts

de E, et F est clos pour l'inversion, la composition et la restriction,

Convention concernant la restriction

Pour f ¢ F et U' un ouvert contenu dans la source de £, la restriction
de f 3 vu', notée flu" est 1'unique homéomorphisme rendant le diagramme sui-

vant commutatif:

f
U > v
i) A
() U

u' e e e H_U:__ -—— o — .-_> f(U')
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La condition de rcecollement décrite précédemment peut maintenant s'énoncer

comme suit:

et

f
Si une famille {Ui i v } I d'éléments de F est compatible en

i'i

ce sens que pour tout couple (i,j) € I x I, on a:

a) f,| = f |
thoyy aug ™7y

u; n Uj’

b) fi(ui n uj) = fi(ui) n fj(uj)’

alors, il existe un unique f € F tel que:

1.2)

1el 1el

1) f: UUi >UV19

2) f|U = fi pour tout 1 e I.

i

Une extension naturelle de la notion d'espace au sens de Souriau peut mJ

se décrire comme la donnée:

D.1) d'un grouroide E dont les obiets sont les ouverts d'un espace /
topologique X.

)
~ ’

D.2) d'une opération qui associe 3 chaque couole (u',f),oti ..

u' © >y £ > V, une fléche fIU' € F2 E de source u' et |
dont le but est inclus dans V.

Ces données étant soumises aux conditions suilvantes:

Cc.2) fl = £, si v est la source de f

c.3) (£, 0 = £l .

RET -
RRUP



c.4) (q o f)|"- = (qlf(u')) ° (flu')’ ot l'on a posé pour U'¢source (f):

f(u') = But(f|u,)

c.s) stu=Ju, v=UJv, ety —2 >y} est une fanmille
iel iel ieI

"compatible" de fléches de E, i.e. pour tout (i,j) € I % I:

b) £,(u

CH n Uj) = fi(ui) n fj(u )

3

Alors i1 existe une et une seule fléche u — > V de G telle que,

pour tout i € I, on a:
f|

n
[}

ui i

Dans ce qui suit, nous entendrons la notion d'espace de Souriau en

ce sens nouveau. Cette 1légére extension est justifiée par le résultat sul-

vants Si E est un espace de Souriau dont 1'espace sous-jacent
X est sobre, alors chaque U __EL__¢ V € E(u,V) induit un '
homéomorphisme |f| de U vers V. De plus on a que
la o £] = [a] = [£].
[On notera £(x) 1'image par |f| de x dans ul.
Démonstration

1) u SN V ¢ E(u,V) induit une bijection croissante ?-1, entre
le treillis 0(V) des ouverts de V et le treillis 0(v) des ouverts de u, obte-

~— -1 -1
nue en posant pour V' C—— vV, que £ l(V') = BUT(E | ‘) + f est crois-
' v

sante en vertu des propriétés de 1'opération de restriction, et comme:

surce ™t o g 7Y ) = BUTCGa o D],
\Y) v

© et e . = @ 0
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puisque f"l ° q“1 = (q ° f)-l, et on doit avoir que ?_l est une bijection

parce que E est un groupolde.

Comme X est sobre on a que E-l induit un homéomorphisme |f| de v de V

[Voir annexe topologiquel qui est en conséquence induit par f£.

II) Comme £L o q-l = (q e f)—l, on doit avoir |q ° £| = |q| ° |f|
-1 -1
G

puisque des bijections croissantes 0(W) ——> o(V) et O(V) —f;—-—é 0(v) in-

duisent des homéomorphismes U N VetV SNLCANEN W tels que G o F soit

-1, L

1'homéomorphisme induit par O(W) > 0(u).

2. Faisccaux et espace étalé

2.1 Dans la description de la notion d'espace de Souriau que 1l'on vient de
donner, il y a une condition de recollement que 1'on retrouve dans lg notion
de faisceau sur un espace topologique. R. Godement [Voir (G)] & montré que
la catégorie des faisceaux d'ensemble sur un espace topologique est &quiva-
lente 3 la catégorie des espaces &talés dans 1'espace topologique en ques-
tion. Nous allons chercher une description "&talée" de la notion d'espace

de Souriau.

Rappelons que:

A. un faisceau d'ensemble F sur un espace topologique X est la donnée:
A.1) pour chaque ouvert U de X, d'un ensemble noté F(uv).
A.2) pour chaque ouvert U' contenu dans U, d'une fonction

lu': F(u) — F(")
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Ces données étant soumises aux conditions:
c.1) £l = £, sionafeF)

C-2) (fIU|)|U|| = flull

C.3) siu-= L_J Ui’ et si {fi € F(Ui)} , est une famille compatib}qw”mj
iel ‘ iel
el ce sens que:

f = f

i%i nuj jlui nuj

Pour tout i € I, alors il existe un et un seul f ¢ F(u) tel que pour

tout 1 € I, on a: fl - f

B. Une transformation naturelle entre deux falsceaux Fl’ F2 sur un méme

espace topologique X, est la donnée d'une famille de fonctions:
qJ: Fl(U) _— Fz(u)

telle que pour tout y'e= U on ait le diagramme suivant commutatif:

0
F, (V) ————> F, )
u' u'
\V4 0, v
1 ]
F ) > F,(u")
c'est-a-dire eU'(f|U') = eu(f)lu'
C. Un espace étalé F dans un espace topologique X, est la donnée:

C.1) d'un espace topologique F.
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C.2) et d'un homéormorphisme local P: F — X, c'est-a-dire que:

@wh pour tout f € F, 11 existe un.voisinage Vf de F tel que

P|vf: Vf _— P(Vf) soit un homdormorphisme de Vf sur un voi-

sinage P(Vf) de P(f).

D. Un morphisme entre deux espaces étalés Fl et F2 dans un méme espace X

est la donnée d'une fonction continue

telle que le diagramme suivant soit commutatif:
h
F > Fy
;}\\\3 v///é;
X

2.2 On peut construire, pour un espace étale F

> X, un faisceau
d'ensemble qu'on nomme . faisceau des .sections de P et qu'on note I'(F) , 8L /

1'on pose:

- T(HW = {V
Ue 0(X)

- pour ' <1 ,y, quela restriction:

> F|P o £ = 1U et f est continue}, pour

IU.: I'(F) () — TP W")

est définie en posant

£] , = £03, si fe (AWM.

U'

Cela est possible parce que:

P o fIU. Pefolj
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Les conditions 3.C.1, 3.C.2 ¢t 3.C.3 sont alors viérifiden |

@W“ puisque:

3.c.1) f|] =foq = £, pour £ € T(F)(U

v v

v 3-C-2) (flut)luu = (f o J) o i
= fo (j o j_)
= flun

pour Un C i _>.-U. Cg.;i > U.

3.C.3) pour {fa e.F(F)(LL)}"EA,.upe famille compatible, il

‘existe une et une seule fonction continue:
£ l"a_"”’
oel

qui soit telle que: j

a) fan = fa’ pour tout a € A.

b) Pe f=1,o0a U= LJ V..
U acA o

2.3 On peut alors démontrer que:

Théoréme 1.
La catégorie FSC(X) des faisceaux d'ensembles sur un espace topologique

X est &quivalente 3 la catdgorie ETL(X) des espaces étalés dans X,

Démonstration

Cette démonstration est bien connue, son intérét pour nous réside dans sa
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similitude avec d'autres démonstralions que nous cxposcrons dans la suilte ;

ém du texte.

La démonstration procéde comme suit:

(A.) On construit 1€’ foncteur FSC L _ ETL(X)
E—l
(B.) - On construit 1l'inverse de ce foncteur: ETL(X) ——> FsC(X). ../
1 ~. '
(C.) On montre que L o f —=———> lFSC(x)'
..1 r~
(D.) et que E~ © E —> 1ETL(X)’ en exnlicitant les isomorphismes

naturels en question,

E

A.) Construction de FSC(X) ——> ETL(X).

A.1) pour tout faisceau F sur X, E(F) est 1'espace étalé Ei:P) obtenu
en prenant le quotient de 1'espace somme :E : FU) xV [F()
Ve0(X)

dtant muni de la topologie discr&tel par la relation d'équiva- !

lence suivante:

Pour (f,x) et (q,y) des &léments de E : F(L) x U,
Ve0(X)
on aura (f,x) = (q,y) si et seulement si:

a) x=y

b) il existe un ouvert U contenant x tel que.

flu = q|u.

Nous désignerons par |f,x| la classe d'équivalence de (f,x)

Z et |f,x| sera dit germe de f en x.

@M& suivant =

o of
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P

Alors, on définicvi > X comme &étant 1'unique fléche

rendant commutatif le diagramme:

S x Y—2t— Y
|

veo(X)

P

I
I
I
I
l
|
v
X

ot on a posé que'w((f,x)) = | £,x | et aussi n((£,x)) = x, i
ces fonctions sont é&videmment continues. On conclue que o

P est un homéomorphisme local en vertu des deux lemmes sui-

vants:
Lemme 1.

La relation d'équivalence = est ouverte.

En effet,

Comme les ouverts {f} X(}', ol £ e F(u) et U CL————->[), forment une
base de la topologie de E F(U) xU, 11 suffit de vérifier que le satu-
U0 (X)
ré | {f} X\J'I d'un ouvert {f} xU' pour la relation d'équivalence =, est

aussi un ouvert.

(£,y) et il existe U" contenant y

si (q,y) e L{f} xu'y alors (q,y)
et contenu dans ' tel que fIU.. = qlu.,. En conséquence {q} x{Y" ——> l{f} XU‘[

ce qui entrafne que [{f} X U'| est un voisinage pour tout ses points donc

|{f} x ' lest ouvert.
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Lemme 2
Si Y —————EL————9> Y/R commute et si‘R est ou-'
b1 P

. verte et Il est un homéomorphisme local, alors P est un homéomorphisme local.

En effet,

Pour y € Y il existe Vy ouvert contenant y tel que

nlv
Vy :

> M(Vy)

soit un homéomorphisme sur un ouvert de X. Le diagramme

¢!
vy ——2——s 4(uy)
1 PI¢(Vy)
Vy Y
n(vy)

est commutatif, et ¢|Vy est surjective. Comme ¢'Vy est ouverte, il en ré— ___

sulte que P| est bicontinue, et le lemme est neutre

$(Vy)

A.2) Ssi (Fl,Pl) et (FZ’PZ) sont les espaces étalés respectivement

0
associé aux faisceaux Fl et F2 par E, et si Fi —_— F2 est

une transformation naturelle, alors E(8) est




B.)

c.)
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Le morphisme d'espace &talé obtenu en posant:
EC0) (|L,x]) = lo¢t),x]-

11 est évident que P2 o E(9) = Pl’ et 11 est facile de se

convaincre que E(8) est continu,

A.3) La définition de E entraine immédiatement que E est fonctorielle.
Passons maintenant 3 la construction de Eflz ETL(x) —> FSC(X).
B.1) Pour (F,P) un espace étalé,Eal(F,P) est le falsceau I'(F) des sec--
tions de P décrit en section 4.
B.2) Pour un morphisme d'espace &talé:
h: (Fl,Pl) —_— (FZ’PZ)
on aura une transformition naturelle
re) —E-B) . r(ry)
définie au moyen de h, qui associe, d chique section 4}
U-——f—-—é Fl de P1 au-dessus d'un ouvert u de X, la section
h°£ ] -~
y— F2 de P2 au-dessus de |J, c est-a-dire:
-1 _
E “(h), (f) = hof
v
B.3) La fonctorialité de E_1 ge déduit directement de la définition

de E_l.

-1

Décrivons maintcnant 1'isomorphisme naturel IFQC(X) —3IL 5> E " oE.

c.1l)

Pour Fw faisceau sur X,

|
F—Et— g 1ogw
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est la transformation naturelle qui @ £ ¢ F(U) associe la sec-

tion continue
X |—— |£,x]

de E(F) au-dessus de U.

C.2) 1 est alors une transformation naturelle puisaue, nour 6 ¢ F% FSC(X):

1(0(£)) (x)

0(f),x

1

E = 0 E(9) |f,x|

EL o E(8) (1(£)) (x)

C.3) 1 posséde un inverse 11_1 qui, 3 une section f de E(F) au-dessus
de U, assocle 1'unique &lément ﬂ-l(f) de F(U) tel que commute

le diagramme:

FU) xU &—— 1 FMU) xU
Ue0(x)

-1
17 (F 1
{1 7(£)} v

Y€ > E(F)

C.3.1) L'unicité de ﬂ-l(f) résulte de ce que:
si £ et ¥ sont des éléments de F({J) tels que pour tout

X € Y on ait

[Voir le diagramme ci-haut], alors il existe un recou-
vrement {Ux C———>U}xcu. de u tel que pour tout x eL{

vl = k|

Ux Ux, donc ¥ = E.




C.3.2) Montrons maintcnant que ﬂ—l(f) exlste.
Si v ——E———¢ E(F) est une section de E(F), choisissons
pour x € U, un ¥ € F(V) tel que x ¢ V et f(x) = l!ifj'
Alors, {z ¢ u!\Vlf(z) = [¥,z]} est un ouvert de X, puis-
que c'est 1'image inverse suivant £ de {¥} x V. Posons

wx = {z ¢ Ur\Vlf(z) = |W,z‘} et“Px = Wlwx, alors la fa-

mille {‘l’x}er est compatible en ce sens que:

Xy Xy

En effet, pour z € wx n Wy on aura:

(¥ | )2

= f(z) =
Y'w oW
X ¥

(v_| )2
Xwoaw
X V¥

Enfin W &———> v}
X Xeu

forme un recouvrement de U et, comme F est un faisceau,

on a qu'il existe un &lément ﬂ—l(f) de F(u) tel que

ﬂ_l(f)lw = ¥_ pour tout x € U. Ceci revient 3 dire que
X

ﬂ—l(f) rend commutatif le diagramme ci-haut.

. i ' i : —_— .
D.) Enfin, construisons 1l'isomorphisme naturel y: E © E lETL(x)

A T B
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D.1) Pour (F,P) un espace étalé sur x,

E 0 E L(F) ——r

\/

uF est la fonction continue qui associe 3 Ig,xl e EO E-l(F), ol
£: U —— F est une section de P sur}y) et x eU, 1'élément
£E(x) de F:

np(lEaxl) = £

D.2) On vérifie facilement que p est une transformation naturelle,

D.3) De plus u posséde un inverse$ pour (F,P) on a
-1

—=———> EOE (F

WV

uF_l est la fonction continue qui 3 £ € F associe 1'&lément

uF_l(E) de E o Ewl(F) obtenu comme suit:
Comme P est un homéomorphisme local, il existe une
section U -—E———~> F de P, sur un ouvert U de x, telle
- ..1 _ -
que £ € E(U). On pose Mp €) —I E,P(E)I. Et ceci est
une bonne définition parce que si & et ' sont deux
telles sections, on a nécessalrement que § et E' sont

identiques sur un voisinage de P(E) donc

2B = |eLr@)

Le théoréme est donc démontré. .

e




/17

2.4 Cette démonstration, malgré sa longueur, est intéressante par le .

fﬁ " fait que, sous plusicurs déguisements, nous en retrouverons le principe

@Wh mes en un &lément de F(U).

dans la suite du texte. Et, pour apprécier la notion d'espace &talé, nous

suggérons la représentation suivante pour (F,P) l'espace &talé associé& au

faisceau F sur X:

R(A

il
f — —
Pl 1

i f: U ——> F est une section de P au-dessus de U.

La condition de continuité de f nous assure que‘{f(x)}xeu est une "fa-

mille compatible" de germes. Il est ainsi "possible" de "recoller" ces ger-

B

Cmr o m—




3.

3.1

ner la donnde d'un espace de Souriau 3 la donnée d'un "groupolde topologi-

que".

.A.)

Groupolde topologique et espace de Souriau

/18

Nous allons maintenant utiliser la notion d'espace &talé pour rame-—

Un groupo¥de topologique G est la donnée:

A.l) de deux espaces topologiques:

a) 1l'espace des objets: G,

b) et 1'espace des fléches GF

A.2) ainsi que de fonctions continues:

a) 1l1l'unité: G0 - GF

b) 1les fonctions sources:

1
8
GF > G0
et buts:
o
[\
Cp > G

¢) 1l'opération d'inversion:

e — S S Y———



d) et la composition

ol G, X G_, désigne le pull-back:

F F
.
2
GFxGFm> Gw
G
0 1
v
% 75 %

ces données devant étre soumises aux conditions:

C.2)

c.l) Gl ou = 1G
0
o
§  ou=1
G0

c.3)

C.4)

m est associative:

lGF X m
Cp ; Cp Z Cp > Cp
ol %o
m X 1GF

v

»®
GF . GF ~ >

0

u est 1'unité de m:

a) mo |]F x ul
'F F

]
b

!
—

b)mO[uX]-]..
GF

/19



C.5)

C.6)

B.)

G, et G

1 2

a)

Un foncteur continue G1 ——E———b G2

/20

Si f o0 q désigne plus simplement m(f,q), alors:

a) 6Y(F o q) = 61(q)

b) 6°(f o q) = 8°(f)

I(f) est l'inverse de f pour m:

a) f o I(f) = u(s°(f))

b) I(f) © £ = u(s-(£))

ou cncore:

Y =

of {:}

1(£)

f o I(f)
O

entre deux groupoldes topologiques

est la donnée d'un couple de fonctions continues (HO,HF):

o I SR
F F

IF - — —'— — = > G2F
H
F
Clp” T T > Cor
1 51
1 Hy 2
ST > €20
H
F
CiF > Sop
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d) G X GpTTT 7T > GzFGx Cor
10 20
™ My
H
F
Gip - Gy

3.2 Alors, on a le théoréme suivant:

Théoréme 2.
La donnée d'un espace de Souriau est équivalente 3 la donnée d'un grou-

poYde topologique local (i.e.: pour lequel les fonctions sources et buts

sont des homéomorphismes locaux) si 1'espace sous-jacent a 1'espace de Souriau

et 1'espace des objets du groupolde sont sobres.

Nous soulignerons au cours de la démonstration 1'importance des con-
ditions du théoréme. Mais avant d'entreprendre la démonstration, nous pré-
venons le lecteur que plusieurs détalls de cette preuve, parce qu'ils sont

semblables § ceux du théoréme 1., ne seront pas explicités.
p

Démonstration

A. A un espace de Souriau E, au sens de la section 1.2, associons un grou-

pofde topologique local G(E), en posant que:

a) G(E)O = X, ou X est 1'espace topologique sous-jacent 3 E.
b) G(E). = E(U,v) xVU /=, c'est-a-dire que G(E), est le quotient de
U,ve0 (X)
E@,v) xU [oit E(U,V) est considéré comme espace discret] f
U,ve0 (X)

par la relation d'@quivalence suivante:

(£,x) = (q,y)
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si et soulement si: x = y et il existe un voisinage V de x sur

lequel f et q sont identiques: f|\/= cd\/. On désignera par |f,x|

la classe d'équivalence de (f,x) suivant =.

A.1) on définie alors la fonction sources:

Gl:

G(E)F > G(E)0

st (Lexl) = x.

C'est 13 un homéomorphisme local en vertu des lemmes 1., et 2.

de la section 2.3.

A.2) on définit 1l'opération d'inversion:

I: G(E)F > G(E)F
en posant pour ‘f,x| € G(E)F, que

te,x]) = £ el

ot F(x) désigne 1'image associé & x par |f| 1'homéomorphisme
induit par £ € E(U,V) entre U et V/, parce que X est sobre
[Voir section 1.2]. Montrons que I est continue. On peut cons-

truire pour chaque et V dans 0(X), la fonction:

T, BV XU ——> BV X V

qui associe 3 (f,x) le couple (f-l,f(x)). Comme E(Y,V) est

muni de la topologle discréte, et comme pour f fixé on a que

- -1
iu,v(f”‘) (£, £l ()
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pour tout x dans U, ﬂi}V est continue. On peut alors
?

recoller les xb y pour obtenir une fonction continue:
’

Z EWM) xU —Z— Z E@,V) x U

U>ve0(X) U, Ve0(X)

et on a le diagramme commutatif suivant:

Z E(UV) xU—-"E"—> Z E(u,V) xU.

U,ve0(X) U,Ve0(X)
o ¢
¥ ~
G(E) L > G(E)

En effet, si (£,x) = (q,y), on a que x = y et qu'il existe v

contenant x tel que f| T ql r On aura donc que
—l| _ -1
q

f =
£V £V")

et f(x) = q(x) d'ol

(@1,q(x)) =%aq,x).

1}

TAE,x) = (£, £(x))

[}

Ceci montre que I est continue parce que ¢ est un homéomorphisme

local.

A.3) On définit la fonction but:

(o]

8§ : G(E)F—> G(E)O

8 (E,x]) = £(x).

La continuité de 8° est conséquence de celle de 61 puisque

. Lo,
2 ‘E;'\.,-ﬁ‘rfébn ‘

D e N
ERR ks D A
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A.4) On définit 1'unité:

u: G(E)0 > G(E)F

en posant pour X € G(E)O, que u(x) = |lx,x|. I1 est facile de

voir que u est continue.

A.5) Enfin la composition:

m: G(E)F x G(E)F
G(E)0

> G(E)F

se définit en posant, pour |q,y| et lf,x[ dans G(E)F tels que

y = £(x), que:

m(l_q_,_)_rj, lf_ﬁj) = IQ|V ° faxl

ou V = source(q) n but(f)
[V est non vide parce que y = f(x)].

Nous allons montrer que m est continue:

Si U, V et W sont dans 0(X), et si (E(U,V) x V) % (E(VW) x V)
' v

désigne le pull-back:

(EQU,V xU) ;(E(v,w x V) > E(V,W) xV

v e
E(U)V) X U > V

[H\,étant la projection sur V et ev étant la fonction continue
obtenue en posant e (f,x) = f(x)], définissons:
EQW) *U) % B *V) S g ax U
\Y;

Mu’v,w((f ,x),(0,¥)) = (q o £,%).
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Alors M est continue. En effet pour
u:Vow

i -1 '
((£,x),(q,y)) € MU,VN({E} XY )

(v , >U;er'etE§q°f],onaque

CCLEY xUY) x ({q} x v) I n (EU,V) xU) 3 (E(WVW) X V)

est un ouvert entiérement contenu dans M.‘l (e} xy'). On con-

U>Vow

.clue que r.i;}v,w({i} xU"') est ouvert, ce qui montre que Mu,V,vJ

est continu puisque les ouverts {f} x U' forment une base de la

topologie de EQU,V) *U.

Recollons les M pour obtenir:

UV W

Z (EU,v) xU) x (E(YW) xV) 1 Z E(U,V) xU.
U,V,hkO(X) V U,VGO(X)

on a alors un diagramme commutatif:

> >
2__1 (EUV) x (E(V,W) x V) i EUV) xU

U,V WEO(X) Vv U,\/&O(X)

AV
> G(E)F

G(E) , * G(E)
G(E),

ou ¥ est la fonction:

q’((f,x)s(q’Y)) = ('foxly |q’)'|)
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¥ rend commutatif le dlagramme, parce que:

m(lfsxl, El_:_YJ)
[q ° f,xl

m ° ‘l’((f,x) ’ (q,,Y) )

¢(q o £,x)

¢ ¢ M((f,x),(q,y))

et ¥ est un homéomorphisme local puisque pour f et q fixés

[f e EQ,V) et q € EVMW) ], 1l'ouvert

We o = LUE) xU" x ({q¢} xW)] n (EUN) xW) C (E(VW) * V)

fait en sorte que V¥ soit injective puisque:
Wf q
’

Wwa ((£,%),(q,¥)) .
»q »q

((£,%x),(2,y ))

"
<

(£ @al) = (£ 5 a3] ),

Le,x) = [£,X] et [ay] = (1Y)

donc

' '
X=x et y=y

comme WIW est le composé:
f,q




M
(me’w»*(M%w>ﬂn—M$ﬁ»Ewﬁ)xu
Vv

A
WV
ST EWY) xV
U,ve0 (X)
J N
Wf,q ______ —_— = G(E)F

on a que WI est continue et il est facile de vérifier que

W
f,q
W| est ouverte.
f,q
On conclue que m est continue en vertu de () et du fait que ¢ et ¥
sont des homéomorphismes locaux.
b
A.6) De plus, on a bien que ces fonctions sont soumises aux conditions

qui caractérisent un groupoide, parce que les vérifications de ce

fait peuvent toutes s'effectuer comme dans 1'exemple suivant:

l£.x] 0 T(|£,x]) = [£.x] o £ 5]

|£ o f“l,f(x)j

u(f(x))
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B.) Inversement 3 un groupoide topologique local G, associons 1l'espace de

Souriau E(G) obtenu comme suit:
B.1) Les objets de E(G) sont les ouverts de GO°

B.2) Les fléches de E(G) sont des sections continues de la fonction

source:

DO WY) = {V—E—> Glsh o £ = 1) et 6°(EW)) =Vl

Intuitivement, les fléches de E(G) sont des "homéomorphismes" obte-

nus comme suit:

ﬁ{ -—————————>j%)

Go(__: y————-—- >V ¢ FL(E(G))

B.3) Pour u un ouvert de G,, 1'identité de U dans E(G) est la section:

U c—— g,

N
~N
N u
N

~
Cr




B.4) Pour f une fléche de E(G), 1'inverse f-1 de f est:

1
G G
F> F -1
R n ©~_f
£ \V
U mm—— — —Ux g k&
Cy

- Le pull-back de £ le long de I. Ceci a du sens puisque

U6 = {00 = 1)}

ne

x]x = %N =V

B.5) Enfin la composition de E(G) associe 3@ f ¢ E(G)(U,V) et q € EG)VM .

la section de &1 au-dessus de U:

> G

qo f: U -

obtenue en posant:

q 0 £(x) = m(@(8°(£(x))),£(x)).

{

B.6) Le fait 1(}501: 1'unité de U pour cette composition est alors

-~

évident, et 1'associativité de la composition est facile d véri-

fier.

C.) On a bien alors que l'espace E(G(E)) [c'est-3-dire: 1'espace de Souriau
associe au groupofde topologique local associé lui-méme 3 1'espace de Souriau

E] est isomorphe 3 L.

C.1) E et E(G(E)) ont d'abord les mémes objets par construction de

E(G(E)).
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C.2) Nous allons montrer qu'il y a isomorphisme du point de vue des

fléches:

E . V une fléche de E, faisons correspondre la flé-

a) AU

che 1(f) ¢ E(G(E)) (U, obtenue comme suit:

1¢6): U > G(E)

est la section de 61 au-dessus de | telle que

1(£)(x) = lf,xl,
comme f(Y) = V, on a bien que GO(TI Q) =V, et

1(£) € E(G(E))(L,V).
b) ¥ respecte L'unité et la composition &videmment,

c) ¥ posséde un inverse TI—]' qui, 3 une fléche h dans E(G(E))(U,V),

-1
fait correspondre U-——ﬂ-——g-l-L> V 1'unique fléche de E(U,V)

telle que commute le diagramme:

EUV) xU &— E: E(UV) XV
-1 UpVCO(X)

v

> G(E)F

L'existence et 1l'unicité de ﬂ_l(h) se montre de fagon direec~
tement analogue 3 ce qui a été fait lors du théoréme 1., par-

tie C.3.

D.) Enfin, on a aussi que G(E(G)) [le groupolde associé & 1l'espace de

Souriau lui-méme associé au groupo¥de topologique local G] est isomorphe 3 G.
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Remarquons d'abord que 1l'espace des objets est le méme pour G(E(G))

G.

Nous allons définir un homéomorphisme entre l'espace des fleches

de G(E(G)) et celui de G, qui sera fonctoriel:

soit [£,x] € G(E(G))F alors £ ¢ E(G) UU,v), c'est-a-dire

V) £ > GF est une section continue de 61. Posons:

u(lE,x]) = £60).

Alors u: G(E(G))F —_— GF est une fonction continue pour
des raisons analogues 3 ce qui a été fait en partie D.1l, du

théoréme 1.

p posséde un inverse u_l continu qui associe 3 f € GF 1'é1é-

~ ~

ment | £,x| € G(E(G))F obtenu en posant que f est une section

1

de 6~ dont 1'image contient f(x). Ceci est possible parce que.

1

§~ est un homéomorphisme local.

p est fonctorielle parce que:

- u( lx’x ) = 1x(X) =X

- u(lf,zl o |q,XI) u(lf o q,x|)

u(]f,yl) o u(|q,x])

Ceci achéve la démonstration.

D.1)
et
D.2)
a)
b)
c)
Exemple

On a un espace de Souriau caractérisé par la donnée du groupo¥de R dont

les objets sont les ouverts de 1'espace:

X = :E: R" .
neN .
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munit de la topologie habituelle, et dont les fléches sont les difféomor-
f

phismes entre tels ouverts. La restriction de Y ———> V une fléche de R

3 un ouvert U" contenue dans U: = f| Lo U — £(U) est un diffémorphis- :“"_
U f

me,donc est une fléche de R. Si {L& -+ vi}igI est une famille "compa-

tible" d'éléments de R, on a alors que la fonction continue:

e Uu, —— Uy,

iel iel

qui 3 x € L_JL%.associe £(x) = £,(x), sixe Ll,

iel

est un difféomorphisme. Donc f est une fléche de R.

Le groupo¥de topologique R peut, en conséquence, se décrire comme suit:

(]
DI
- RO = 1 R

neN
- R, = DIFFU,\) x U/=
UVeO(R,)
4. Variétés et groupoldes
4.1 Comme 1'intérét de 1l'espace de Souriau R ré&side dans son importance pour /

r

la construction des variétés différentielles, nous chercherons 3 décrire la ____¢

notion de variété différentielle en terme du groupolde topologique R. -/

Classiquement, pour se donner une structure de variété différentielle

sur un espace topologlique M, on commence par précilser quels sont les homéo-

morphismes, entre ouverts de :S: mn et ouverts de M, qui seront considérés
neiN
comme des difféomorphismes. Donc, on se donne, pour tout ouvert {J de Ro et tout
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ouvert \/ de M, un enscmble DM(U,V) |1'ensemble des "difféomorphismes" de
vers V1. Nous demanderons que ces données solent soumises aux conditions
suivantes, qui expriment le fait que le composé de difféomorphismes se doit

d'@tre un difféomorphisme:

v siU——Ven MV et U ———Ue RUL), L

N A

>

nefN

Alors, 4 o f ¢ DM(U' »V)

¥

¥Y.2) Si U "—t‘—>\/€ DM(Us\/) et U' >\ € DM(U’ :V):

alors Y Lo ¢ e RW,V'Y, L.e.:




Y-3)

/34

Pour U' un sous-ouvert de J et ¢ ¢ I)M(U,\/), alors

4"\)- c DM(U"¢(U')), i.e.:

Y.5)

Pour une famille

{¢a € DM(UG,\{!)]

acA

compatible en ce sens oi:

1) - 4’8'\)“ ny

¢a|Ua ny B

B
i) ¢ (U, nU) = ¢a(l)a) n ¢B(L{3)

alors 1'unique homéomorphisme (U = l_J Ua et V= U Va]
acA aeA

>V,

$: U

tel que pour tout a € A on ailt: ¢ = ¢a, est dans DM(U’V)'

o

U

Soit x ¢ M alors il existe un ouvert ) de Z R™ et un ouvert V
nedN
de M contenant x et qui sont tels que DM(U,\/) soit non vide.



4.2 Nous nous proposons de déerire, en terme du groupoYde topologique local
R, la notion de variété différenticlle. On obtient en effet qu'une variété
différentielle peut &tre caractérisée par la donnée d'un espace &talé dans

RO muni d'une "action" de RF; plus précisément, on a:

Théoréme 3.
La donnée d'une variété différentielle M est &quivalente 3 la donnée

d'un triplet (D,P,%*), ol: Lo

a) D est un espace topologique (l'espace des germes de difféomorphismes

entre les points de R, et ceux de M).
b) P est un homéomorphisme local de D vers RO:
P: D— RO

(P envoie un germe de difféomorphisme sur sa source).

c) * est une '"composition'" entre les &léments de R, et ceux de D, if.e.:

*: D x R, —> D,
RO
ou D x RF désigne le pull-back:
R
0 n
DxR_F__D_>D
RO
P
v \2

(* permet dé composer un germe de difféomorphisme, entre un point
de RO et un point de M (e D), avec un germe de difféomorphisme en-

tre deux points de R, (e RF))'



~
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SL P et * vérifient les identités suivantes pour tout ¢ e D, tout
:f, q € RF et tout x € Ro:
l,. o
1) P * £) = 8§7(f), si 6 (f) = P(¢).

ii) ¢ * u(x) = ¢ (u désigne ici 1l'identité de R).

P($) et sL(F) = §°(q)

iii) ¢ * (foq) = (¢ * f) * q, si Go(f)

iv) (6 *£=¢ *q) = (£=q), si 6°(f) = §°(aq) = P(¢)

Intuitivement, les éléments de D peuvent se représenter comme:

h
¢ €D

X
R M
o
D

la composition *:

M
R
o
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ot les identités f), L) et 4il) assurent que * est une bonne composition.

L'identLté 1v), elle, est une traduction du point de vue des germes de y.2):

Pour ¢ ct ¥ éléments de D, il existe au plus un &lément £ de RF tel

que:

R
o

Démonstration du théoréme

A. Soit M une variété différentielle, construisons le triplet (D(M),P,%*)
correspondant:
A.1) D) = :E:: DM(LhV) x\J/= c'est-a-dire que D(M) est 1'espace
V-0 (R,) '
veon Z Dﬁ(u,v) x J
quotient de : g}eO(Ro)

veo (M)
[ ol Dm(u,vﬁ est considéré comme espace discret]

par la relation d'équivalence = définie comme:
@,x) = (Y,y)

si et seulement si x = y et il existe un ouvert U de Ro contenant

x tel que ¢|U = ?IU
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A.2) D cat 1'homCéomorphisme local de D(M) vers R0 définil en posant
P(thfj) = X pour Lilfj ¢ D(M). On vérifie alors que P est
bien un homéomorphisme local de fagon analogue 3 ce qui a &té
fait lors du Théoréme 1.

A.3) *: D(M) x RF —> D(M) la "composition" est la fonction con-

Ro

tinue définie en posant:

l ¢ ,f(x)l * Lfgxl :I ¢|f(w o flv'xJ’

iV = £ (Un U st e RUNU) et § € DWW,

A.4) Le lecteur pourra facilement se convaincre que P et * vérifient

les identités i), ii), iii) et iv).

B. Inversement &étant donné un triplet (D,P,*) vérifiant i), 1ii), 1ii) et

iv), construisons la variété différentielle M(D) correspondante.

B.1) L'espace topologique M(D), sur lequel on définira la structure de
variété différentielle, est obtenu en posant:
M(D) = COKER(*,m.),

donc en effectuant un certain quotient de D. Des &léments ¢, ¥

de D seront identifids s'il existe un &lément f € R, tel que

F

¥o= ¢ * f:
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M(D) est le quotient de D par la relation d'équivalence:

"D

D x R_ ——> D
%% x

ot HD et * sont des homéomorphismes locaux.

En effet HD est le pull-back le long de P de 1 'homéomorphisme local °.

Donc “D est un homéomorphisme local [voir annexe topologique]. De plus on

peut construire D X RF S N D x RF continue, en posant J(¢,f) = (¢*f,f-1)

R R,
° I

[1a continuitd de J découle de celle de * et RF —_— RF]’ et on a le dia-

gramme commutatif:

ol J est un homéomorphisme [J2 = 11} d'oll * est un homéomorphisme local [voir _._ ..

annexe topologiquel.

Et le morphisme quotient
p —F—>> M(D)

est un homédomorphisme local.

B.2) Le composé d'une section continue 5 de P au-dessus de ¢J et de
u: D ——>> M(D) est en général, un homéomorphisme local puis-
que u et ¢ le sont. Si de plus $ est injectif, c'est une immer-

sion ouverte ¢ de {J vers un ouvert V de M. Un é€lément ¢ € DM(U,V)

est exactement décrit par un ¢ tel que ue ¢ soit injectif:

D-—JL——¢> M
a[ ]
U ~--2V

9cD. (UW) '

M
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Un tel composé &tant ouvert et injectif, on conclue que ¢ est un

homéomorphisme.

B.3) Vérifions que les conditions [de la Section 4.1] qui font de M

une variété différentielle, sont vérifiées.

I) Le composé ¢ o f,de ¢ € DM(U,V) et f e R(U' st)), est dans DM(U' RVAR
En effet, ¢ o f peut s'obtenir comme composé de u et .‘17, ol ¥
est la section de P au-dessus de Uj:
¥(x) = ¢(£(x)) * |£,x]

['¢T €tant une section de P au-dessus de (J qui définie ¢1, telle

que p o ¥ soit injectif:

poe ¥(x) = u(d(£(x)) * Lxy)
= u($(£(x)))
= ne o £(x)

II)Si ¢ € DM(U,v) et ¥ e DM(U",\/) alors ‘i’_l ° ¢ € R(U,\)'). Soit
¢ et ¥ des sections de P qui définissent respectivement ¢ et VY.

On a alors pour tout x € U, que
o(x) = ¥(y)

[siy = ‘i’-l o ¢(x)], c'est-a-dire qu'il existe |f ,x' € RF

1 tel que fx(x) =y et

$(x) = ¥(y) * If ,XI

[on peut choisir fx de fagon telle que fx € R(\JX,U;), ot

U ¢&——VUet U; e V',
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Mais v, = {z ¢ lefx(z) =y, #(z)} est un ouvert non vide
puisque fx(x) = ‘1’_1 o ¢$(x), il est donc possible de recoller

la famille {fxlv } pour obtenir ‘l’_l o ¢ qui en conséquence
o XE

est é€lément de R(U,U').

Alors montrons que M est isomorphe 3@ M(D(M)):

C.1)

C.2)

Construisons la fonction f: M ——> M(D(M)). Pour
x € M on sait qu'il existe des ouverts U et V, de R0 et M respec-
tivement, tels que DM(U,V) # @, et x € Y. On peut donc

poser:

160 = w4, @]y ¢ € D(UV)

et cecl a du sens parce que, pour Y € DM(u',v') tel que x e V',
on a: :

le,r teo| =le L6 teo] * et o vyt ]|

donc (g, 3 @] = (LY @),

Montrons que 1 posséde un inverse: Posons en effet, pour

| q;,xl e D(M), que
N1 (lo,x D) = ¢ ()

> M se factorise 3@ travers:

alors N-1 : DM

u: D(M) >> M(D(M))

parce que si u(l’b,xl) = u(l‘}',y|), i1 existe | f,xl € RF tel

que

Lé,x] = [v.£00) * Le.x],
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od y = f(x). Mais cecl entralne que
$ =¥Yof

sur un voisinage de x, donc

N[,y ]

¥Y(y)

Y(£(x))

1]

¢ (x).

On conclue qu'il existe L

D(M)

continue. g1 est bien l'inverse de T parce que

7 eu(le, 0 1))
vt

$ o ¢—1(x)

11 e g(x)

= X

et que

1o 17 ) = w(le, e o)

Nous allons montrer que N_1 est un homéomorphisme local. Comme
u est aussi un hom@omorphisme local, on concluera que i_l est

un homéomorphisme local bijectif donc 7 est un homéomorphisme.,
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On a un diagramme commutatif:
= k
DyWLV) X U ———>> D(M)
UsVEO(X) l 1
N

EV
M

ou EV: Z‘ DM(U,V) x () ———> M envoie (¢,x) dans ¢(x).
U,V<0(X) ' |
FV est un homéomorphisme local parce que EV|{¢}XU.: {$} xU" —> pQ

ou ¢ DM(U,v) et VY —-—s U, est un homéomorphisme entre

{6} xU' un ouvert de Z DM(U,V) x U et un ouvert ¢(U) de
U>V:0(X)

’ M. Comme k est aussi un homéomorphisme local, N_l est un homéo-

morphisme local.

C.3) T préserve la structure de variété différentielle; en effet:

a) si U——Q-—-—-> V est un difféomorphisme, de (J un ouvert de R0 vers V
ﬂ un ouvert de M, alors ﬂ|v 0 ¢ est un difféomorphisme de t) vers 1 (V)
[9(v) ouvert de M(D(M))] puisque '“[V 0 ¢ peut se factoriser comme
suit:

D(M) —————>> M(D(M))

7

ﬂ| o ¢ K
v —Yt— 1w,

oii ¥(x) =|_$,x| est unc section continue de P [u o ¥ est injectif].

e

D. On pcut montrer facilement que D est isomorphe d D(M(D)) en s'inspirant

de la démonstration du théoréme 2.

Et ceci achéve notre démonstration.
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4.3 Comme les variétés différenticlles sont malntenant décrites en terme du
groupofde'topologique R, on peut chercher 3 caractériser, en terme de R, les
fonctions différentiables entre variétés différentielles. Eventuellement,

nous décrirons ainsi toutes les constructions de la géométrie différentielle.

Traditionnellement, une fonction différentiable f entre deux variétés

différentielles N et M est obtenue par recollement d'une famille "compatible"

de fonctions obtenues comme:

ot ¢a et ¥ sont des "difféomorphismes', et ou les ?u sont des fonctions dif-
a

férentiables.
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Nous porterons en conséquence uvn Intérft tréas apéclal i la cntégorie(j

dont les objets sont les ouverts de R, ct les fléches les fonctions différen-

tiables entre ces ouverts. De plus, remarquons que la restriction d'une
fonction différentiable 3 un ouvert est encore différentiable, et que le
recollement de fonctions différentiables est différentiable. I1 sera donc

encore une fols possible de ramener la donnée de(: 3 la donnée d'une "ca-

tégorie topologique" C, c'est-d-dire:

a) C =ZIR“=R
(o) (o]

nclN

b) CF est 1'espace topologique des germes de fonctions différentiables

de RO vers RO’ i.e.:

= D cow) xUss,

P =
U VO (Ry)
ol = est définie de la fagon habituelle. ‘

c) 61: C.. ——> C. est la fonction continue définie en posant:

F 0
Gl(lflgl) = x
d) 6°: CF _— Co est celle définie en posant:
8%(l£,x]) = £(0)
e) u: CO —_— CF est la fonction définie en posant:

u(x) = IlC » X ’

) m: CF N CF-- > CF enfin est définie en posant:

(Ja,£@], | £x) = [a 0 £.x]
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h.h - Pour salmplifler 1a sulte de notre démarche, nous Introdulrons les con-
cepts de relateurs ot de dlstributceurs dans la catiégoric des espaces topolo-
glques. Les structures de groupoide topologique, de catégorie topologique et
d'espace étalé sont en effet définissables en termes de ces concepts, Et nous
en arriverons 3 montrer que toutes les constructions de la géométrie diffé-

rentielle se définissent au moyen de distributeurs.
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CHAPITRE 11

1. Relateurs

1.2 Un relateur, dans la catégorie des espaces topologiques, est la donnée

rl R I'Z
A/ \ B

P R,
dans TOP. Nous désignerons ce relateur par A ==i==€> B; cette notation sera

d'une paire de fléches:

justifiée dans ce qui suit par le fait que les relateurs deviendront les flé-
ches d'une bi-catégorie. R sera dit local sur la source (resp. but) si

r1 (resp. r2) est un homéomorphisme local.

Deux relateurs A =Ry B ot B =Py ¢ peuvent étre "composés", en

posant S O R = R x 8, c'est-a-dire:
B

VAN
VAYAY

un pull-back,qui donne un relateur

R xS
/B\
\
A C.
A __

Comme on peut diéfinir le rclateur particulier A e=Lfi==% A de la fagon

suivante: A
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et comme la "composition" définic ci-haut est associative 3 isomorphisme prés,

on peut définir unc bi-catégorie dont:

A, Les objets sont les espaces topologiques.
B. Les 1-fléches sont les relateurs entre espaces topologiques:

a) Nous aurons pour le relateur A‘*Jﬁ&m} B que

SOURCE(R) = A

BUT(R) = B
b) La fléche identité sera: A A¥—J> A définie ci-haut.
C. La -composition entre 1-fl&ches est définie comme ci-haut.
D. Les 2-fléches entre l-fléches
R
=== "1:—‘::‘}
A __SU@ B

sont les fonctions continues R-—:g———> S telle que le diagramme suivant com-

mute:

a) La composition des 2-fléches est la composition dans TOP.

b) L'unité des 2-fléches est 1'unité au scns des fonctions continues.
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E. On définit enfin une composition dite transversale entre les 2-fléches,

en posant pour:

R
AT s e s ITIE
51 52

que ¥ x¢: R, O R, —> S2 0 S, est 1'unique fonction continue qui rend

2 1

commutatif le diagramme:

1

Y R
L \IFZ \\
¢: \'B"/ ly REX)
‘g]f////éa Fk\\\\\%z I
/
N /
: 52°51€""/

L'existence et 1'unicité d'une telle fonction &tant assurée par le fait

que 52 o Sl est un pull-back.

1.2  Exemples

A. Une catégorie topologique A n'est que la donnée d'un quadruplet

(AO,A-Fsm’u) ’ ou:

A.1l) Ao est un espace topologique, dit espace des objets.

A.2) AF est un relateur

A
:ﬂ.‘:ﬂ&:’-‘:
A0 > AO

qu'on peut encore décrire comme suit:
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A.3) u est une 2-fléche

A.4) m est enfin une 2-fléche:

Ap © Ay

m >A_F

telle que 1l'on alt:

"
El
o
Pan)
B
X
-

-mo (1, % m)

Ap

1l
=]
o
Py
o
X
#A
N’

—'mO(l Xu)
AF F

B. Un groupoYde topologique A n'est alors qu'une catégorie topologique A
avec la donnde supplémentaire d'une 2-fléche

AF 5 AFOPP’

i

ol AFOPP est le relateur opposé:

AF
7N
A0 AO

i devant vérifier:

il = ue 61.

m o (1, ,1i!
AF

C. On a le groupoYde topologique trivial 4,. pour lequel 1'objet des objets

et 1'objet des fléches sont tous deux 1'objet terminal de TOP. 8', 60, u, m

et i sont alors les fléches &videntes.
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2. Distributeur

2.1 Un distributecur =“£L=%> B, entre deux catégories topologiques A et B,
est la donnée:
A.1) D'un relateur Ao === B, que 1'on appellera relateur sous-ja-

cent 3 D:
g/////// D \\\\\\\S
AO B0

A.2) Et de 2-fl&ches:

i) m % la "composition sur la source" de D:

m
Do AF ———IL—» D

ii) m g la "composition sur le but' de D:

B,oD——>D

Remarque

Plus simplementtn; etln; seront souvent désigné par m, et m(f,g) devien-

dra £ ©0 g.

Telles que les 2—fléchesrn; et mt vérifient les identités suivantes:

L~ 1
B.1) m ) (1D x u) = 1D’ c'est-d-dire que u est une "unit@&" pour M,

D
(u est 1'unité de A).

B.2) m; o (u x 1D) = lD’ c'est-i-dire que u est une "unité@" pour m;

(u est 1'unité de B).

B.3) mt o (lD

tive" i pauche (ici m désigne la composition de A).

1 - 1
X m) = mé ) (mD x 1A?)’ c'est-i-dire que m; est "associa-
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B.4) m; o (m x 1D) = m; o (.lB x m;), c'est-d-dire qucln; est
'F

"assoclntive” & drolte (et m désigne la composition de B).

o 1 <
x lAF) = my e (1BF x mD), c'est-a-dire que ml et m°
sont compatibles.

B.5) mt o (mg

2.2 Exemples

A. S1 A est une catégorie topologique, alors on a un distributeur
1
A =’=JL=‘°~=> A, dit identité de A, caractérisé par:
A‘ ) ¢ g_—_—
1) Le relateur Ao === Ao

A.2) FEt la 2-fléche

o
Ap o Ap > Ap
. s ~ ) 1
qui joue 3 la fois ce rdle dem etm_ .,
ool

Les conditions qui font que 1A est un distributeur sont alors les con-

ditions qui font que A est une catégorie.

B. La catégorie topologique C (décrite en section I1.6.A), des germes de

fonctions différentiables entre points de RO’ donne lieu @ un distributeur:

a) dont le relateur sous—jacent est:
c
7 Y
RO R

b) et dont les multiplications sont:

0

mi: co RF C——~cCo¢C —n C
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ot les inclusions ci-haut sont construites au moyen de BF | SIS C.

C. En vertu du Théoréme 2., on peut affirmer que la donnée d'une variété
différentielle est équivalente 3 la donnée d'un distributeur local sur la

source:

R=2— 3

qui est R-fidéle (nous définirons ci-dessous ce que signifie R-fidéle) .
En effet, un tel distributeur n'est autre chose que la donnée:

a) d'un relateur:

tel que P soit un homéomorphisme local.

b) et d'une "composition" sur la source:
*: Do RF —> D
puisque la "composition" sur le but est trivial (c'est 1'identité

de D). Et alors, les conditions du Théoréme 2., sont vérifiées

sauf la condition:
(¢‘*f=¢*q)::; (f = q)

mais ceci scra assuré par le fait que D est R-fidéle.

2.3 Un distributcur A *’R“=> B ost dit A-fidéle [resp. B-fidélel, si et

seuylement si on a:

Pour ¢ ¢ D et (£,q) € (AF x AF), que ¢ o f = ¢ o q entralne que f = q.
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[Resp.: pour ¢ ¢ D et (b,k) « (BF x BF)’ que h 0¢ = k 0o ¢ entralne

que h = k.

2.4 Remarque sur la représentation de distributeurs
A. Les éléments f € D, ol D est le relateur sous-jacent a un
d d
A B
A0 B0
distributeur a==4L==9'B, seront souvent les germes de fonctions entre Ao et
BO; en conséquence, nous symboliserons par
£
a ¢+ —>——+ b

un élément de D, si dA(f) = a et dB(f) = b,

La "composition" sur la source de D se symbolise alors comme véritable

composition:

a®* > eb

/
e
7Tf oheD
a '
h 1
Oi h ¢ Ag est symbolisé par a' ¢+ —=>——+ a quand 6 (h) = a' et

§°(h) =

De méme la "composition" sur le but est symbolis& comme:

feD
a‘\ > *b
N
N
ko feDN € B
N
~N
\.
bl

0d k est un &lément de BF tel que Sl(k) = b et Go(k) =
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B. On en vicut alors a définir unc catégorie&D(D), que nousbappellerona

ce diagramme de D, en posant que:

B.1) Un objet deﬁ(D) est

a+—5—. beD.

B.2) Une fléche deAEXD) entre deux tels objets, est un couple

(h,k) € AF X-BF tel que commute le diagramme:

a:—f—2

h k

a'e —>———p'
f'
ce qui veut dire que:

f' = ko foh

B.3) L'identité d'un objet
as—>——-b

est alors la fléche (u(a),u(b)):

f
u(a) .@ —r G}u(b)

B.4) La composition est la composition point-wise, i.e.:

pour

£ £'
as——3——¢b ar—>——¢b>b

h* K h:f k'

—_——— e ¢ —_—p— -
a" f. b'
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on a (h,k) o (h',k') = (ho h',k' o k).

Yrh

a’ ’ e b
hoh' +k' o k
an’ >f" 'b"

_ 2.5 Pour pouvoir décrire la notion de fonction diff&rentiable entre varié-
tés différentielles, par exemple, il nous faudra maintenant définir les no-

tions de:

- morphisme entre distributeurs.
- composition des distributeurs, qui pour C et D des distributeurs
sera désignée par C @ D.

- et composition transversale pour les morphismes entre distributeurs,

qui pour f et q deux tels morphismes sera désignés par feq.

Alors une fonction différentiable deviendra un morphisme
D, S SN D,® C
Dy Dy
entre des distributeurs D1 et D2 @ C, oi R ====> 1 et R ==-> 1 seront

des distributeurs représentant deux variétés. Le distributeur C a été décrit

en section 4, du présent chapitre.

On obticndra le composé de deux fonctions différentiables:

f
D1 >D20C
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en effectuant

oim: C@ C——> C sera un certain morphisme de distributeur obtenu a

partir de la composition de C.

Enfin, 1'identit@ pour cette composition sera elle aussi décrite de

fagon analogue.
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CHAPITRE 111

1. Fonctions différentiables

1.1 Pour obtenir les fonctions différentiables entre deux variétés différen-

tielles N et M, on construit d'abord les fonctions différentiables entre les

ouverts de E mp et ceux de M:
nelN

N

Zm“

nelN

Or, une telle fonction est obtenue elle-méme par recollement d'une fa-

mille compatible de fonctions différentiables du type suivant:
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¢'est-i-dire: le composé d'une fonction différentiable, entre ouverts de

2 : an, et d'un difféomorphisme entre un ouvert de 2 R" et un ouvert de M.
neN ncN

Et une fonction différentiable entre N et M, deux variétés différen-

tielles, est obtenue par recollement d'une famille compatible de fonctions du

type suivant:

ne

c'est-3~dire: le composé d'un difféomorphisme, entre un ouvert de N et un

- . n
ouvert de E : an, et d'une fonction différentiable entre cet ouvert de Z R
nelN neN

et un ouvert de M.

1.2 Si nous voulons rdéexprimer ces constructions en terme de germes, il

suffit de remarquer:

qu'un germe de fonction différentiable entre un point x de ZR“ et
nedN

un point z de M est obtenu en composant un germe de fonction différen-

tiable f, entre le point x et un point y de an, avec un geérme de
nelN ‘

~
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difféomorphisme ¢ entre y et z:

on peut composcr: £ € C [voir III.4.B) et ¢ € D(M) [voir II.4.A] sl
§°(F) = P(4).

Et 1l'enscmble de germes de fonctions différentiables entre points

de :E:(Rn et points de M, est obtenu comme quotient de D(M) o C par la rela-

nedN
tion d'équivalence =~ définie en posant:

¢4,£) = (¥,q)
si et sculcment si, il existe un germe de difféomorphisme £ € RF tel que:

Eoq=f et ¢ O0EF =Y.
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L'introduction de cette relatlon d'équivalence est rendue nécessaire
par le fait quc plusicurs couples de germes (¢,f), oii ¢ ¢ D(M), £ ¢ C et

Go(f) = P(¢), peuvent représenter le méme germe de fonctions différentiables:

Le diagramme suivant commutte en effet si et seulement si

f

necN

@Mh ' Nous désignerons par ¢ + f la classe d'équivalence de (¢,f) suivant 7=,
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1.3 Si 1'on désigne par D(M) @ C 1l'ensemble D(M) o C/x et si on définie:

A. La fonction continue:

o+

D(M) e C > R

. en posant pour la classe d'équivalence ¢-f de ($,f), que

sLef) = st

[(Ceci a du sens puisque (¢,f) ® (¥,q) entraine que Bl(f) = 61 (q)]. . On aura_)

caractérisé un relateur R\) ?;@__ﬁ_% 1.

B. Et la "composition' sur la source
1
m~: (D(M)eC) © RF > D(M) @ C
i
I
en posant, pour ¢-f € D(M) ¢ C et h € RF, que: ¥

at (@ £ ,h) = ¢L£ ° h)

c'est-3-dire en termes de diagramme: K

On aura fait de D(M) @ C un distributeur

D(M)eC

R [ e e Y 1
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qu'on appellera le composé de D(M) ct de C.

C. On peut alors décrire une fonction différentiable entre N et M comme
étant une fonction continue f: D(N) —> D(M) ¢ C telle que:
D(N)
I3
R0
F\\\\\\\ !
D(M) @ C

soit un diagramme commutatif,et telle que:

mlo (Fx1 ) =f0mt

Ry

Cette fonction associe @ chaque germe:

>Z R®

neN

de difféomorphisme ¥ € D(N), un germe de fonctions différentiables:

£Q1)
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et ce d'une f[agon compatible. On peut donc obtenir la fonction différentia-

> M en "recollant'" les germes f£(¥) © W_l.

ble N -

2. Morphisme de distributeur

_ _0é;; B deux distributeurs, alors on appelle morphisme de dis-
E :

tributeur une 2-fléche D

> E, entre les relateurs D et E respectivement

sous-jacent aux distributeurs D et E:

N
N

telle que:
—mY(Ex1, ) =fom
A
F
-m’ o (1, xf)=fo m° n
BF

¢'est-i-dire, en termes de diagrammes, que:

- pour § e'AF et ¢ ¢ D, on a que comnmute:

Y=
*

(¢)

£(¢ o £)

- pour W ¢ BF et ¢ ¢ D on a que commute:
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On composc ces morphismes de la méme fagon qu'on compose les 2-fléches

gﬂh entre relateurs:

ceci a du sens parcc que

qo fo ol = q o m1 o (fx1,)

Ay

ml o (gx1, )o (£x1

A )

n

Ay

ml o ((qo £f) x1, )

Ay

de méme (q o f) o m = n’ o (lB x (q o £))

F

3. Composition de distributeurs

Pour A‘“JL==§ B et B ==£;=%> C des distributeurs nous définirons le

composé: =;22;=%, C comme étant le distributeur dont:

I) L.e relateur sous-jacent

Ao = C0
est le co-noyau des fléches
1. Xm
_E
EOB_,OD EoD
F —_—
m X 1D

c'cst-i-dire que les &léments de E ® D sont des classes d'équi-
@@“ valences de couples (e,d), ol le "but" de d est la "source" de

e:

d e
¢ o . > ]
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ot 1'on a identiflé deux tels couples:

II) On peut alors définir (EeD) o A — > E e D et encore’

0

By, © (EsD) —2——> E ® D, en posant, du point de vue des diagram- J

mes associés a E et D, que:

- pour f ¢« AF ete . de Es D, on ait:

B\
=3V
\

[Remarque: e - d désipgne la classe d'équivalence de (e,d).1}
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1.¢.: (¢ +d) o f =0+ (do )

- pour k € BF ete de E®D:

i.e.: ko(e +d) =(koe) .d

[On remarque que ces définitions sont compatibles avec les identifi-

cations que nous avons faites entre les couples (e,d).]

.o, 1 o
Cependant, pour montrer la continuité de m™ et m il faudra poser cer-

taines conditions sur les distributeurs E et D. Nous &tudions ces condi-

tions dans le paragraphe suivant.

3.2 Pour pouvoir composer les distributeurs A -2 BetB =f—, c, 11
1
faut donc construire des 2-fléches continues (E @ D) ° AF B S EeD et
o o e e
CFO (E.D)__m.___

- b

> E o D telles que commutent les diagrammes suivants:
(o]

M ox 1, Kx1,
(EoBFoD)oAF——f—; (EoD)oAF———F—> (E®D) oA
Ml><1A |
F |
I 1 -
{
v o \V 4 K \&
FoeB.eD - > EoD >> E® D
Cd
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1, » M 1, x K
¢, TCp
Cp o (% By o D) —=zrmm= Cp v (B~ D) >> Cp » (E @ D)
1. xM |
Cl" ‘
Il 1l ‘ m0
J/ M° \4 K J/
EoB,»D > E » D —>> E e D
F S
M1

-.0_ Q l_l
oi M = 1E X mpys M = me x 1D

et K = COKER(M®,MD).

Si E @ D est un quotient universel de E ¢ D, alors on peut assurer

la continuité de ml et mu;

Rappelons que: X
X si:

I) K fait de

>> Y fait de Y un quotient universel de

Y un quotient de X Lli.e.: lorsque V est

un sous-ensemble de Y dont 1'image inverse par K est un ouvert de

X, alors V est ouvert de Y.]

I1) Pour tout

et toute fléche Z

évidente ]:

Z)

diagramme commutatif

X—> Y

> A, on a que la fléche [obtenue de fagon

fait de Z/\ * Y un quotient de 7, x X,

A
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Les lonet Tong m' ol m“, définles en Seetion 3.2, sont contlnues.
Montrons le pour ml soit U un ouvert de E ¢ D, alors (ml)_l (V) est un
ouvert de (I e D) o AF’ In effet, 'image inverse de (ml)~1(u) par K x 1A
est égale A II—l o K_l(u% [k oIl = Tl o (K x ].A ) ] qui est ouvert parce que

- F

I et K sont continues. Donc (ml)(u)est ouvert parce que K lAF fait de

(E®D) o Ap un quotient de (E o D) o Ag (K fait de E D un quotient uni-

versel de E o DJ.

La proposition suivante fournie des conditions suffisantes pour que

F e M soit un quotient universel de I o DN,

Proposition 1

1

E
Si les distributeurs A === p§, B =P B ot B =E=== ¢ sont lo

sur la source, alors K
EoD———->>FE®D

est un homéomorphisme local.

——

Remarque:
Une surjection ouverte X —>> Y, fait toujours de Y un quotient

universel de X, et un homéomorphisme local est une surjection ouverte.

e

Démonstration

La démonstration utilise le fait [Voir annexe topologique] que 1le
pull-back d'un homfomorphisme local est un homBomorphisme local. Pour
simplifier la manipulation des homéomorphismes locaux, nous &criroms

> B pour significr que & est un homGomorphisme local.

Ao

On a:

) B, i
A B B
o] (o] o]

F

caux
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si on forme les pull-back:

E o

(€))

B D

AN
s

B\F
/\
AN \w\

A
o

on obtient que le composé:

est un homéomorphisme local.

De méme si on forme le pull-back:

on obtient quc lec composé

est un homéomorphisme local.



/71

Comme lc¢ diagramme suilvant commute:

1E X m;
EoBFon > E oD
1 >
mg X 1p
a B
A
(o]

o et B étant des homomorphismes locaux, on obtient que 1F x m; et

mé x 1D sont des homéomorphismes locaux ce qui entraine que
K = COKER(L. X mC, mi x 1)
g "™ "E D

Y
7

est un homéomorphisme local [Voir annexe topologiquel.

3.3  Ces conditions sont satisfaisantes puisque tous les distributeurs que
nous avons construits jusqu'ici sont locaux sur la source. Cependant, la

construction de 1'espace topologique sous—-jacent a une variété différentiel-
le décrite au moyen d'un distributeur R N 1, comme dans le Th&oréme 3
[Section I.4.2], est un cas de composition de distributeurs non locaux sur

la source.

Remarquons quc la donnée d'un espace topologique M est &quivalente
i 1la donnée d'un distributeur 1 =*jt==% 1 dont le relateur et les compo-

sitions sur la source et le but sont définis de fagon triviale.

Considérons le distributeur, 1 ======2> R tel que:

1) Le relateur sous-jacent a w soit:

R
#/// °\\i§ .
o
1 R
o
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11) La composition sur la source de w solt la flEche triviale et la !

composition sur le but de w solt 1R .
o

Alors, en composant D et u [si cela a du sens] on obtient l'espace sous-
jacent 3 D. Or w n'est pas local sur la source. Cependant on peut composer

D et w en vertu de la remarque suivante:

ﬂ
Remarque:
' E
Pour A “=Qt==9l et 1 ==== A, des distributeurs, on peut effectuer
la composition: E
1 === A
NN
NN
E - D . D

Ceci est presqu'évident pulsque un distributeur 1 ==é===9 1l est tout
simplement la donnée d'un espace topologique X, les compositions sur le but
et la source étant triviales. Il suffit de poser E - D égale au quotient

par la relation d'&quivalente

1 x mg
De AF o E > D o E
1
my % g

et on obtient le distributeur cherché.

S

4. Composition de distributeur

4.1 Pour terminer le programme décrit en section I1.2.5 définissons main-

tenant le composé transversal q e f de deux morphismes de distributeurs

f -~
Dl > El et D2 4 EZ, ou
D D
=oaz _J.'_1=> B S ~‘2.:_._. C
A_______ B et ==??;__
El ) .

sont des distributeurs composables.
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Comme f ct q sont des morphismes de distributeur, on a le diagramme

sulivant commutate:
1
m x 1
D, Dy
D2 ° BF ° D1 = ; D2 ° D1
1 X
D, " "D
q X 1B x f qx £
F
1
"5, lEl v
EyoBp°Ey 0§Ez°El
1 X
B, By

En conséquence, puisque D2 ] Dl et EZ.' E1 sont des co-noyaux pour les pai-

res de fldches évidentes, il existe une et une seule fléche

D.D_ﬂ:f__>E

. El qui rend commutatif le diagramme:

2 1 2
D2 o BF o Dl ______——————; D2 ° Dl >> D20| Dl
|
lqeé £
|
l
\ \
EZOBF°E1 ;E2°E1' >>E2.E1

On vérifie facilement que q @ f ainsi définie est un morphisme de dis-

tributeurs.

4.2 Applications
A.) Si D £ . D2 e C et D2 >l%30 C caractérisent des fonctions

1 D.l. D

différentiables entre des variétés différentielles R ==

LVoir Section 4.3.Ci, alors on peut définir le composé

Dl_ﬂ.*.g___;. D30 c
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en posant que q*f est le compost

£ q'lC
Dy >D, e C > (D, ® C)eo
~
~
S - 1D o m
q*f = < 3
\.\
~N
D3 e C

1C X m
C o RF °c C ; CeoC > C r Cc
1 xm m l m
¢ |
Vi v b
CoC > C > C

B.) On peut définir une unit@ pour cette composition de fonction différen—_m)

tiable en posant que U(D) est le composé:
U(M): D——> DO R, —2>—> D ®C

oiu J est 1'inclusion de RF dans C.

c.) Pour Dl R SN D2 ® C un morphisme de distributeur on peut calculer

la fonction différentiable t: Ml —_— MZ entre les espaces topologiques

Ml et MZ’ respectivement sous-jacents 3 D1 et D2’ en posant que f est le

1, =D, ®@ 8 —m> D ®e Cé n

1 1
N
AN
®

D

‘1 composé: fil

w =

ol t est une 2-fl&che qui est laissée 3 définir au lecteur. {utiliser

(o]
c _Ji__¢ R 1J.
0
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CHAPITRE V

1. Généralisation de la notion de variété

1.1 Les considérations du Chapitre précédent sugg@rent d'associer & n'im-
porte quel groupoYde topologique G, une notion de G-variété puisque formel-

lement nous n'avons pas fait appel aux propriétés spéciales & R.

Définition

Une G-variété est un distributeur G Y 1, G-fidéle et local sur

la source.

Si on a de plus la donnée de G N G, un distributeur local sur

la source, et de 2-fléches

-cCeC—2—>¢

-1, ———>¢C

qui font de C un monolde; il est possible de poser que:

Définitions

I) Un C-morphisme entre V1 et V2 des G-variétés est une 2-fléche:

f
Vl—-—-——->V2'C

.II) l.e composé de V1 ——j———é V2 s CetV, . SN V3 & C des

C-morphismes, désigné par q*f, se définie comme:
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V1 ——> vz‘. C
\
\ qecC
q*f \ N}
\
\ V3 o Cec(C
\ l;wr‘. m
N 3
[
V3 C

III) L'unité pour la composition * se définie comme:

V———> VvV e lG

AN

\\\

IV N lv. u
N Y
Vvec

1.2 Donnons quelques exemples de groupoldes topologiques qui donnent lieu

3 des notions de variétés intéressantes, Comme il est souvent plus fa-

cile de décrire un espace au sens de Souriau qu'un groupolde topologique,

nous préférerons donc donner ces exemples en terme d'espace de Souriau.

A.)

B.)

L'espace de Souriau, dont les objets sont les ouverts de.:E: R"
nelN

et dont les fl8ches sont les difféomorphismes k-fois différentia-

bles, donne lieu 3 la notion de variété avec cartes k-fois diffé-

rentiables. Le type de fonctions différentiables considéré entre

ces variétés sont les fonctions k-foils différentiables.

L'espace de Souriau, dont les objets sont les ouverts d'un espa-
ce topologique quelconque et dont les fléches sont les homéomor-
phismes entre ces ouverts, donne lieu 3 la notion de variété to-

pologique.
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D.)

117

L'espace de Souriau, dont les objets sont les ouverts de E ; R®

ncN
et dont les fléches sont les difféomorphismes de Jacobien positif
en tout point, donne lieu 3 la notion de variété orientée. Et on

peut caractériser, en terme de distributeur, la notion de fonction

différentiable, préservant 1l'orientation.

L'espace de Souriau, dont les objets sont les ouverts d'un espa-
ce métrique et les fl&ches sont les homéomorphismes Lipschitzienms,

donne lieu 3 la notion de variété localement Lipschitzienne.

On peut définir encore des groupoides donnant lieu aux notions de va-

riétés localement affine, analytique, etc...

2. Fibrés généralisés

A.)

2.1  Poursujvons notre effort de synthése des constructions de variétés en

décrivant, dans le méme esprit, différentes notions de Fibré.

Nous allons montrer que la notion de Fibré tangent donne lieu a

un distributeur
T
] === R .

alors, pour calculer le Fibré tangent 3 une variété différen-

tielle, caractérisée par un distributeur R==JL==% 1, il suffi-

ra de composer T et D. Nous considérerons donc que la donnée d'un

distributcur 1 ==$==“> G caractérise une notion de T-Fibré sur
V...

les G-vari{étés obtenues en posant, pour G ======% 1 une G-variété,

que T(V) = Ve T,

A.1) Définissons un relateur 1*=J;==° Ro en posant:

- T = E lRp x Rn, ot R x R" est munie de la topologie pro-
neN
duit, chaque composante R" &tant munie de la topologie ha-

bituelle.
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li

lu

> Ro esl la fonction continue définie en posant

r(x,y) =y, pour (x,y) € ¥ R® x R".

neN

A.2) Définissons encore une 2-fléche
RF o T —B 5 T

en posant, pour | f,y] € RF et (x,y) € T, que
m( [£,9],(x,¥)) = (Jy(f)(x),f(y))

ol Jy(f) désigne le Jacobien de f en y. On vérifie facile-
ment que m posséde alors les propriétés qui font de T un
relateur: T
1:-‘@911.
A.3) Le lecteur peut sc convaincre au moyen d'un dessin que Do T

est le Fibré tangent 3 D ¢ w, si D est une R-variété.

B.) Si Vl _— V2 ® C est un C-morphisme entre deux G-variétés V1

et V,, il est possible de définir une fonction continue Tf entre

2’
les T-fibrés T(Vl) et T(Vz) en posant que T(f) est le composé:

foT

Vl t T —————> V2 o CelT
~
g 1, et
T(E) > 2
V2 O-T

oti on s'est donné a priorl un certaln morphisme de distributeur

CeT —— T

décrivant une action de C sur T analogue 3 1l'action de 1'ensemble
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des fonctlons différentiables sur le fibré tangent, La fonction

continue Tf joue le rdle, par rapport a la notion de T-fibré, de

Jacobien.

2.2 11 semble donc que la notion de distributeur permette une bonne synthése !

des divers types de variété ainsi que des constructions qui s'y rattachent.

Le chapitre suivant se veut une porte ouverte 3 1'étude de la généralisation

que nous suggérons.
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Conclusion

1. On se devrait, maintenant, d'effectuer une &tude des propriétés géné-
rales des distributeurs. Nous nous contenterons de remarquer que la catégo-
rie des distributeurs, locaux sur la source, entre A [une catégorie topolo-
gique] et 1, est un topos. En effet la donnée d'une cat@gorie topologique A,
dont le morphisme source est un homéomorphisme local, est &quivalente ala
donnée d'une catégorie A, au sens habituel, dont les objets sont les ouverts
d'un espace topologique et dont les fléches sont des fonctions continues en-
tre ces ouverts. De plus cette catégorie est munie d'une op&ration de res-
triction, telle que décrite en Section I.l. On peut donc définir une notion

de recouvrement d'un objet U de A en posant:

f
o
{u, >Ula € Cov,(U) si et seulement si pour tout

@e A, fa est une fléche de A qui est injective et:
Uty =v
acA
On a alors fait de A un site et on remarque que la donnée d'un faisceau
d'ensemble sur A est dquivalente i la donnée d'un distributeur local sur la

-Fes 1. 11 devient donc évident que la catégorie EA des dis-

source: A =
tributeurs A :=:: > 1 locaux sur la source est un topos; c'est le topos

des faisceaux sur A.
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2. Nous remarquerons encore qu'un distributeur A Py B, local sur la

%
source, donne lieu a un founcteur EB ——2———> EA de la fagon suivante:

Pour B ==é===9 1 un objet de EB, on pose D¥(X) = Xe® D, i.,e.:

\7B
1
X
ECE TS d

et pour B thg 1 une fléche de EB’ on pose

DX¥(¢) = ¢ 1,

en étudiant ce foncteur, on peut montrer qu'il posséde un

adjoint 3 droite.

C'est pourquoi on peut définir d'une fagon générale un distributeur comme
étant un foncteur entre topos possédant un adjoint a drpite. Pour un bon
choix du type de topos impliqués, il semble alors possible d'élaborer une
théorie générale de la notion de variété s'appliquant 3 des contextes au-
tres que ceux des espaces topologiques. Nous laisserons i demain le soin

de répondre i cette question et de montrer l'inté&rét d'y répondre.

25 aout 1977
Frangois Bergeron
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ANNEXE TOPOLOGIQUE

1) Espaces irréductibles

—— . v - —ee  —— Gwma  w— —

Un espace topologique X est dit jrréductible si et seulement si, X # ¢

et pour tout couple (F,G) de fermdés de X tels que Fu G = X, on a:

II) Partie irréductible d'un espace

Une partie irréductible A d'un ensemble topologique X est une partie

A de X telle que A, muni de la topologie induite, est un espace irréducti-

ble.

Un espace topologique X est dit sobre, si et seulement si X est To et

les fermés irréductibles de X sont tous de la forme {x}, pour un x € X,

pr——

Remarque

Pour x € X on a toujours que {x} est un fermé irréductible. En effet

pour F et G des fermés de X,

m—a—

(Fu6) n{x}={x}

———

ntraine que x ¢ F ou x ¢ G, donc {x} ¢ F ou {x} ¢ G. D'ol 1'assertion.

b

IV) Filtrcs compl@tcment premiers

Un filtre F de parties de X est dit complétement premief sl et seule-

ment si pour toute famille {Uu}acA de parties de X, on a:

(l_J u, € F) =>E}a ¢ A(uu e F)

acA
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Progositioq~l

Vers un et un seul point,

Démonstration

A.) Soit F = x \ (l,) U), alors F est irréductible [(F est non vide
udF
parce que F est un filtrel. En effet soit u et V des ouverts de

X tels que u n F fdetVanr 7 ¢.

Supposons que (WonVv)nrF-= ¢, alors (X \ (Wnvwv) erF Parce que

sinon X \ (u n V) E,L_j U donc
udF

x\(UU)gx\(X\(UnV))
' udF

et F = X\ ((_} u)
u¢F

cunvy
ce qui contredit Wavwnr-= é.

Ceci entraine que (UnV) ¢F, en conséquence U ¢ F oy v d F. On
adonc Fnuy = $ouFnvs= $, ce qui contredit nos hypothéses,

et on conclue que

(UnF=94) et (VnF=2¢) = (WnvVv)nrF-= o.
Il découle facilement de 1a contraposé de cette implication que:

(MueG)nF-= F) => (4 = F) ou (G = F)

pour H et G des fermés de X.
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B.) Donc F = T;T.puisque X ecst sobre, et on a que F converge vers x
puisque pour tout U € F on a certainement x € U. Cecl montre

1'existence d'un point de cbnvergence.
C.) F converge vers au plus un point puisque X est To.
Ceci achéve la démonstration.

Proposition 2

F

Une bijection croissante 0(X) ——> 0(Y), entre les treillis d'ou-

verts de deux espaces topologiques X et Y, induit un homéomorphisme

f
Y ———> X de facon fonctorielle.

Démonstration

A.) Pour y € Y, soit Fy le filtre définit comme:
Fy = {ue 0|y e F(u)}.

Fy est complétement premier puisque ( )Ua € Fy entraine que
acA

y € F(\_J U). Or, F(L_J Ua) = \_) F(Ua) parce que F est un iso-
o aehA acA
morphisme de treillis. Donc il existe a € A tel que y ¢ F(Ua) ce

qui est équivalent 3 dire que Uy € Fy'

B.) Posons f(y) égal au point de convergence de Fy' On aura alors

une fonction £
Y — X

qui est continue puisque

f_l(u) = F(u), pour U € 0(X)
En effet, f_l(u) = {y € Y|£(y) € v} c'est-a-dire:

f-l(u) = {y e Y|u ¢ Fy}
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t" ou encore

£l = ty € Y]y € F(U)).

C.) Enfin on a que des bijections croissantes

F

0(X) —> 0(Y)

0(Y) ——> 0(2)

induisent des fonctions continues Y __f___> X et Z ——E———> Y tel-

les que f o h soit la fonction continue induite par H o F puisque:

-

{ueo(z)|zeHe FUI

{u ¢ 0(2)|h(z) € F(u)}

Fh(z)

donc

f o h(z) est le point de convergence du filtre premier(hz.

On en conclue que f est un homéomorphisme puisque F est un isomor-

phisme.

—-— — . — i — —— — — —— — ot

Un homéomorphisme local ¥ ——b———o Z, est une surjection continue telle

que pour tout y ¢ Y il existe un ouvert U de Y et un ouvert V de Z tels que:

1) yecu
2) h(u) =V
3) h|U: y ———> V est un homéomorphisme.
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i Proposition 3

Le pull-back d'un homGomorphisme local est un homéomorphisme local.
Démonstration

Soit Y > Z un homéomorphisme local et X ——£———> Z une fonction
continue,

Soit de plus u un voisinage de Yy € Y tel que h|

v >V

Lot V = h(u)] est un homéomorphisme. On a alors que le pull-back k:
£ (v)* > £71(v)
l fff-l(v)
h
u ‘s y

de hlu le long de flf—

l(V) est un homéomorphisme [le Pull-back d'un igo est

iso].

Mais f-l(V)* est un ouvert de X x Y tel que pour f*(h), le pull-back
YA

de h le long de f:

XXYfA[lL>X
Z
. | |
Y h > Z
on ait:
*(h)]f Wy =k

donc f*(h) est un homéomorphisme local.

Z)

La démonstration des deux propositions Suivantes est laissée en exer-

cice.




Proposition 4

Si on a un diagramme commutatif:

ou h et f sont des homéomorphismes locaux, alors k est un homéomorphisme lo-

cal.

Proposition 5

Si on a un diagramme commutatif:

X —'?—)) Y
h\ﬂﬁ
Z

ot f est surjective et ouverte, et oli h est un homéomorphisme local, alors

f et k sont des homéomorphismes locaux.
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