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introduction

Depuis 1960, plusieurs théories générales visant a formaliser
l'utilisation de techniques algébriques en combinatoire énumératives, ont
été proposées. On a par exemple le Composé Partitionnel de Foata, les
Prefab de Bender-goldman, les Jissects de Henle, ou encore 1'approche
algébrique de Joni, Rota, et Sweedler. L'une d'entre elle, l1a théorie des
Espéces de Structures de Joyal, semble s'imposer peu a peu comme le
meilleur candidat, probablement parce qu'elle est 3 1a fois riche et simple
d'utilisation.

AJoyal donne des indications, dans lhe théorie combinatoire des
séries rormeljes [J1], sur des extensions possibles de cette théorie. Or
I'étude de certains problémes de combinatoire a déja mené a travailler dans
ces extensions. On n'a qu'a citer les travaux de Bergeron, Foata, JLabelle,
Leroux, et Strehl sur les familles de polyndmes orthogonaux, qui font
intervenir les espéces pondérées; ou ceux de G.lLabelle, sur les séries
indicatrices, qui eux font intervenir implicitement les espéces sur les
permutations; ou encore ceux de Bergeron-Reutenauer et Leroux-Viennot sur
12 résolution combinatoire d'équations différentielles, qui font intervenir
les espéces sur les ordres totaux; ou enfin, ceux de Nava-Rota sur la

substitution pléthystique, qui font intervenir les espéces sur les partitions.
Dans tous ces cas, une variante de la théorie des espéces facilite

l'exploration et 1a résolution des problémes considérés.



Nous nous proposons, dans ce travail, d"élaborer un contexte général
pour ces variantes de 1a théorie des espéces, en nous inspirant des
indications données par A.Joyal dans [J1]. Nous commencerons par définir le
concept d'espéces sur une catégorie dont toutes les fléches sont inversibles,
1.e. un groupotde. Puts, pour étre en mesure de définir des opérations sur ces
nouvelles espéces, nous introduirons le 'concept de loi de dissection sur un
groupoide, ainsi appelé parce qu'fl specifie la fagon de découper les objets
du groupoide. Bien que ce concept corresponde & celui de loi de
décomposition de A.Joyal, nous avons plutdt choisi de suivre 1a terminologie
proposé antérieurement par Henle [H1].

On donnera le nom de laboratoire a un groupoide muni d'une loi de
dissection. Il est toujours possibie d'introduire une structure de semi-
anneau (sans inverse additif), sur les espéces sur un laboratoire. Souvent, il
est aussi possible d'associer a chaque espéce sur un laboratoire, une série
formelle de fagon a respecter cette structure de semi-anneau. Pour que cela
soit possible, on devra avoir 1a donné d'un invariant sur le laboratoire.

D'un point de vue plus théorique (qui n'est pas vraiment élaboré ici),
un laboratoire est une cogébre, et la catégorie des espéces sur ce
laboratoire est 1'algebre duale de cette cogébre. Le lecteur interressé par
cet aspect de la théorie pourra consulter les travaux de Joni, Rota, et
Sweedler.

Cependant, certains aspects algebriques seront étudié dans les
derniers chapitres. 11 s'agit principalement des morphismes entre catégories
d'espéces. Un grande part de la théorie réside dans 1'étude détailiée de ces



foncteurs, mais ce sujet n'en est qu'a ses débuts. Le tableau de la page
sulvante présente quelques foncteurs interressant.



Gr-Esp

ord” Ord
B -Esp 4 ByEsp L -Es
Vet | P
Ens
)

S-Esp <« B-Esp ———» B -Esp

N \c". /rd
P-Esp — > Q(X,,X;.%3, . O(X)

Card Xz X



Chapitre 1

Conventions et définitions préliminaires

1.1 Les espéces de structures

La théorie des especes de structure (ou espéces) a été introduite
par A Joyal [J1] Elle rend facile une démarche dialectique entre la
combinatoire des structures discrétes et la manipulation algébrique des
séries formelles. On en rappelle ci-dessous les principales définitions.

Définition 1.1 (Espéces de structures)

Une espéce de structure T est une régle qui permet d'associer a
chaque ensemble fini A un ensemble fini T[A] dont les éléments sont les
structures d'espéce T (ou T-structures ) sur 1'ensemble A. De plus T
associe a chaque bijection f: A-=— B une bijection TIf]): T[A]-=—» TIB] de
fagon a ce que:

a) pour chaque ensemble fini A, on ait T[1 ol = 1y[A],

b) pour toutes bijections f et g telles que le composé feg soit

défini, on ait T(feg] = TifleTIg].

On dit que TIf] décrit le ransport des structures d'espéce T le long de la
bijection f .



Exempile 1.1

L'espéce Graphe associe a un ensemble fini A, l'ensemble
Graphe[A] dont les éléments sont les sous-ensembles de paires {a,b}
d'éléments de A. Pour f:A-=— B, une bijection, et g, un élément de
6raphelA], on pose: {f(a),f(b)} appartient 3 GraphelfXg) si et seulement
si {a,b} appartient & g. 0

Exemple 1.2

L'espéce Ordre associe 3 A I'ensemble Ordre[A] des ordres totaux
sur A. Pour f: A-=—> B une bijection et "< " un ordre total sur A, on pose
((a),f(b)) dans Ordre{fX<) si et seulement si (a,b) appartient 3 "<, ou
encore a<b. o

Définition 1.1 (bis) (Espéces de structures)

Une espéce de structures est un foncteur T:B— 8. Ici, B est le
groupoide (une catégorie dont toutes les fldches sont inversibles) des
ensembles finis avec comme fléches les bijections. D'autre part, 8 est la
catégorie des ensembles finis (les fléches sont les fonctions).

Définition 1.2 (Morphismes d'espéces)

Un moarphisme d'espéce de structures o:T— S est une
transformation naturelle entre les foncteurs T et S. C'est encore dire qu'a
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chaque ensemble fini A , oc associe une fonction acp:TIA]— SIA) de

fagon a ce que pour toute bijection f: A-=— B, on ait S[fleacp = ageTIr]

Exempie 1.3

On introduit l'espece 6rO des graphes orientés: pour A un
ensemble fini, 6rO[A] est I'ensemble des sous-ensembles du produit
cartésien AxA . Une structure d'espéce 6r0 sur A est donc un ensemble de
couples (a,b) d'éléments de A . On dit que (a,b) est un arc de "a" a "b" . Si
f:A-=— B est une bijection alors 6rO[f]: 6rO[A]-=— GroO[B] est 1la
bijection qui associe 3 ge6ro[A] le sous-ensemble 6ro[fl(g) de BxB tel
que (f(a),f(b))e6rolfl(g) st et seulement st (ab)eg . On obtient un
morphisme d'espéces oc:6rO0—» Graphe défint ainsi: pour g dans GrO[A],
aa(g) est le graphe sur A dont les arétes sont les {a,b} , ol a=b et (a,b)eg
ou (b,a)eq. (m)

On a ainsi une catégorie des espéces de structures, dont les
objets sont les espéces, et dont les fléches sont les morphismes
d'espéces. Elle sera désignée, dans ce qui suit, par Esp (ou B-Esp). 11y a
aussi plusieurs opérations intéressantes entre espéces (voir [J1]) que nous
décrirons dans un contexte plus général dans la suite de ce travail (voir
chapitre 4).



Chapitre 2

Les espéces sur un groupoide

2.} Introduction

L'étude de problémes de combinatoire énumérative a déja mené 3
I'introduction de plusieurs types de séries génératrices. Par exemple:

a)ZAnX“/nl ,pourneN

b)ZAnX“ ,pourn €N

c) Z AKX /o 2 )n1» POUr g variant dans “I'ensemble” des graphes,
avec n égal au nombre de sommets de g.

d) Z An xn / Aut(n) , ou x=(x,,x2, . n=(nl,n2, M)

avec les n; des entiers non nuls, et

Autn) = 1121 k1 (1M2"2 - ™)

Un des objectifs du présent travail est de montrer qu'on peut
élaborer des contextes conceptuels du type "espéces de structures", pour
ces divers type de séries. Rappelons qu'on établit un rapport entre les
espéces de structures et les séries formelles du type exponentiel (cas a),
ci-haut) par le biais de 1a cardinalité d'une espéce:



Card(T) = T(x) = z tx"/nl neN.

ol T est une espéce de structure et t, = *T[{1,2, .. ,n}].

André Joyal [J1] a introduit sur les espéces des opérations de
somme, de produit, de substitution et de dérivation, de fagon a ce que:

1) (T+S)x) = T(x) + S(x)

ID (TeS)(x) = T(x) - S(x)

D) (TeSXx) = T(S(x))

IV) T'(x) = 3 /3¢ T(x)
ou les opérations des membres de droite sont les opérations usuelles sur
les séries formelles a coefficient dans Q. On obtient ainsi une méthode
pour passer d'identités combinatoires a des identités entre séries
formelles. Cette approche sera généralisée dans ce qui suit.

2.2 Détinitions de base

Soit &F un groupoide, c'est-a-dire une catégorie dont toutes les
fléches sont inversibles.

Définition 2.1 (-espéces) |

Une espéce ae genre & (ou & -espéce) est un foncteur T de &
vers 1a catégorie 8 des ensembles finis. C'est donc dire que pour chaque
objet F de & on se donne un ensemble fini T[F] dont les éléments sont les
structures de &F-espéce T sur F. De méme, pour chaque fléche
p:F,—> F, de & on se donne une bijection Tlpl: TIF,] = TIF,] de facon &
ce que: |

a) Tligl=17g) . pour tout objet F de F



b) Tlpot)=TipJoT(t], pour tout couple (p,t) de fléches
composables de & .

- On dit que Tip): T[F,)—=—» TIF,] est le transpart de T-structures le long
de la fleche p:F,—=—» F, de &. Enfin, un marphisme de F-espéce est une
transformation naturelle entre les foncteurs correspondants.

Pour & un groupoide, on désigne par ¥-Esp la catégorie des
F-espéces.

La définition sulvante décrit une construction permettant
d'obtenir toute une famille de groupoides intéressants pour la
combinatoire.

Définition 2.2 (Groupoide des éléments d'une espéce)

Pour F, une B-espéce (ou B désigne le groupoide des ensembles
finis), on désigne par EL(T) le groupolde des éléments de T. Les objets de
EL(T) sont les couples (A,t) ou A est un ensemble fini et teT[A] est une
T-structure sur A Une fléche f:(A,t)—s (A,,t;) de EL(T) est une
bijection f:A,—=— A,telle que TIfit,)=t,, c'est-a-dire que f
“transporte” 1a structure t, surt,.

Lorsqu'tl n'y a pas risque de confusion, on désigne encore par T le
groupoide EL(T).
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Exemple 2.1

Soit & 'espéce des permutations, c'est-a-dire que:
- pour A un ensemble fini, &{A]={c:A-=>A | ¢ bijection }
- pour f: A—=—> B une bijection et ge@[Al
@lfl(c) = fogor-!

Le groupoide EL(&) a donc comme objets les couples (A,0) oU ¢ est une
permutation de A . Une @&-espéce (plus précisément une EL(&)-espéce) T
associe a chaque permutation, un ensemble fini dont les éléments sont les
T-structures. On a par exemple, 1a @-espéce Lycle pour laquelle:

{g} ,si o est une permutation cyclique
Cyclei(A,0)] =
@ ,sinon

Si f: A-=—» B est une bijection, fogof~! est une permutation cyclique de
B si et seulement si ¢ est une permutation cyclique de A. On peut donc
définir Cycle(f] en posant:

Cyclelfi(o) = fogor-!

Exemple 2.2

Sur tout groupoide &, on peut définir la &-espéce Aut qui
associe a un objet F de & 1'ensemble:

Aut(F]={¢:F— F | ¢ fléche de &}

des automorphisme de F. Pour oc.F—— G une fléche de &, on définit encore
Autlo] comme étant 1a bijection:



Autloc): Aut(Fl—=— Aut[6)

associant a un automorphisme ¢ de F I'automorphisme ocopooc™!.

On peut définir une opération pu:AutxAut— Aut sur Aut, en
posant pour F dans &, ue(e,,9,)=9.0¢, Cette opération fait de Aut un
groupe dans la catégorie des ¥-Esp, puisque & est un groupoide. Toute
F-espéce T fournit donc pour chaque F, une représentation ensembliste du
groupe Aut(Fl:

oc: Aut[FIxT[F]— TIF)

ol oc(ep, t)=Tlel(t). | o

Définition 2.3 (Somme et produit cartésien d'espéces)

Pour T et P deux &-espéces, on définit les nouvelles F-espéces

T+P et TxP en posant pour F un objet de :

(T+P)IF] = TIF] + P[F]

(TxP)F] = T[F] x P{F]
Les opérations des membres de droite de ces. définitions étant
respectivement 1a somme disjointe et le produit cartésien des ensembles
en question. Pour p:F,— F, une fléche de & on pose encore:

(T+P)lp] = Tp] + Plp]

(TxP)p] = Tip] x Plp]
Les opérations des membres de droite de ces identités sont bien définies

parce que la somme disjointe et le produit cartésien d'ensembles sont
fonctoriels.



La somme T+P et le proouit cartésien TxP de ¥-espéces
admettent des éléments neutres, respectivement désignés par O et U. On
les définit en posant, pour F un objet de & : O[F1=2 et U[F]={F} et, pour
p:Fy—> F; une fléche de & , Olp]=14 et Ulp] est l'unique bijection de
{F.}a{F,}.Ladémonstration du résultat suivant est laissée au lecteur:

Lemme 2.1

Pour T et P deux ¥-espéces, on a des isomorphismes naturels:
T+P = P+T
T+(P+Q) = (T+P)+Q
T+0=T
TxP = PxT
Tx(PxQ) = (TxP)xQ
Tx(P+Q) = (TxP)+(TxQ)
™00
TxU=T
De plus ces isomorphismes satisfont aux conditions de cohérence énoncées
par Maclane dans Aatural Associativity and Commutativity M3].

Définition 2.4 (Opérateurs combinatoires)

Pour un groupoide fixé & , on dit d'un foncteur:
Q:¥-Esp—F -Esp
que c'est un ogpérateur combinatoire si et seulement si, pour toutes
F-espéces T et P on a Q(0) = 0 et Q(T+P) = Q(T)+Q(P).
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Exemple 2.3

Pour une &-espéce donnée T, le foncteur Tx(-) est un opérateur
combinatoire. 8]

Pour la suite de cet exposé, l'effet d'une F-espéces sur les
fléches de &F ne sera spécifié explicitement que s'i) n‘est pas évident.



Chapitre 3

Le concept de laboratoire
3.1 Introduction

Dans ce qui suit, une manipulation combinatoire prend la forme
d'opérations sur des F-espéces pour & un groupoide donné. On a déja
introduit deux telles opérations, la somme et le produit cartésien, 3 la
section précédente. Cependant, pour pouvoir construire des opérations plus
intéressantes, il importe d'utiliser les propriétés combinatoires des
objets de & . C'est afin d'étudier 12 "physiologie” des objets de & que I'on
introduit ci-dessous le concept de /o/ de dissection sur .

3.2 Lois de dissection
Définition 3.1 (Lot de dissection)

Une /o/ de dissection D sur un groupoide & est une régle qui
associe fonctoriellement a chaque objet F de &, un ensemble fini D(F) de
couples d'objets de &, de facon a ce que les conditions suivantes soient
satisfaites:

D D est co-associative , c'est a dire qu'il y a une bijection
naturelle entre les ensembles:

{ ((Fy,6),(F,Fp)) | (Fy,6) D(F) et (F,F,)eD(6)}
et
{ ((Fg, F)KFD) | (Fq, Fode DXK) et (K,F)eD(F)}}
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ID D admet une co-wnité, c'est a dire que pour chaque objet F de
&, on a d'uniques dissections (gl,F) et (F,1) avec 1a particularité que:
D(D)={(p1, D} et D(1p)={(1,1p}.

Une catégorie additive (Q,+,0), est une catégorie munie d'une
opération associative avec unité 0, satisfaisant aux conditions de
cohérence qu'on a déja mentionné au chapitre 2, et qui de plus est
symétrique. Un foncteur additif est un foncteur préservant 1a somme et
I'objet nul, 3 isomorphismes cohérents prés. La catégorie zauitive libre
B(F) sur F est la catégorie dont les objets sont les familles finies
(Fi)q dobjets de &, et dont les fléches (), — (F));o, sont les
couples (8,9), ou 6:1-=— J est une bijection entre les indices, et ol ¢ =
(i), €St une famille de fléches ¢;:F, — Fq;,de . Pour plus de détails
sur ces considérations, voir A. Joyal [J1].

Définition 3.1(bis) (Loi de dissection)

Du point de vue catégorique, une /o/ de dissection est 1a donnée
d'une structure de co-monoide sur B(F). C'est encore dire qu'une loi de
dissection D est un foncteur additif

D:B(F ) B(F)DB(F)

co-associatif, avec comme unité un foncteur additif

£ BF)—B
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ol B est le groupoide des ensembles finis.

On remarque qu'un foncteur additif y de B(S) vers une catégorie
additive @ est totalement caractérisé par un foncteur p:¥—Q. De plus,
si o:F— 6 est une fléche de &, alors 1a fléche D(cx) est 1a donné pour
chaque (F,F e D(F) d'une dissection (G,,6,)€D(6) et de deux fléches de &
D(x)y: F;— 6, et D(oc),: F;— 6.

Définition 3.2 (Objets nuls et objets irréductibles)

Un objet qui n'admet qu'une et une seule dissection est dit s/ (),
En conséquence, F est nul si et seulement si D(F) = { (¢1,1¢) }. Un objet
qui a exactement deux dissections est dit iréaouctible . Donc F est
irréductible si et seulement si D(F) = { (F, 1), ((1,F)}.

(*) Dans 1a plupart des cas intéressants, il n'y a qu'un objet nul,
a isomorphisme prés, pour une loi de dissection donnée.

Exemple 3.1

La loi de dissection D habitueilement considérée sur le groupoide
B des ensembles finis, associe a un ensemble fini A l'ensemble des
couples (B,C) de sous-ensembles de A tels que B+C = A . L'ensemble vide
est le "seul” objet nul pour cette loi. Les objets irréductibles sont les
singletons. o
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Il est & remarquer qu'on peut introduire plusieurs lois de

dissection distinctes sur un méme groupoide. On a donc intérét a définir le
concept suivant:

3.3 Laboratoires
Définition 3.3 (Laboratoires)

Un /aboratoire est un couple (¥,D), ou & un groupoide, et D est
une lof de dissection sur &.

On désigne par B le laboratoire (B,D) introduit a l'éxemple 3.1.
Exempie 3.2

Sur le groupoide EL(Ordre) on introduit une premiére loi de
dissection X . Soit (A,2), ou plus simplement A, un objet du groupoide
EL(Ordre) . L'ensemble K(1) des dissections de A suivant K, est I'ensemble
des couples () ol ¢ est une section initiale de A et x est 1a section
finale correspondante. Par exemple si A={ab,cdefgh} et
A=(b,e,d,a,h,c,f,g), on peut avoir ¢ = (b,e,d) et alors on aura forcément
x=(a,h,c,f,9) . On considére aussi une seconde 1oi de dissection M sur
EL(Ordre), qui associe 4 (A,A) I'ensemble des couples ((A,,A,) (A;,12), ol
A+A= A et lj est 1a restriction a Aj de A . Par exemple si on a
A={abcde[f,gh},a=(bedahc,lg), A={ac,dh} et donc A,={b.efg};
alors 1, = (d,a,h,c) et ,=(bef,g) . On désigne par B le laboratoire
(EN(Ordre),K), et par L le 1aboratoire (EI(Ordre),M ). 0

Voici des exemples de laboratoires admettant plusieurs “types®
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d'objets irréductibles.

Exemple 3.3

Le laboratoire %, dit des permutations, est obtenu en munissant le
groupoide E@) des permutations de 1a loi de dissection assocfant a une
permutation (A,0) I'ensemble des couples ((A,,0,) (A;,0,)), oll A;+A,= A,
A, et A, sont laissés fixes par o, et oy est 1a restriction a A, de ¢. Les
objets irréductibles de ce laboratoire sont les permutations cycliques.

0

Exemple 3.4

On munit le groupoide Ab , des groupes abéliens finis, d'une loi de
dissection D qui associe a chaque groupe abélien H, 'ensemble des couples
(K,Kp), oU K, est un sous-groupe de H et K,=H /k1 . Le théoréme de
décomposition des groupes abéliens finis assure que les objets
irréductibles de ce laboratoire sont les groupes isomorphes &8 2 /pz. pour
p un nombre premier. o

Soit @ une catégorie, on construit le groupoide FL(Q) dont les
objets sont les fléches de Q. Une fléche 6:f —» g de FL(Q) est 1a donnée de
deux fléches inversibles 8, et 6, de Q telles que go8,= 8,0f. On peut munir
ce groupoide d'une loi de dissection D en posant pour feFL(Q) :

(1) = { (h,k) | f=hok }
Cet exemple illustre comment une "loi de composition® permet de définir
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une loi de dissection. De plus, si 1a catégorie @ a plusieurs composantes

connexes au sens de 1a “relation” d'isomorphie, i1 y a plusieurs objets nuls
non isomorphes. o

La propriété de co-associativité des lois de dissection rend
possible 1a définition suivante:

Définition 3.4 (Décomposition)

Une agécomposition n-aire d'un objet F d'un 1aboratoire (¥,D) est
un n-tuplet (FF,, .. F,) d'objets de & tel qu'il existe des objets 6;
(1<j¢n) de & pour lesquels:

1) 6,=F _

2) (Fy_,,6;) € D(6,.,) , pour 2¢j¢n

3) 6,=F,.
Une décomposition n-aire (F,Fp, .. ,F,) de F est dite aécompositior.
stricte de F, si aucun des F § n‘est un objet nul au sens de 1a définition 3.2.

Ce processus de description des décompositions n-aires n'est pas
le seul possible mais 1a co-associativité de D assure que toute autre
approche donnera les mémes décompositions a isomorphisme preés.

Définition 3.5
1) Loi de dissection finitaire

La loi de dissection d'un 1aboratoire (¥,D) est dite //n/taire si et
seulement si tout objet du groupoide sous-jacent n'admet qu'un nombre
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fini de décompositions strictes.

1D Loi de dissection co-commutative

On dit aussi que la loi de dissection D est co-commutative si a
chaque dissection (F,,F;)eD(F) on peut associer naturellement une
dissection (6,,6,)¢D(F) avec F,x6,et F,36, dans &F. |1 est souvent
possible de poser G,=F, et G,=F, on dit alors que D est strictement
co-commulative.

Lorsque la loi de dissection d'un laboratoire est strictement
co-commutative, on peut définir une action du groupe symétrique S, sur
I'ensemble des décompositions n-aires strictes (ou non) d'un objet. Pour
o €S et une décomposition n-aire (F ,F,, ... F,) de F, on pose:

O(F,Fo, . Fo) = (Foq1) Fo2) s Fotm?

Définition 3.6 (Lot de dissection fidéle)

Une loi de dissection strictement co-commutative D sur & est
dite /7a#/e™) si et seulement si pour tout entier n, I'action de S, sur
I'ensemble des décompositions n-aires strictes d'un objet de & est fidéle;
c'est-a-dire que pour toute permutation ¢ de {1,2, .. ,n} distincte de
l'identité, on a:

0(F,Fy, .. F)=(FF,, .. F,),
quelque soit 1a décomposition stricte (F,F,, ... ,F,) deF.

(%) Cette notion de fidélité est plus forte que 1a notion usuelle.



Définition 3.7 (Laboratoire & décomposition unique)

Un laboratoire (&,D) dont 12 loi de dissection est strictement
co-commutative et finitaire, est dit 4 décomposition unigue si chaque
objet non nul admet une et une seule décomposition stricte en objets
irréductibles (2 permutation prés des “composantes”) .

Exemple 3.6

Soit Uect, le groupoide des espaces vectoriels de dimension
finie sur un corps K, avec comme fléches les transformations linéaires
inversibles. Pour V un tel espace vectoriel, posons:

D(V)={(U,W) | UBW=V ol U et W sont des sous-espaces de V}.
Les objets irréductibles du laboratdire (Vect D) sont les espaces de
dimension un. La loi de dissection est bien co-commutative et fidéle, mais
elle n'est finitaire que si le corps K est fini. Méme si le corps est fini, le
laboratoire n'est pas a décomposition unique en général, puisqu'il n'y a pas
unicité de la décomposition d'un espace comme somme directe de
sous-espaces de dimension un. ]

Remarque sur la définition 3.7

® On peut aussi définir une notion de décomposition unique dans le
cas ou la loi de dissection est finitaire mais n'est pas
co-commutative. |1 suffit d'oublier les mots "3 permutation prés des
composantes™ dans la définition 3.7. De toute fagon il n'y a jamais
risque de confusion. m
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Lorsqu'un laboratoire F=(%,D) est 3 décomposition unique, on

peut introduire une graduation sur &, en définissant le degré d'un objet non
nul F comme étant le nombre de composantes dans une décomposition de F
en objets irréductibles. On désigne par ||F|| ce degré. Cette graduation est
compatible avec la structure de co-monoide correspondant a 1a loi de
dissection, c'est-a-dire que pour (F,,F,)eD(F), on a | F|| =||F,} +| F .
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Chapitre 4

Opérations sur les F-espéces

4.1 Introduction

Pour la suite de cet exposé, supposons que F=(,D) est un
laboratoire finitaire a décomposition unique, mais non nécessairement
co-commutatif. On dit F- espéces plutdt que F-espéces lorsque J'on veut
fixer 1a lof de dissection qui intervient dans les constructions d'opérations
combinatoires entre &-espéces. On supposera aussi qu'il n'y a qu'un seul
objet nul dans le laboratoire F (3 isomorphisme prés).

4.2 Produit
Définition 4.1 (Produit de F-espéces)

Le produit TeS de deux F-espéces T et S, est 1a F-espéce qui
assocte a chaque objet F de & l'ensemble:

(TeS)IF] = z(F1. Fz)eD(F) T[F1]XS[F2]

Le transport de structures pour TeS se définit de fagon évidente,
compte tenu de la fonctorialité de D. La co-associativité de D assure que
ce produit est “associatif”, c'est a dire qu'il existe un isomorphisme
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naturel (TeR)eS —=—» Te(ReS) . De plus on a une F-espéce neutre pour ce

produit:

Définition 4.2 (Unité pour le produit)

La F-espéces wn/té 1: ¥ — 8 se définit en posant:

{F} , siFestnul
1F]=
@ |, sinon.

On a alors des isomorphismes Tel-=—T et T-=— loT qui
satisfont, avec I'isomorphisme d'associativité, aux conditions de
cohérence habituelles [voir M3] . 11 est aussi facile de vérifier qu'on a les
identités suivantes:

Proposition 4.1

31 T, R et S sont des F-espéces, alors on a des isomorphismes
cohérents avec ceux introduits ci-dessus:
Te(R+S) = (TeR)+(TeS)
(R+S)eT —=— (ReT)+(SeT)
A

Les opérations + et e sur la catégorie des F-espéces sont
fonctorielles et elles vérifient naturellement les identités habituelles
pour une structure de semi-anneau, c'est @ dire un anneau sans inverse
additif.
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Lorsque le laboratoire FF est 4 décomposition unique, on peut

définir une N-graduation sur le semi-anneau des F-espéces. En effet
toute F-espéce T peut s'écrire de fagon unique comme

T’Z‘lonn
avec

TIF1 , si |Fll =n.
TylFl=
g ,sinon

ot [IF|l est e degré de F selon 1a graduation sur F introduite au chapitre 3.
Les éléments homogenes de degré n de F-Esp sont les F-espéces P telles
que:

PIF1=4, si ||F] =n.

Si T'on désigne par | Pl e degré d'un é1ément homogéne (non nul), il est
facile de vérifier que | P,oPJ = P, +] PJl.
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4.3 Autres opérations
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Les opérations +, x, et e permettent de construire d'autres
opérations intéressantes, dont voici quelques exemples:

Définition 4.3 (F-espéce des T-chaines)

Soit T.une F-espéce telle que pour chaque objet nul N de &, on ait
TIN] = @. On pose

(1-1)! = Tk
k20

ol par définition, T*'= TeTk et TO=1. Une (1-T)!-structure est ausst
appelée chaine de T -structures ou T -chalnes . Le lemme suivant rend
légitime cette définition.

Lemme 4.1

Soit T une F-espéce telle que pour tout objet nul N de &, on ait
TIN] = @. Alors pour chaque objet F de &, 11 existe un entier positif keN
tel que st n2K, on ait T"F1=@. Pour untel T, lasomme 3,,T¢ na
donc qu'un nombre fint de termes non vides, lorsqu'elle est évaluée en un
objet Fde &.

Démonstration

Rappelons que la loi de dissection D du laboratoire F est finitaire
d'aprés I'hypothése générale énoncée au début de ce chapitre. 11 existe donc
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pour chaque objet F de &, un entier N tel que quelque soit k2N, une

décomposition (F,,F,, .. F, ) de F contient nécessairement un objet nul (un
des F, , 1<i¢k, est nul). Or:

THF] = z TIF JXTIF,]x ... xTIF,],
ou 1a somme s'effectue sur I'ensemble des décompositions k-aires de F. 11

est clair que cette somme est vide puisque pour chaque terme, au moins un
des facteur T[F;] est vide. A

Comme justification de 1a notation (1-T)™! pour la F-espéce
ainsi définie, on remarque:

Proposition 4.2
SiP=(1-T)'alors P=1+PeT.
Démonstration

Quelque soit F dans &, le lemme 4.1 assure que P{F] peut
s'identifier 3 une somme finie

N
v=0 T¥IF] , avec N assez grand.

Alors (1+PeT)[F]= Y TX{F], pour k allant de 0 3 N+1. Mais TN* ! [F]=&.
On en conclut que pour tout F , (1+PeT){F] = P{F]. A

Exemple 4.1

Considérons le 1aboratoire G=(El(6raphe),D) obtenu en munissant
le groupoide des graphes de la loi de dissection suivante: pour
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(A,g)eEl(Graphe) , D(A,Q) est défini comme étant 1'ensemble des couples
((Ay,8),(Aag2)) 0l A = A+ A, et g; est la trace sur A du graphe g, c'est 3
dire que {a,b} est une ardte de g, si et seulement si a et b sont tous deux
dans A, et {a,b} est une ardte de g . On représente géométriquement une
telle dissection d'un graphe de 1a fagon suivante:

b e )
f

‘ /
!

b e )




26
On a 1a G-espéce M telle que:

{tA,Q)} , si A=@etg=02
Bl(A,9)] =
@ , sinon

La G-espéce (1-8)7 peut 8tre identifiée a 1a G-espéce des "colorations” .
En effet, pour un graphe g donné, une (1-8)7-structure sur (A,g) est
caractérisée par la donnée d'une  décomposition  stricte
((A481),(A2,82), - ,(A,,8,)) de (A,g) telle que pour chaque 1<i<n, A= et
g;=2. C'est donc dire qu'on a introduit une partition ordonnée de I'ensemble

des sommets du graphe g de fagon & ce que deux éléments d'une méme
partie n'aient pas d'aréte en commun. 0
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4.4 Puissances symétriques
Rappel

@ Pour T une F-espéce, une structure de F-espéce T™ sur un objet
F du groupoide sous-jacent, est un couple:

((Fy,Fa .. Fo )ttt )
dont 1a premiére composante est un décomposition n-aire de F et
1a deuxiéme est un n-tuplet de T-structures t, respectivement sur
les facteurs de cette décomposition. m

Soit F=(&F,D) un laboratoire dont 1a loi de dissection D est
strictement co-commutative et fidéle, et T une F—éspéce telle que pour
tout objet nul N de &, on ait TIN] = 2. Alors le groupe symétrique &, agit
fidélement sur TF], si ce dernier ensemble est non vide. Cette action se
définit en posant:

c'((F1,Fz, ,Fn),(t1,tz,...,tn))‘((Fo-(n ’FO'(Z)’ .y FU(n))'(tO'(I):tO’(Z):-"vtO’(n) ))

Définition 4 4 (Puissances symétriques)

La n-iéme puissance symétrique T/ d'une F-espéce T est
définie pour F dans &, par:

T™Fl/z , si TFl=@
T flF] =
o , sihon

ol = est 1a relation d'équivalence sur TP[F] dont les classes sont les
orbites de l'action de S, sur T*(F], décrite ci-dessus.
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Il est intéressant de remarquer que l'orbite (pour cette action)
d'une T™-structure sur F, est toujours de cardinalité ni, si T[F}=& . On
en vient alors a 1a définition suivante:

Définition 4.5 (Exponentielle)

" Soit toujours F=(,D) un laboratoire dont 1a lot de dissection D
est strictement co-commutative et fidele, et T une F-espéce telle que
pour tout objet nul N de &, on ait TIN] = B. L' exponentielle de T est alors

définie par:

= n
2P(T) Zwr h

Le lemme 4.1 rend légitime cette définition. De plus les
propriétés suivantes de I'opération ©xp sont valides.

Proposition 4.3

Soient Tet P des F-espéces vides sur les objets nuls de &, et
soient respectivement O et 1, les FF-espéces neutres pour les opérations
“+" et "e" , Alors on a:

a) op(0) = |
b) oP(T+P)—=— pp(T)e p(P)
Démonstration

La démonstration procéde de fagon analogue & celle donnée
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traditionnellement pour les identités correspondantes pour l1a fonction

exponentielle usuelle. La seule différence notable réside dans le fait qu'on'
doive construire 1'isomorphisme de b). Or 1a co-commutativité de D assure
I'existence d'un isomorphisme naturel TeP —=—» PeT cohérent avec les
isomorphismes d'associativité et d'unité. Cet isomorphisme sert alors 3
construire un autre isomorphisme:

| (TP —=— ZOMT"M'WKn—kn

A
Pour une autre approche a ce genre d'identité, voir DUr [D1].

Proposition 4.4

Désignons par X la F-espéce des “objets irréductibles”,
c'est-a-dire;
{F} , st Festunobjet irréductible (pour D)
X[F] =4
, sinon

et rappelons que la F-espéce uniforme U est telle que pour tout F dans &,
on a UIF]={F}]. Supposons de plus que la loi de dissection D est
co-commutative, fidéle et a décomposition unique. Avec ces hypothéses, on
a un isomorphisme naturel:

oPp(X) =— U
Démonstration

Une oxp(X)-structure sur F, est par définition une classe
d'équivalence (pour la relation d'équivalence = décrite a 1a définition 4.4)
de décompositions strictes de F en composantes irréductibles. Or lorsque
la lot de dissection est 3 décomposition unique, il n'y a qu'une seule telle
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classe. On a donc bien une bijection naturelle entre mxp(T)F] et U[F]

puisque chacun de ces ensembles n'a qu'un seul élément. A

Exemple 4.2

Dans le 1aboratoire $=(&,D) des permutations, on a introduit (voir
exemple 3.3) la S-espece des Cycles qui joue le rdle de l'espéce des
objets irréductibles pour ce laboratoire. L'isomorphisme correspondant 2
12 proposition 4.4 signifie dans ce contexte que toute permutation admet
une unique décomposition en cycles disjoints. D

Proposition 4.5

Quelque soit le laboratoire F considéré, désignons par 0 la
F-espece:

{F) , si F est un objet non nul.
OIF) -
@ , sinon

alors la F-espéce (1-0)' est I'espéce des décompositions strictes,
c'est-a-dire qu'il y a une bijection entre I'ensemble (1-0)1[F] et
I'ensemble des décompositions strictes de F. De méme, si le laboratoire F
est co-commutatif et fidéle, alors les structures de F-espéce oxp(0) sur
un objet F s'identifient aux classes de décompositions strictes, ou deux
sont considérées comme équivalentes s'il I'une peut étre obtenue de I'autre

par permutation des composantes. A
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Définition 4.6 (F-espéce des F-partitions)

Si le laboratoire ¥ est co-commutatif et fidéle, alors V'espéce
op(0) est appelée 1'espéce des F-partitions.

Observation

@ Dans le cas du 1aboratoire B=(1,D) des ensembles finis avec 1a
dissection usuelle, 0 est I'espéce des ensembles non vides et une
Dq:(O)-structure sur un ensemble fini A, est une partition de A en
parties non vides. m
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Pour un laboratoire F & décomposition unique, on dit qu'un objet F
est de degré n, s'il y a n composantes dans une décomposition de F en
composantes irréductibles. Lorsque le degré de F est n, on écrit ||Fll=n. On
dit que deux FF-espéces T et P ont un contact d'ordren, si et seulement si
il existe un morphisme de F-espéces oc:T— P tel que, pour tout F te)
que [IF{l<n, 1a fonction ocg: TIFl—— PIF] soit une bijection.

Définition 4.7 (Suites convergentes)

On dit qu'une suite {T J,eyy de F-espéces converge vers la
F-espéce T, si et seulement si, pour tout N 11 existe K tel que:

vn2K, T, 2 un contact d'ordre N avec T.

Si une suite {Tp}, ¢y converge vers T et aussi vers P, alors T et P
sont isomorphes. On écrit BmT,=T, lorsque la suite {T } ey COnverge
vers T.

Définition 4.8 (Continuité)
St F et G sont deux laboratoire a décomposition unique, alors un
foncteur Q:F-Esp— G -ESp, de 1a catégorie des F-espéces 3 la catégorie

des G-espéces, est dit continu si et seulement si

Bm T,=T entraine toujours Bim Q(T,) = Q(T)




33
Si F est un laboratoire a décomposition et ayant une loi de

dissection co-commutative et fidéle, i1 est facile de vérifier que
op:F-Esp—F -Esp est continue, c'est-a-dire que:

si 8m T, =T, alors &im &p(T,)= op(T)
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Chapitre 5

Cardinalité et D-invariant

2.1 Introduction

Pour F=(¥,D) un laboratoire fixé, on montre dans cette section
comment ] est possible d'associer aux F-espéces, des séries formelles de
facon a préserver les opérations qui viennent d'&tre introduites. Plus
précisément, si T et P sont des F-espéces, et si Card(T) désigne 1a série
genératrice qui sera associée a T, on voudra avoir:

D Card(0) =0

Il Card(1) = 1

ID) Card(T+P) = Card(T)+ Card(P)

IV) Card(TeP) = Card(T)-Card(P)

C'est pour ce faire que I'on introduira un "D-invariant” sur le laboratoire F.

Définition 5.1 (Laboratoire a extension finie, Ext)

Un 1aboratoire IF= (¥ ,D) est dit & extension finie si et seulement
si, pour tout couple d'objets F, et F,de &,

D) I'ensemble des FeF tels que (F,,F,)eD(F) est fini, on désigne
alors par Ext(F, F,) I'ensemble:

Ext(F,F,) = {FeF ,tels que (F,,F,)eD(F)},
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et on dit d'un élément de Ext(F,,F,) que c'est une extension de (F,,F,).

I) Soit F une extension de (F,F,), et soit (6,,6;) un couple
d'objets de & tel que Ext(6,6,)=d; alors pour toute paire de fléches
oy Fy— 6, et o F,— G dans &, il existe un et un seul objet 6 de &
et une seule fléche oc: F— 6 telle que D(oc),=0¢, et D(ox) ,=0x,.

La condition II de cette définition signifie intuitivement que Ext
est un concept naturel. Nous désignerons par || I'ensemble(*) des
classes d'isomorphisme de &, et on dira d'un élément de || que c'est un
lype d'objet de &F. Le type d'un objet F de & sera normalement désignée
par |F|. Cependant, S‘ll n'y a pas risque de confusion on désignera encore
plus simplement par F cette classe.

(*) Dans ce travail on peut supposer que tous les groupoides
considérés ont un ensemble dénombrable de classes d'isomorphisme.

Remarque

& Tous les laboratoires considérés dans ce qui suit seront aussi a
extension finie et finitaires, de plus on supposera toujours qu'il n'y
a qu'un "seul” objet nul (a isomorphisme prés). m
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2.2 D-invariants

Soit A un anneau commutatif unifére topologique séparé.
Définition 5.2 (D-invariant)
Soit F=(¥,D) un laboratoire a extension finie, un D~ invariant ¥

sur le laboratoire F est une fonction ¥:|%|—-A. Cette fonction,

constante sur les classes d'isomorphie de &, devra satisfaire de plus aux
conditions:

D¥(F)=1, siF est 1a classe d'isomorphie des objets nuls de &

ID Quelque soit le couple (F,,F,) d'objets de &, on aura:

7(F, )3'(F2)=Z?(F)

ol la somme a lieu sur 'ensemble des triplets (|F|,6,,6,), ou |F| varie
dans l'ensembles des types de &, et ou (6,,6,) est une dissection de F
telle que G4=F, et G,=F,.

I La famille {¥(F))¢¢ || est sommable.

Exempie 5.1

Considérons le laboratoire & des ordres totaux munis de 1a loi de
dissection K qui associe & I'ordre A I'ensemble des couples (¢,n), ol ¢ est
une section initiale de A et m est la section finale correspondante. Le
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laboratoire B est a extension finie, en fait lorsque Ext(\,\;) est non

vide, c'est un singleton. On en conclut que les seules identités que doit
satisfaire un K-invariant ¥ sur B sont: ¥(&)=1 et ¥(e)(n)=7(\) pour
chaque triplet (¢,m,%) oU (¢,m)€K(N). On peut donc introduire sur B le
K-invariant ¥, a valeur dans NI[[x]), tel que ¥(\)=x", si n est 1a cardinalité
de I'ensemble sous-jacent a \. n]

Remargue

® Pour toute famille {3F}Fe|8'|: oU les ag sont des entiers, la
famille {ap¥ (F)ge| g | est sommable.

Comme le produit de deux familles sommables est sommable, on
peut déduire de la propriété I de 1a définition des D-invariants, que:

Lemme 5.1 '
Z Z ahb',z v(F) = z aﬂb,=2 (| Z Y(F)

Fe|F| (FuFeDP) (Fy.F2e | 5|2 F[.6..62)

- Z 3 by, T(F) 7(F)
(FnFe | F |2

- Dle 1P b (F)

Fe || Fe ||
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2.3 Cardinalité

Définition 5.3 (Cardinalité)

S1 T est une F-espéce, 1a cardinalité de T est 1a série formelle:

Card(T) = Zt, 7(F) , out, = *TIF]
Fe|F|

11 est donc immédiat que si T-=— P on aura Card(T)=Card(P).

Nous aurons souvent a considérer des invariants sur un laboratoire
F a décomposition unique. Dans ce cas I'anneau A sera un anneau gradué
(sur W), et le D-invariant ¥ sera un morphisme d'anneau gradué. Dans ce
cas, la cardinalité est continue,i.e.

st 8mT,=T alors fim Card(T,)=Card(T)

xe| S

Sur le 1aboratoire L des ordres totaux avec 1a lof de dissection M
décrite a I'exemple 3.2, on peut introduire e M -invariant:
TON)=x"ny
ou n est 1a cardinalité de 'ensemble sous-jacent 3 \. La cardinalité d'une
L-espéce T est alors 1a série:

T(x)= znzotnxn/m

ou t, est le nombre de structures de L-espéce T sur n‘importe quel
ensemble totalement ordonné (de cardinalité n).

Par contre sur le laboratoire & des ordres totaux munis de la
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dissection K, on a introduit a I'exemple 3.2 le K-invariant:

y(\)=x" ,
ol n est la cardinalité de I'ensemble sous-jacent a \. La cardinalité d'une
B-espéce T est alors plutdt:

T(x)=z tnx"
n20

ou t, est le nombre de structures de B-espéce T sur n'importe quel
ensemble totalement ordonné (de cardinalité n). o

Proposition 5.1

Pour toutes F-especes T et P, on a les identités suivantes:;

a)Card(0)=0
b) Card(1) = 1
¢) Card(T+P)=Card(T)+Card(P)
d) Card(TeP)=Card(T)-Card(P)

Démonstration
a) est évident.

D) résulte de ce que tous les objets nuls sont isomorphes.
) aussi est évident.
d) On a par définition de 1a cardinalité:

Card(TeP) = Z *TeP(F] #(F)
Fe ||

or par définition du produit de F-espéces, et en vertu du lemme 5.1, on a
encore:



= 2 Z ’T[FJ ’p[Fg] v(F)
F

] 3' (F1.F;)CD(F)

=Z *TIF,Ja(Fy) Z *PIF,] ¥(Fp
Fe || Fe| 5|

qui est exactement Card(T)-Card(P). A

Corollaire 5.1

D) St pour une F-espéce T, (1-T)"! est bien dérinte, alors:
Card((1-T)" ! )=(1-Card(T)) ! .

* ID S1 2p(T) est bien définte, alors:

Card(ogp(T)) = Zk o [Card(T) 4,

a Plutét que d'intercaler i¢i une liste d'exemples, nous avons
préféré les regrouper dans le chapitre suivant. m
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Chapitre 6

Quelques Laboratoires

Les laboratoires que nous présenterons ci-dessous servirons 2
illustrer certains des concept introduits dans ce travail. Deux exemples
beaucoup plus détaillés seront présentés aux chapitres 7 et 8. La présente
démarche généralise plusieurs autres suggérées par Bender-Goldman, Dir,
Henle, Leroux, Stanley, ou Rota. De plus elle s'inscrit dans 1a continuation
des travaux de A.Joyal.' En conséquence, tous les exemples présentés dans
ces travaux fournissent des exemples de laboratoires, modulo les
transformations de contexte nécessaires.

= ort

Quel que soit le groupoide &, pour chaque entier non nul n, on peut
définir le groupoide " dont les objets sont les n-tuplets (F,F,,..,F,)
d'objets de &F. Une fleche @:(F,F,,.. F )~ (6,6,,..,6,) de F" est
n-tuplets (e@,¢,,..,9,) de fléches ¢, :F,—— G, de &. Soit F=(¥,D) un
laboratoire fixé; on construit un laboratoire F"=(S" D) sur le groupoide
F" en définissant une loi de dissection D" qui associe & un objet

(Fy,Fg, ... ,F,) de ¥ I'ensemble des couples:
((6,,6,,...,6,),(H,H,, ... ,H))) , ou pour chaque k, (6, ,H, )eD(F, )

Pour deux entiers n et k tels que n<k on peut définir un foncteur:
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T FK—» FN
en posant T(F,F,,..,F, )=(F,F,,.. F,). Toute F'-espéce T donne lieu 3 une
FX-espéce via le foncteur T0¢ défini en posant T(T)=Tom.

Exempile 6.1

A partir du laboratoire B=(®,D) des ensembles finis, on peut
construire le laboratoire B" des ensembles a n sortes de points. On dit d'un
élément, apparaissant dans 1a k-1éme composante d'un objet (A,,A,,...,A,)
de BN, que c'est un point de sorte k. |1 est facile de voir qu'on peut
introduire sur BM le D"-invariant ¥ :

ar(A,,Aa,...,A,,)aﬂ-kx;"ynka ,

0U le prodult s'effectue sur l'ensemble des k, 1<k<n, et ou n, est la
cardinalité de I'ensemblie Ay . On désigne par T(x,X,...,X,) 1a cardinalité
qui est associée a une Bf-espéce T par l'introduction de cet invariant.
C'est une série formelle & n variables.

On obtient une somme et un produit pour les Bf-espéces en
interprétant les définitions des chapitres précédants. D'autre part, i1 est
facile d'étendre la définition (rappelée ci-dessous) de 1a substitution des
B-espéces, pour obtenir une substitution de n Bk-espéces P,,P,, ... et P,
dans une B"-espéces T. Le lecteur est référé a l'article de A Joyal e
Théorie Combinatoire des Séries Formelles, pour cette définition,
Rappelons que:



Définition 6.1 (Substitution des B-espéces)

Si T et P sont des B-espéces et P[@]=2, alors on peut définir une
nouvelle B-espece ToP dont les structures sur un ensemble fini A,
correspondent a 1a donné:

I) d'une relations déquivalences = sur A,
1) d'une T-structure sur A/s,

1) et enfin de P-structures pg sur chaque classe d'équivalence B
selon l1a relation =.

Désignons par X; 1a Bf-espéce caractéristique des singletons de
sorte 1, C'est-a-dire:

{(AyAy .. ,A))} , siAjest un singleton
X{(AyAg, ..., A )] = et A =1 sik=i.
[ , sinon.

11 est facile de vérifier qu'on a alors T=T(X,X,..,X,), ce qui justifie ide
désigner par T(X,,X, ...,X,) 1a B"-espéce T. La cardinalité de Xjestxy.0

Définition 6.2 (Opérateurs de dérivation partielle)
Pour T une BRM-espéce, on définit des opérateurs o/9%, (pour

O<k<n) de gérivation partielle, en posant, pour (A, A,, ... ,A,) dans B
(/X TIAL A, .., ADI=TI(ALA,, .. A +{4),... A )]




Il est facile de vérifier que:

((Q/X)T )Xy, Xa, .. X)) = (/3% ) (T(Xy,X5 ... ,X,)) A

La proposition suivante s'établie facilement, voir G.Labelle [L1],
ou C.Blais et P.Leroux [BL1].

Proposition 6.2 (Puissances divisées de Yo/9X)

‘L'opérateur combinatoire (Ya/aX)" est combinatoirement divisible
par nl (on écrit igi X et Y plutdt que X, et X,). On peut interpréter
(Yo/2X)" £y combinatoirement comme suit. Soit T une B2-espéce et (A,B)
dans B2 on a:

[cvaraxr fy ] A 8- Z(M.Bz)e D(B)#Byen | N OvBel

on montre alors que:

[Zn(va/aX)" i ] T(X,Y)=T(X+Y,Y)
A

En conclusion de cette section, remarquons que de fagon générale,
on peut toujours définir le produit de deux laboratoires F=(¥F,C) et
6=(9,D) comme étant le laboratoire FxG dont le groupoide est 1a
catégorie produit ¥xg de & et @, et dont 1a loi de dissection CxD associe
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au couple (F,6) dans ¥x@ l'ensemble des couples ((F,6,),(F,,6,)), ou

(F,F,)eC(F) et (G,,6,)eD(6).



8 (Inspiré de A.Longtin [L3])

Soit G un groupe (multiplicatif) fini fixé. Désignons par <g> le
sous groupe de 6 engendré par un élément g de 6. Une action (A,x) de <g>
sur un ensemble fini A, est une fonction:

0C(PXA— A
telle que:

D «(1,2)=a , pour tout acA.
I o(g,x(h,a))=cx(gh,a) , pour tout a€A et tout g,h dans <g>.

On dit d'un sous-ensemble B de A qu'il est /nvariant pouf o, st et
seulement si pour tout beB on a o(g,b)eB.

On défini un groupoide 64, dit des 6-é/éments, dont les objets
sont les tripiets (A,oc,g), ol A est un ensemble fini, g est un élément de 6,
et o est une action de <g> sur A. Une fléche ¢:(A,0¢,g)— (B,B,h) de Gg;
est une bijection ¢:A—=—B telle que pour tout aeA, on ait
B(h,¢(a))=¢(ox(g,a)).

On fait de 6q; un laboratoire Gg; en introduisant 1a loi de
dissection D qui associe a un triplet (A,o¢,g) I'ensemble des dissections
((A,0¢4,0),(Az¢5,0)), OU AjtA=A avec A, et A, des invariants pour «, et
ol ocq et ocp sont respectivement les traces de o sur A et A, 11 est clair
qu'un objet (A,oc,g) de 64; est irréductible pour cette lol de dissection, si
et seulement l'action o est transitive.

On désigne par O l'objet nul de Gg; , c'est-a-dire le triplet
(2,1dg, 1).
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servat
® Pour ge6 fixé, oc(g,-) est une permutation de A. m

Définition 6.3 (Substitution de Ggy-espéces)

Pour T et P deux Ggj-especes, on construit 1a Ggy-espéces Top
dont les structures sur un objet (A,c,g) de 64 correspondent a la donnée:

D d'une partition ® de A compatible avec o(g,-), c'est-a-dire que
deux élémants a et b de A sont dans 1a méme partie de P, si et
seulement si ax(g,a) et ac(g,b) sont dans 12 méme partie de P.

I) d'une T-structure sur (A/®,0c/®,g), ol /P est l'action sur
A/® dont l'effet sur une partie BeA/® est définit de 1a fagon
habituelle, a savoir que (oc/®Xh,B)={cx(h,b)|beB} pour he6; (La
compatibilité la partition ® avec o« assure qu'on a 13 une bonne
définition.)

ID) enfin, pour chaque BeA/®, on se donne une P-structure sur
(B,xg,9). L'action ocg sur B est définie pour beB en posant
aglh,b)= cx(h,-)K(b), ol k est le plus petit entier (>0) tel que
och,-)K(b) soit dans B.

|1 est aussi possible de définir un foncteur Fixg qui transforme une
B-espéce T en Gg)-espéce.



Définition 6.4 ( Fixg)

Soit T une B-espece donnée, on peut construire une Ggj-espéce
Fixg(T) en posant, pour (A,x,g) un objet de Gg;:

Fixg(T){A,x,g] = { teTIAl] Tlou(g,-)I(t)=t }
S1 de plus ¢:(A,0,g)— (B,B,h) est un fléche de Gg;, on peut définir:
Fixg(T)le): Fixg(T)A,x,gl—— Fixg(T)[B,B,h],
en posant, pour teT[A] tel que Tloc(g,-)I(t)=t:
Fixg(Tlel(t)=Tlelt).
En effet on vérifie facilement que Tlel(t) est un objet de Fixg(T)(B,B,h]

en utilisant le fait que ¢ est un isomorphisme d'action. La fonctorialité de
Fixg est aussi factle a vérifier.

Il est enfin facile d'adapter 1a démonstration de 1a proposition 7.5
du chapitre suivant, pour obtenir:
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osition 6.3

Le foncteur Fixg est tel que pour T et P des B-especes
quelconques, il existe des isomorphismes naturels:

D Fixg(0) —=— 0

I Fixg(1)—=— 1

D Fixg(T+P)—=— Fixg(T)+Fixg(P)

IV) Fixg(Te P)—=—» Fixg(T)eFixg(P)

V) Fixg(ToP)—=—» Fixg(T)oFixg(P), ol P{0]= 2 A
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On désigne per B le laboratoire (B,D) des ensembles finis, muni
de la dissection habituelle. Par définition, 8y, est la catégorie des
ensembles finis avec comme fleches les fonctions injectives.

Définition 6.5 (Espéces ensemblistes)

Une espéce ensembliste R est un foncteur contravariant de Bw a
valeur dans 8:
R: Sm’ — 8
tel que R(Z]=2.

Comme dans le cas des espéces étiquettées, on a donc pour chaque
injection j:A>— B une fonction R(jl:R(B}— R[A] qui associe & chaque
R-structure t sur B une R-structure R[jl(t) sur A appelée 1a restriction de
t 1e long de j. On désigne encore par tln cette restriction.

Définition 6.6 (Laboratoire associé 3 une espéce ensembliste)

Le /aboratoire R associé 3 l'espéce ensembliste R est constitué
de 1a donnée:

D) D'abord, du groupoide des couples (A,r), ol reR[A] pour A un
ensemble fini. On désigne parfois par r I'objet (A,r) et on dit que A
est I'ensemble sous-jacent a r. Une fléche ¢:(A,r)—=— (A,r,) du
groupoide en question est une bijection ¢:A,—=— A, telle que
Rlelr)=r,.
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1) De plus, on se donne 1a loi de dissection X définie par:

XA ={ (A (Agra) | (A ADEDIA), ryorly, et rpor], )

Cette loi de dissection est toujours co-commutative, fidele et a
décomposition unique. Les objets irréductibles sont les R-structures sur
les singletons.
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6.4 Leg espices de Mébius

Pour T un catégorie on désigne par FL(T) le groupoide dont les
objets sont les fléches de T. Une fléche t:f-=» g entre deux objets f, g de
FL(T) est 1a donnée d'un couple (t,t,) d'isomorphismes de T tels que
TL1=g07,.On introduit sur FL(T) 1a loi de dissection D telle que:

D(N)={(g,h | gon=1}
En général cette loi de dissection n'est pas finitaire; c'est pourquoi on se
restreint au cas ol la catégorie considérée est telle que:

Définition 6.7 (Catégories de Mobius)

Une catégorie de Mibius T est une catégorie telle qde le
l1aboratoire (FL(B),D) soit & décomposition finie.

Remarque
m La loi de décomposition d'un laboratoire M g5 construit de cette
fagon n'est pas co-commutative en général. Les objets nuls de Mg
sont les fleches identités de B. m

Pour plus de détails sur ces laboratoires et les invariants qu'on
peut introduire sur ceux-ci, voir P.Leroux Catégories Triangulaires(.2] et
Content-Lemay-Leroux [CLL).
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6.5 Les espéces vectorielles

Soit K un corps fini , de cardinalité q, et Umtx le groupoide des
espaces vectoriels de dimension finie sur K, avec comme fléches les
transformations linéaires bi jectives. Pour V un objet de Uect i , on pose:

D(V)={(V,,Va) | V,8V,=V o0l V, et V, sont des sous-espaces de V}

L'action de D sur les fléches de Uect i est évidente. La loi de dissection
ainsi obtenue est co-commutative, finitaire et fidéle. Le laboratoire
V =(Vect D) n'est cependant pas & décomposition unique, parce qu'un
sous-espace admet en général plusieurs sous-espaces suppiémentaires.
Les objets irréductibles de ¥ sont les espaces de dimension 1, et I'objet
nul est I'espace 0. Pour V, et V, des espaces sur K, Ext(V,,V,)={V,8V,}.

Proposition 6.4

On obtient un D-invariant ¥ sur V en posant, pour VeVUect i, que:

= - 1 ] =a L] =‘
v (1-q)T1-¢) (1-qm) X" »0UN dimension de V" et g=*K
Démonstration

11 sagit de montrer que le nombre de dissections d'un espace V de
dimension n en sous-espaces V,,V, respectivement de dimension k et n-k,
est bien le g-binomial:

[V'v"z] ) (1-a)1-¢?)...(1-q")

(1-X 1-¢2)... (1-g*)(1-g)( 1-@2)...(1-q"*)
avec q 1a cardinalité de K. Mais ceci est bien connu, voir par exemple
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Bender et Goldman [BG1]. A

lemme 6.1

Désignons par Bn(q@) le nombre de fagon d'écrire un espace V de
dimension n sur K comme somme directe de sous-espaces de V, sans tenir
compte de l'ordre des facteurs. On a alors:

1 X 1
2P( Ty T1-q)T1-a) (1-g" * )=1* Znt BT ) Th-g (1™ X
Démonstration

Cect est une conséquence immédiate de 1a proposition 4.5 et de la
définition 4.6.

A

Les nombres B,(q) sont des q-analogues des nombres de Bell. Pour
s'en convaincre, 11 suffit de poser x=(1-q)t dans I'i/dentité du lemme 6.1, et
de faire tendre q versi. En comparant les coefficients de t" 4, des deux
membres ainsi obtenus, on trouve:

Umq_,, Bn(Q) = Bn

oui B, est le niéme nombre de Bell.
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6.6 Le laboratoire des groupes cycliques

Désignons par X le groupoide dont les objets sont les groupes
cycliques finis et les fleches sont les isomorphisme de groupes. On
considére sur % 1a loi de dissection D qui associe a un groupe cyclique K
I'ensemble des couples (G,H), ol 6 est un sous-groupe de K et H=K /g .
Remarquons qu'un sous-groupe d'un groupe cyclique est uniquement
caractérisé par ia donné de son ordre (qui est bien entendu toujours un
diviseur de l'ordre de k). |1 est facile de vérifier qu'on peut introduire sur
le laboratoire K=(%,D) le D-invariant ¥ défini, pour un groupe cyclique K,
d'ordre n, par ¥(K)=n"3(s varie dans le corps des complexe). La cardinalité
T(s) d'une K-espéce T est alors 1a série de Dirichlet;

n2t [z"]
puisque les groupes Zn forment un systeme de représentants des classes

d'isomorphisme de groupes cycliques finis. La cardinalité de 1a K-espéce
uniforme 2 est 1a fonction { de Riemann.

On donne donc ainsi une interprétation combinatoire pour les
séries de Dirichlet de méme que pour les opérations sur celles-ci. Par
exemple on a la K-espéce ¢ qui associe & tout groupe cyclique K,
I'ensembie des éléments de K dont I'ordre est maximal. |1 est clair que sur
un groupe cyclique K, une structure de 1a K-espéce dez correspond a la
donnée d'un élément, d'un certain sous-groupe de K, dont l'ordre est
maximal dans ce sous-groupe. Puisqu'il y a toujours un et un seul tel
sous-groupe de K, on en conclut que dez=¢, ol ¢ est la K-espéce telle que
¢[K]=K. Ceci donne I'identité bien connue:

24|n #(d)=n , 0U @ est 1a fonction d'Euler.
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8 (tiré de Nava-Rota [NV1])

Désignons par B le groupoide EL(Partition) des éléments de la
B-espéce Partition. Les objets de B sont donc les couples (A,P), ol P est
une partition de A. Nous écrirons parfois plus simplement ® pour un tel
couple. On considére sur B la loi de dissection D telle qu'une dissection de
(A,P) soit un couple ((A,,®,),(A,,P,), ou A, et A; sont des unions de
parties de P, A,*A,=A, et enfin P; est la partition de A induite par ®.
Plus généralement si B est un sous-ensemble de A , et si P est une

partition de A, on désigne par Py la partition de B induite par ® définie
comme:

Pg ={CNB | C est une partie de ®, telle que CNB =2}

Cette loi de dissection est co-commutative, fidéle et 3 décomposition
unique. Les objets irréductibles sont les partitions a une seule partie. Le
laboratoire P=(B,D) est a extension finie et admet un D-invariant ¥
défini dans ce qui suit. Remarquons d'abord qu‘un type de partition sur un
ensemble fini A de cardinalité n, est caractérisé par la donnée de
A=A, Az, - Ap) Un n-tuplet d'entiers (20) tels que n=X +2\;+3A3+... +n),.
Posons comme & la section 6.2, xr=xMxr2-x M 0l X=(XyXpXs,....).
Posons encore:

Autm-” e M DX

Le D-invariant ¥ sur P est défini par:

TO)=x*autn)

On désigne par T(x,XsXs3,..) la cardinalité d'une P-espéce T
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correspondant a ce D-invariant. 0. Nava et G.C. Rota ont montré que ¥ est un

D-invariant, et qu'il est possible d'intoduire une substitution sur les
P-espéces de fagon a ce que la cardinalité (ToP)(X,,X,Xs,..) de la
substitution corresponde a 1a série T(Py,P,,Ps, ...), 0U Pp=P(X;y ,Xop, Xzg, . ).
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Chapitre 7

Le laboratoire des permutations

L'étude détaillée du laboratoire des permutations est
interressante, non seulement parce qu'elle met en lumiére plusieurs aspect
des concepts introduits jusqu'ici, mais aussi parce que ce laboratoire joue
un rdle important dans 1'étude des représentations du groupe symétrique.

7.1 Introduction

Désignons par & le groupoide dont les objets sont les couples
(A,0), ol ¢ est une permutation de A, c'est-a-dire que ¢ est une bijection
0:A—=— A. Une fiéche ¢:(A,0)—-(B,T) de & est une bijection ¢:A-=—B
telle que T=¢po00p~!,

On obtient le 1aboratoire $=(&,D) des permutations, en munissant
le groupoide @ de 1a 101 de dissection qui associe A chaque nhiet (A o),

Pensemble des couples ((A4,04),(A,0,)) , ol

D AptA=A,
I o(A)=A, pour i€{1,2}, et enfin
) o, est larestriction 3 A, de 0.
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Le seul objet de S qui n'admet qu'une seule dissection est (J,1dy),

c'est I'objet nul de S. Les permutations cycliques n'ont que des dissections
triviales, ce sont les objets irréductibles.

La loi de dissection de ce laboratoire peut &tre décrite en
représentant une dissection d'une permutation ¢ de 1a facon suivante:

@ N @
::E @
| l

NCRCIRTo
ONMNC,

Elgure 2

Nous verrons (voir lemme 7.1) qu'on peut introduire sur § le
D-invariant:

xf' xgz x:"

¥(o)=
dyl 191 dgl 2% - ¢ tn%

oU d; est le nombre de cycles de ¢ ayant longueur i, n est la cardinalité de
I'ensemble sous-jacent a o, et les x; sont une infinité de variables

distinctes. Pour simplifier I'écriture de telles expressions, posons:
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Ddi= d)id;l - d;) , ol d=(dy,dy,...,d,)

I Aut(d) = d 1% d,12% - d in%
IlI)x"=x?‘x.“fz x,‘,'n , 00 X=(X;,Xs,... )

Le type cyclique |o| d'une permutation ¢ de A, un ensemble fini
de cardinalité n, est caractérisé par le vecteur (d,d,,..,d,) oU g, est le
nombre de cycles de ¢ ayant longueur {. On dit alors que ¢ est de type d.
Posons | dfl =1d,+2d,+...+nd,, 11 est clair que || dl| =n. Un type cyclique d
est un élément du monoide additif NN,

Lemme 7.1

a) Deux permutations ¢ et T sont isomorphes si et seulement si
elles ont le méme type cyclique (donc ¥ est bien défini).

b) Si A=As#A; et si 6, et g, sont respectivement des
permutations de A, et A;, alors i1 y a une et une seule permutation ¢ de A
telle que (0,,0,)eD(0). C'est donc dire que Ext(c,,0,) ne contient comme
seul élément que 1a permutation 6,+0, de A+A, Alors |o,+0,|=|0|+|0,).

c) Pour e et f eux types cycliques, alors I'ensemble des triplets
(d,0,,05), ou (0,,0,) est une dissection d'une permutation ¢ fixée de type

d=e+f, g, est de type e, et o, est de type f, a comme cardinalité dl foy . -

d) ¥ est un D-invariant.
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Démonstration
a) Bien connu.
b) Evident.

) Soit ¢ de type d=e+f, et soit encore D, 'ensemble des cycles
de longueur k de o (respectivement ¢, et G,). Alors il est clair que la
donnée de (0,0,) tel que spécifié, équivaut a la donnée sur chaque
ensemble D, d'une dissection D,=E+F, telle que *E,=e, et *F, =f,. D'oU
V'assertion.

d) Découle de a), b) et c). | A

Comme 1a cardinalité de 1'ensemble T{c] ne dépend que du type de
la permutation ¢, on pourra associer aux S-espéces T, une série
genératrice:

Card(T) =z|u|*ﬂol xlol /ut(|a|) -0 |o| varie dans |&|

Card(T) est une série a une Infinité de variables X,X,,.. ; on 1a désigne
encore par T(x,,Xa,..). La série génératrice ainsi associée a une S-espéce
est appelée série Indicalrice de cycles (ou plus simplement: sérve
Indicatrice). || découle des résultats du chapitre 5 que Card respecte la
somme et le produit.



62
Exempile 7.1

On désigne par C, 1a S-espéce caractéristique des cycles de
longueur n, c'est donc dire que:

{0} , si g est un cycle de longueur n
C.lol=
g , sinon

La série indicatrice de C, est x, £, . |1 est clair que (C )X/ est la S-espéce
caractéristique des permutations qui ont exactement k cycles tous de
longueur n. La série indicatrice de cycles de (C, )/ est (x,)X /nkcki). De
plus pour d=(dyd,..,d,), (CHCE .. C,‘,'n) /di est 1a S-espéce
caractéristique des permutations de type d, i.e. ayant exactement d, cycles
de longueur 1, d, cycles de longueur 2, ..., et d, cycles de longueur n. Le
lecteur aura probablement déja deviné que la série indicatrice de cycies de
cette S-espéce est ""/Aut(d)~ Enfin, désignons par Cycle la S-espéce
caractéristique des cycles, c'est-a-dire que;

{o} ,sioestuncycle
Cyclelo] =
g ,sinon

On observe que la série indicatrice de Cycle est X\, /. 8]

Exemple 7.2

Pour n et k deux entiers positifs non nuls, on désigne par Chkla
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S-espéce telle que pour o une permutation de I'ensemble fini A, on ait:

{B|BCA, *B=n, et ck(B)=B }, si & est un cycle de longueur nk
Cn'k(A,o.]=
@ ,sinon.

On dit d'une C, y-structure sur un cycle ¢ (de longueur nk), que c'est un
cycle n-pointé. La série indicatrice associée a cette espéce est X, /n.0

La loi de dissection du laboratoire S est strictement
co-commutative, fidéle et a décomposition unique. De plus, on a déja
remarqué que 1a S-espéce Cycle est la S-espéce caractéristique des
objets irréductibles de ce laboratoire. |1 découle donc de la proposition 4.4
que:

Corollaire 7.1

”‘P(Zm Xa/n ) = z"“/mt(d)

0U x=(X4,X2,X3, .. ) €t d varie dans l'ensemble des tuplets (d,,dpds,...,d,)
avec n quelconque. A
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1.2 Dérivations

D'autres opérations combinatoires intéressantes peuvent se
définir sur les S-espéces. On a par exemple:

Définition 7.1 (Dérivations)

L'opérateur 8, de n- gérivation sur les S-espéces se définit en
posant, pour T une S-espéce et (A,0)eS:
SnT[(A,o)] =TI(A+{1,2,...,n}, o+c,)l

ou ¢, est le cycle sur {1,2,...,n} tel que:

1+1 ,siikn
Cp(i) =
1 ,sii=n

Exemple 7.3
11 est clair que 1a S-espéce 5,C, est telle que:

{0} ,sin=ket g estlaseule
5nCilol = permutation de &
g ,sinon

En particulier, on obtient que §,C,=1. a

i1 vient encore facilement que:
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Proposition 7.1

Quelle que soit 1a S-espéce T, alors:
(8, THXy,%g, ... )=(N3/3%, )T (X,Xs, ... )
A

I est factle de vérifier que 3, est une dérivation, a savoir que §,
est linéaire et que:

§,(TeP)=(5,T)eP + Te(5 P).
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1.3 Substitution

Afin de pouvoir définir l1a substitution pour les S-espéces,
commengons par donner les définitions auxiliaires suivantes:

Définition 7.2 (Relation d'équivalence compatible avec une permutation)

Désignons par Rel[A] I'ensemble des relations d'équivalence sur
un ensemble fini A. On fait de Rel une espéce sur les ensembles en
définissant le transport d'une relation = le long d'une bijection o, de la
fagon sutvante: écrivant plus simplement =4 pour Rellg](=) , on aura:

asgb , si et seulement si a(a)=a(b)

Pour 0 une permutation de A, on dit qu'une relation d'équivalence
P sur A (P est aussi une partition de A) est compatible avec ¢ si et
seulement si on a:
Rellok®)=P
Pour ® une relation d'équivalence on désigne par A/® l'ensemble
des classes d'équivalence de A suivant ®. Si P est compatible avec &, on
définit le quotient o/® de ¢ par ® comme étant 1a permutation de A/P
obtenue en posant, pour Be A/P:
(o/®P)XB)=0(B)
1a compatibilité de o avec P assure que c'est 1a une bonne définition.

Enfin, pour chaque classe d'équivalence BeA/®, on définit la
trace og de o sur B en posant, pour beB, que gg(b)=0¥(b), ol k est le plus
petit entier (>0) tel que oK(b) soit dans B (k ne dépend que de B).
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Définition 7.3 (Substitution des S-espéces)

Soit P une S-espéce telle que P[(J,ldy)]=3, et T une S-espéce
quelconque. La swstitution T(P) de P dans T se définit de 1a fagon
suivante: pour (A,0)€@, une T(P)-structure sur (A,o) est 1a donnée:

1) d'une relation d'équivalence ® sur A compatible avec o,

1) d'une T-structure sur (A/P,c/P),

I et enfin, pour chaque Be A/®, d'une P-structure pg sur (B,og),
avec 1a condition de compatibilité: P{o](pg)=py(s).

Note
® Une version partielle de cette définition est donnée par A.Joyal

dans [U1] m

Il est plus facile de comprendre le sens de cette définition si 1'on
a une bonne compréhension des concepts de compatibilité d'une relation
d'equivalence = avec une permutation o, de quotient 6/= d'une permutation
o par une relation compatible =, et enfin de la trace og d'une permutation
¢ sur une classe B. Nous illustrons ci-dessous ces concepts. Rappelons
d'abord que 1a donnée d'une relation d'équivalence sur un ensemble fini,
équivaut a 1a donné d'une partition sur ce méme ensemble.

D Une partition ® compatible avec ¢ prend en général l'allure
suivante:



ID La permutation o/P peut alors é&tre représentée
géomeétriquement comme:

i 3-

) Enfin, 1a trace gg de o sur B une classe de P se représente

a) dans le cas ou gg coincide avec la restriction de o 2 B, comme:
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b) et dans celui pour lequel og fait effectivement intervenir les composés
de g, comme:

Ce n'est que dans ce dernier cas que 1a condition de compatibilité
de 1a définition de substitution est non triviale. Elle impose que le choix de
1a P-structure sur chacune des parties soit le méme 3 transport de
structure prés.
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Proposition 7.2

D CpoCy=Cpy
dy nd; d dy dp d
m kao(C1 CZ ves Cn")/mg (CLK CZK . cn'kn)/dl
ol Cp y désigne 1a S-espéce des cycles de longueur nk, n-pointés.

Démonstration

D En fait, soit o une permutation telle que C,oC,[0] soit non vide.
La donnée d'une C,oC,-structure sur ¢ correspond & la donnée d'une
relation d'équivalence = compatible avec o, telle que:

a) 0/= est un cycle de longueur n,
b) et, sur chaque classe BeA/=, g est un cycle de longueur k.

On en conclut que ¢ est cyclique, puisque

-a) assure qu'on peut passer d'une classe a n‘importe quelle autre
classe via un composé de o, et que

-b) assure qu'au sein d'une classe on peut toujours passer d'un
élément un autre via un itéré de o.

De plus, il n'y a qu'une seule telle relation d'équivalence.

I) Nous désignerons par Ugq la S-espéce caractéristique des
permutations de type d. Donc Ug= (CHcf® .. C,‘,’")/m. Pour une
permutation g, une structure de S-espece C, \oUq sur ¢ nécessite d'abord
1a donnée d'une relation d'équivalence = compatible avec o, telle que:
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a) ¢/= est un cycle de longueur K,

b) sur chaque classe B de =, og est une permutation de type Ug

Or pour chaque partie B et chaque beB, O'B(b)=0'k(b). La permutation o aura
donc dy cycles de longueur jk (1<jsn), st d=(dy,do, ... ,d,). De plus, chaque
cycle de o intersecte chaque classe B en c/k points si c est 1a longueur du

cycle.

Pour compléter 1a donné d'une Cy yoUq-structure sur @, on doit
pointer le cycle 0/=. Mais ceci équivaut a choisir une des classe B. Le
choix de cette classe correspond a choisir j points sur chaque cycle de
. longueur jk de @, pour tout j, ce qui montre 1'assertion.

Il est important, pour 1a suite de cet exposé, d'observer que la
cardinalité de Cy 0Ug est (Xyy/ 1)H(xp/2)82 = (xgye /M Jgy

Proposition 7.3

Pour une S-espéce P fixée telle que P[@]=4, le foncteur
(-)oP:S-Esp—— S-Esp
préserve la somme et le produit de S-espéces, et leurs neutres respectifs.
De plus (-)oC, et C,o(-) sont tous deux I'identité de S-Esp.

Démonstration

Pour illustrer comment on procéde, montrons que (-)oP préserve
le produit, c'est-a-dire qu'on a naturellement (TeR)oP=(ToP)e(RoP).
Considérons donc une (TeR)oP-structure sur une permutation ¢. On a donc
d'abord une relation d'équivalence = compatible avec o, une
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(TeR)-structure T sur o/=, et enfin pour chaque classe B de =, une

P-structure pg sur og. Mais 1a (TeR)-structure T sur o/= correspond a la
donnée d'une dissection (T,,T,) de 0/= (telle que I'ensemble sous-jacent &
T, est réunion de classes de =, et de méme pour T,), d'une T-structure t sur
T4, et d'une R-structure r sur 1, La dissection (t,,1,) de 6/= induit une
unique dissection (¢,,0°;) de o, telle que 6/==1, et 0/s =1, On a donc une
(ToP)-structure sur o, et une (RoP)-structure sur o, c'est-a-dire une
(ToP)e(RoP) -structure sur ¢. La réciproque se montre en procédant
inversement.

Définition 7.4 (Substitution des séries indicatrices)

Pour t(x,X5Xs,..) et p(X,X,Xs,..) deux séries dans 1'anneau
Qflxy,%2Xs, .. ], 12 Série top est:

(top)(X1,xZ,X3, DL t(p1,pa,p3 3 e )

ou par définition, py=p(X 1x,Xox. X3k, --- )

Cette substitution a été décrite par Adoyal et étudiée
combinatoirement par G.C.Rota et O.Nava dans le contexte du laboratoire
des partitions (voir [RN1]). Nous envisagons igi une interprétation dans le
contexte des S-espéces. |1 s'avére que:

Propoesition 7.4

Pour T et P deux S-espéces avec P[0]=@ , et P tel que pour tout
(A,0) on ait Plo:(A,0)-23(A,0)]=dp(p ). Alors on aura toujours
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Card(ToP)=Card(T)oCard(P)

ol la substitution dans le membre de droite est la substitution
pléthystique.

0 tio

Pour un type cyclique d, désignons par Ty 1a S-espeéce:

Tlo] ,siletypede o estd
T4lol=
@ ,sinon

Pour toute S-espéce T on a alors T=24T4 On a déja remarqué que
(T+R)oP=(ToP) + (RoP), et il est facile de vérifier que
(ZaT@OoP =2.q(T4oP).

On se raméne donc a montrer la proposition dans le cas

Card(T4oP) = Card(T4)oCard(P),
puisque Card préserve 1a somme. Mais il découle de la définition de la
substitution que

Card(T4oP) = *T4dICard(U4oP),
o U est la S-espéce uniforme. Rappelons quon a toujours
(TeR)oP=(ToP )e(RoP), et que Card préserve aussi le produit, on peut
donc encore ramener 1a vérification du théoréme a la vérification plus
simplement de:

Card(C,oP) =(x /k)oCard(P)
Or
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Card(C,oP)= ZM (S #Pit) (o)

oU = varie dans l'ensemble des relations d'équivalence, sur un ensemble
typique, compatibles avec a, et telle que o/= soit un cycle de longueur K.
On a désigné par (=) le type de la trace de ¢ sur I'une des partie de =. Ce
type est indépendant de 1a partie choisie. On peut donc réécrire:

Card(C,oP)= Z‘*Pldl (S50 7@)

ou la somme Z,.g s'effectue sur I'ensemble des couple (o,=) avec o un
type de permutation, et = une relation d'équivalence compatible avec ¢
telle que o/= soit un cycle de longueur k et telle que pour chaque partie B
de : on ait gg de type d Il est 2lair quion %ot encore une foln ranend 3

montrer un cas plus simple de 1a proposition, a savoir:
Card(ckou d) = (xk/k)OCard(U d)'
Mais c'est 1a une conséquence immédiate de 1a proposition 7.2. A

Pour fllustrer les applications possibles de ce théoréme, nous allons
en déduire une généralisation de 1l'identité cyclotomique ([voir 10].
Rappelons d'abord 1a forme classique de cette identité:

(1-ax)™!= ” (1-xk)~MCock)
k21
ou M(ox,k)=k~ ‘Zd P u(k/d)ocd. Nous allons montrer que plus généralement

anl oc“xn/rfznz ,M(a»n)(me'nuk )

On obtient I'identité cyclotomique a partir de cette derniére identité en
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remplacant x, par x", et en passant 3 I'exponentielle de chaque membres.

Soit @ un alphabet (ensemble) fini de cardinalité oc. On désigne par

T 1a S-espéce teile que

{w]w:A—a}, si ¢ est un cycle
BlA,0]=
7] , sinon.

. La série génératrice de G est donc 2, ; ™, 4. Pour un cycle g, on dit de
weG[o] que c'est un mot cyclique sur ¢. La période m(w) d'un mot cyclique
w se définie de 1a fagon usuelle comme étant le plus petit entier k tel que
w(o¥(a))=w(a), pour tout a dans A. Si I'on désigne par &, 1a S-espéce des
mots cycliques de période n, il est clair que 8=, &,

On dit encore d'un mot cyclique qu'il est primitif, st sa période est
1a longueur du cycle sur lequel i1 est construit, et on désigne par P la
S-espéce des mots cycliques primitifs. 11 suit de ces définitions et de la
définition de la substitution, que &,=PoC,; donc G=),, PoC,. D'autre
part, 1a donné d'un mot cyclique sur un cycle de longueur n, équivaut a 1a
donné donné d'un mot cyclique primitif de longueur k, ol k divise n. C'est
donc dire que oc"=2k|n Pk, 0l py est le nombre de mot cyclique primitif de
longueur k. Une inversion de M&bius donne pk=Zd|ku(k/d)oc“. Comme 1la
série indicatrice de P est D, 1 PpXn/n, ON Obtient I'identité cherchée par
passage aux séries indicatrices a partir de G=2,,, PoC,,.

Un rapprochement entre la théorie des S-espéces et 1a théorie des
fonctions symétrique peut s'articuler autour de la substitution aux
variables x, des “"power sums” Pk=2,z,t,'§ , 1'une des bases classiques des

fonctions symétrique en les variables t,,t,,t;,... .-
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AJoyal, dans Une Théorie Combinatoire des Séries Formelles, a
montré qu'il y a une et une seule B-espéce Y solution (3 isomorphisme
prés) de 1'équation combinatoire:

Y=F(X,Y) , avecY(Z]=4,
ol F est une BZ-espéce telle que F(Z,21=2 et 3 fy F)IP,21=2. En fait il
donne une version a plusieurs variables de ce résultat. On a un théoréme du
méme genre dans le contexte des S-espéces que nous allons exposer dans
le cas plus restreint présenté ci-haut.

Il suit des définitions du chapitre 6 (section 6.1), quune
SZ-espéce T associe 2 chague couple (6,,0,) de &2 un ensemble T{o,,ozl
Désignons par X, et Y, les S2-espéces telles que:

' {(0,,0,)} , si 0, est un cycle de longueur un, et si 0=ldg
X,0,,0,1= |

| & ,sinon

' {(¢,,02)}, si 0, est un cycle de longueur un, et si 04=ldgy
Y1[0'1,02]= S

| & ,sinon

On peut évidemnent définir les opérateurs de dérivée partielle 9/3Xy , et
9/9Y) sur les §2-espéces, en posant

(B/anT)[0'1,Gz] = T[0'1*Ck,0'a]
(WBYkT)[O' 1,0' z] = T[o'bo'z"'Ck]

ou ¢ est un cycle de longueur K.



77

Soit F (ou F(X,Y,) une S2-espdce telle que F[0,0]=&, ot O
représente 1a seule permutation de I'ensemble vide. On dit qu'une S-espéce
T est une solution de I'équation Y=F(X,,Y), si I'on a T[0])=4, et:

T(X) =F(X,, T(X)
Plus précisément une solution de 1'équation en question est la donné d'un
couple (T,x), ot o est un isomorphisme oc:T(X,)—=— F(X,,T(X,)). Deux
solutions (T,o¢) et (P,B) sont dites isomorphes si et seulement si i1y a un
isomorphisme N:T—=— P tel que Bon=F(X,,n)oc. Dans ces conditions, on
a

Théoréme 7.1

Si F est telle que F[0,0]=2 et (a/aY1F)[0,0]=¢, alors 1'équation
Y=F(X,,Y) posséde une et une seule solution, 2 isomorphisme prés,

Démonstration

La démonstration se fait de fagon analogue a celle donnée par
AJoyal dans le cas des B-espéces. A
Exemple 7.4

Le lecteur pourra vérifier que 1a S-espéce & solution de 1'équation
Q = C10 (C3°Q)
n'a de structures que sur les permutations qui ont un cycle de longueur 1,

un cycle de longueur 2, un cycle de longueur 4, .. , et un cycle de longueur
2K, ]
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I51le t

Nous allons maintenant définir un foncteur Fix:B-Esp— S-Esp,
permettant d'associer a chaque B-espéce T une S-espéce Fix(T). On verra
que ce foncteur respecte les opérations "+","e" et "o",

Définition 7.5 (Fix)

a) Soit T une B-espéce et (A,0)e@ i.e.: ¢ est une permutation de A.
On pose:

Fix(T)(A,0)]={teTIA] | TloXt)=t}

Autrement dit, Fix(T) associe & une permutation I'ensemble des
T-structures qui admettent ¢ comme automorphisme.

b) Soit encore ¢:(A,0)-=—s (B, 1) une fléche de &(i.e.. T=¢@ogop1)
on remarque que pour t dans Fix(T)I(A,0)],ona

TI(Tle)t)) = Tlpogoe 1 ( Tlekt))
= TloloTlaloTle™"] ( Tlekt))
= TleloTlo](t)
= Tlel(t)
on peut donc définir:
Fix(T){e): Fix(T)(A,0)] —— Fix(T)I(B,1)]
en posant:

Fix(T)lel(t)=Tlel(t)

c) Soit enfin p: T—> P un morphisme de B-espéces, on définit:
Fix(p):Fix(T) —->Fix(P)
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en posant, pour (A,0)e® et teFix((A,0)], que:
Fix(p)y 5 (t)=p, (D)

1a naturalité de p assure que p,(t) appartient alors a Fix(P)I(A,c)).

Avec ces définitions, on a que:
Proposition 7.5

Le foncteur Fix est tel que pour T et P des B-espéces, il existe
des isomorphismes naturels:

D Fix(0) —=— 0,

D Fix(1)—=— 1,

ID Fix(Ug)—=— Ug,

IV) Fix(T+P)—=— Fix(T)+Fix(P),

V) Fix@/9x T)—=— §,Fix(T),

VI) Fix(Te P)—=— Fix(T)eFix(P),

VII) Fix(ToP)—=— Fix(T)oFix(P), si P[D]=-L.

Ou Up et Ug 'désigne respectivement la B-espéce uniforme et la
S-espéce uniforme.

Démonstration

Les cing premiers isomorphismes se construisent de fagon évidente.
Nous donnerons plus loin les raisons “philosophiques™ qui assurent
I'existence de ces isomorphismes. Cependant montrons comment construire
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les deux derniers.

V1) Rappelons qu'une TeP-structure sur un ensemble fini A, est un
quadruplet (A, A,t,p) , ol A=As+A,, teT[A,] et peP[A,] . Si o est une
permutation de A telle que TeP[g] laisse fixe (A,A,t,p), alors A, et A,
sont forcément tous deux laissés fixes par ¢. La permutation (A,G) admet
donc la dissection (au sens de S): ((A,,0,),(A50,)), ol 0; (1=1,2) est la
restriction a A; de ¢ .De plus on a que:

Tlo,J(t)=t
Tlo,l(p)=p
On peut donc définir n:Fix(Te P)—=— Fix(T)eFix(P) en posant:
NAL,ALLP) =(((A,,0)),(A,0,)),t,p)

VII) Une ToP-structure sur un ensemble fini A est 1a donnée d'un
triplet (®,t,(pg)g p) OU:

1) P est une partition de A,
2) t est une T-structure sur A/®,
3) et enfin, pour chaque Be®, pg est une P-structure sur B.

Une permutation ¢ de A est un automorphisme de (®,t,(pg)s. ) Si
et seulement si:

a) La permutation ¢ est un automorphisme de ®, c'est-a-dire
que 1a partition ® est compatible avec o.

b) La permutation ¢/® sur A/® est un automorphisme de t,
c'est donc dire que t est une Fix(T)-structure sur (A/®,0/P).
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c) Enfin pour chaque B dans P la trace oy (au sens de la déf.

7.4) de ¢ sur B est un automorphisme de Pg, puisque O‘|B coincide avec g
si 6(B)=B, sinon i1 existe un unique entier k>0 (qui dépend de B) tel que
ok(B)=B, or o est aussi un automorphisme de (®,t,(pg)s ). ON en conclut
que pg est une Fix(P)-structure sur (B,0g). La réciproque est aussi directe.

On conclut enfin de a), b) et c) que toute ToP-structure sur A
laissée fixe par une permutation ¢ de A peut s'identifier canoniquement a
une structure de S-espéce Fix(T)oFix(P) sur (A,0), et inversement. A

Cette derniére propriété du foncteur Fix permet de comprendre
intuitivement 1a définition de 1a substitution des S-espéces. En un certain
sens c'est la seule définition qui permet d'aveir 1'identité VI de la
proposition 7.5 . En conséquence, toute identité combinatoire entre
B-espéces se transporte via Fix en identité combinatoire entre
S-especes. Par exemple:

Exemple 7.5 (Voir G.Labelle [L2])

On peut facilement calculer la série indicatrice de Fix(®) en
terme de Fix(&®), ou G et & désigne respectivement les B-espéces des
cycles et des permutations (i.e. pour A un ensemble fini G[A] est
l'ensemble des permutations cycliques de A.).

Rappelons que 1'on désigne par U 1a B-espéce uniforme. 11 est bien
connu que &=UoT, on en conclue aussitdt que Fix(&)zUoFix(TB). Comme il
y a Aut(d) permutations qui commutent avec une permutation de type d, on
en déduit que 1a série indicatrice de 1a S-espéce Fix(&) est:
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Fix(&)x,,Xs,Xs,....) = -H-
)( 127213 ) n2
d'autre part l'identité Fix(@)=UoFix(B) assure que:

(1=x)!

FIX(G)(X1.X2,X3, ) = (ded/Aut(d) )OF‘X(G)

Or on a déja vu (corrolaire 7.1) que:

(2! /autar) = 29 (Znxnn)

d'autre part, il est facile de vérifier que l'inverse de (Z,xn /n) pour la

substitution est (Z‘ p(n)x, /n)' ol p est 1a fonction de Mdbius habituelle.
On en conclut que:

Fix(G) =Znn"u(n)m(ﬂk(l-xkn)" )

= -znn"q:(n)m(l-xn)

Remarque
® La série indicatrice de cycles de Joyal-Polya ZT associéea T,
s'identifie alors a la série Card(Fix(T))= Fix(T)Xx,X,,.. ), et on
déduit immédiatement des propositions 5.1, 7.2, 7.3 et 7.4 que:

D ZT+|,= ZT+ Z,,
D Zep=Z; Z,
m 2= a2,

V) ZT°p= ZTOZP |
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Remarque
® Toute S-espéce de 1a forme Fix(T) est telle que:
FIX(T)(A,Id,\]=TIA]
pour tout ensemble A. La S$-espéce Cycle caractéristique des

cycles n'est donc pas de la forme Fix(T). En effet, Cycle(A,ld,]= &

st #A=1.Donc le seul candidat T pour une identité de 1a forme:
| Fix(T)=Cycle
est T=1. Mais Fix(1)=1=Cycle. m

Cette dernieére remarque suggere de définir

Définition 7.6 (Le foncteur X)

Le foncteur X:5-Esp——B -Esp associe a chaque S-espéce T la
B-espece I(T) telle que, pour A un ensemble fini, on ait:
TMIAI=T(A,1dp)

i1 vient facilement que:

Proposition 7.7

Le foncteur X est inverse a gauche du foncteur Fix. De plus on a:

DX(0)—— 0,
DI1)—==1,
DIU)——> U,
IV) T+ P)—=— I(T)+X(P),
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VI) X(Te P)—=— X(T)eX(P),
VII) X(ToP)—=— X(T)oX(P),si P[0]=2. A

Correspondant au foncteur X i1 y a un passage de la série
indicatrice associée a une S-espéce T, a la série génératrice de la
B-espéce X(T).

Lemme 7.1
On a un morphisme d'anneau
%:Q{X4,%5,%3, ... 1—>Qlix]]

défini en posant (xtXx)=t(x,0,0,..), pour chaque t(Xy,X2,X3, .. ), Qui
respecte 1a substitution. De plus, si T(x,,x,,Xs, ..) est 1a série indicatrice
de la S-espece T, alors
T(T)(x)=(xTXx)
A

Toute B-espéce T donne lieu & une B%espéce définie en posant

[ TIAL , si #A=n, et si B=9,
TIA,B]=
&, sinon.

que l'on désigne par T(X). On désigne par T(Y) la B%-espéce obtenue en
remplacant, dans le membre de droite, A par B, et B par A.
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Proposition 7.8

Quelle que soit 1a B-espéce T, on a:
Fix( (Ya/aX)? A T()())=ann .n(Y,S,)‘“(YzSz)d?-" (Ynsn)dn/d! Fix(T)
Démonstration
Il suffit de montrer 1'identité dans le cas ou T=X"/nl, est la
S2-espéce caractéristique des ensembles de n points de sorte X,
c'est-a-dire
{A} ,si *A=n, et siB=4g,

(X"/n){A,B]=
@ , sinon.

On vérifie facilement que

(Ya/aX) fy (XP/nl) = Y7/

D'autre part,

F lx(x"/n!)=z 3
ldl|=n""d

oU £ désigne 1a S=espéce caractéristique des permutations de points de
sorte X. |1 s'agit donc de montrer que

= d1 dz... dl'l z
z" dll=n 34 z“n=n(Y181) (Y282)™2 (Y 8 )™ fy ldfl=n x,

ol ¥ désigne la S%espéce caractéristique des permutations de points de
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sorte Y. Mais on observe que:

S¢,sid=t
(Y8 (Y8092 (Y, 8, M fy () =
@ , sinon,
ce qui montre 1'énoncé.

A

Ceci suggére de désigner par Fix((Ya/aX)'/nl), I'opérateur
différentiel:

Z(Y,s,)dt(v,_sz)dz = (Y 8, ) gy

et alors, 1a proposition 7.8 prend 1a forme

Fix( (Ya/ax)P fy T)= Fix((Ya/aX)"/n!) Fix(T)
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apit

Les laboratoires sur espéces étiquettées

8.1 Introduction
Rappelons quon désigne par L le laboratoire des ordres totaux
muni de 1a 1oi de dissection M telle que pour (A,\) un ordre total, on ait:

M(A\)= {((A,,x1), (AzXp) | AfA=A et A, est larestriction d A, de x}

Par définition, &,,, est la catégorie des ensembles finis totalement
ordonnés avec comme fléches les injections strictement croissantes. Si A
est un objet de &;,;, on écrit encore Ens[\] pour I'ensemble sous-jacent &
A. Enfin si B est un sous-ensemble de Ens[\A], 1a restriction de A & B,
désignée par )\Is , est l'ensemble totalement ordonné obtenu en munissant
B de 1'unique ordre total qui fait de I'inclusion B <~ Ens[\A] une fonction
strictement croissante. On désigne par @, 'unique ensemble totalement
ordonné dont l'ensemble sous-jacent est vide. Avec ces conventions, on
pose:

Définition 8.1 (Espéces étiquettées)

Une espéce étiquettée T est un foncteur contravariant de B,
vers 6 ,1a catégorie des ensembles finis:
T:8¥y— 6

tel que T@] = {@}, et telle qu'il n'y ait qu'un seule T-structure sur un
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singleton.

Cest donc dire que pour chaque X dans &, on a 1a donnée d'un
ensemble T[A] de T-structures sur A; mais aussi que, pour chaque
injection strictement croissante j:A;>— X, , on a de plus 1a donnée d'une
fonction T(j]: TI\J— TI\,] qui associe & chaque T-structure t sur A,une
T-structure T[jI(t) sur X\, appelée la restriction de t le long de j. On
désigne encore plus simplement par tl,\1 cette restriction. (11 y a igi un
léger abus de notation). La fonctorialité de T assure que t|y=t, si teT\],
et que (t]y)]y,=t]y, 1 Ap— Ap— A,

Pour chaque espéce étiquettée T, on peut construire un laboratoire
de 1a fagon suivante:

Définition 8.2 (Laboratoire associé a une espéce étiquettée)

Le /aboratoire T associé i l'espéce étiguettée T est constitué
de 1a donnée:

D) D'abord, du groupoide & = EL(T) des couples (\,t) pour he By,
et teT[\] On désigne parfois simplement par t I'objet (\,t) de &, et
on désigne par Ord(t] 1'ordre total A sous-jacent a t. Les fléches
Nty —— (\,t) de ¥ correspondent aux isomorphismes
M:A—=— X, (attention 2 I'abus de notation) de By, tels que
TIni(t,) =t,.

II) Et ensuite, de 1a loi de dissection D définie par:
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DO = { (O, 0ptd) | e MOV, ty=t]y, et t2=t|x2}

La loi de dissection de ce laboratoire est toujours
co-commutative, fidéle et & décomposition unique. On a donc des
opérations de somme, produit et exponentielle sur les T-espéces. On
désigne par 0 l'objet (&,9); c'est 1'unique objet nul de T. D'autre part, il
est possible de définir une opération de substitution pour les T-espéces,

de 1a fagon suivante:
Définition 8.3 (La substitution des T-espéces)
Soient M et P des T-espéces avec P telle que P{(@,2)1=3 . Soit

encore (A\,t) un objet de &, alors une structure de T-espéce MoP (obtenue
par substitution de P dans M) est caractérisée par la donnée:

I) d'une partition ® de 1'ensemble sous-jacent 3 \,

I) de P-structures pg pour chaque objet (XIB,tIB) avec B
variant dans l'ensemble des parties de ¥,

II) et enfin d'une M-structure t sur T'objet (A[q,t|q), ot Q
est I'ensemble des éléments minimum de chaque partie de P,
c'est-a-dire.:

Q={b | b=min(B) et Be®}

L'effet de MoP sur les fléches de I est évident.
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On désigne par X 1a T-espéce telle que:

{(\,1)} ,si*A=1, et si t est I'unique T-structure sur A
X\ t]=

g |, sinon.

Alors la proposition suivante est sans surprises:

Proposition 8.1

Si P est une T-espéce telle que T{0]=4, alors le foncteur (-)oP,
préserve la somme et le produit, et (-)oX et Xo(-) s'identifient tous deux
aux foncteur identité de T-Esp. A

On peut introduire un foncteur Ord* de la catégorie L-Esp des
L-espéces vers la catégorie T-Esp des T-espéces en posant:
ord*(M)[(t,\)]=M[A]
pour M une L-espéce, et (t,\) un objet de 9. De plus, puisqu'une fléche
Nyt —=— (\p,t;) de & est simplement caractérisée par la donnée

d'une fléche M:A\y—=— X,, il suffit de poser Ord*(M)[nl=M[n]. I vient
alors facilement:

Proposition 8.2

Quelles que soient les L-espécesMet P, on a:
D) Ord*(M+P)=0rd*(M) + Ord*(P)
II) Ord*(MeP) = Ord*(M) e Ord*(P)
I0) Ord*(MoP) = Ord*(M) oOrd*(P).
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Démonstration

Toutes les vérifications de ces identités sont semblables,
montrons par exemple la deuxiéme:
Ord*(MeP){(\,1)] = MeP{A]
= > M\ IxPI),]
= > Ord*(M)[(\,,t] AJIXOrd*(P) (N5t [ )]
= Ord*(M)eOrd*(P) [(\,1)]
ol les sommes dans les membres de droite s'effectuent sur I'ensemble des
dissections de A (qui caractérisent les dissections de (\,t) ). A

Nous aimerions trouver des conditions qui assure la possibilité
d'introduire un D-invariant sur le laboratoire T (qui est toujours a
extension finie). Remarquons d'abord que I'ensemble des types d'objets de
9 peut toujours étre représenté par l'ensemble 9y des couples (n,g), ol n
est I'ensemble {1,2,..,n} muni de Iordre habituel, et ol g est une
T-structure sur n. Dans le cas qui nous interresse, les conditions pour
qu'une fonction ¥:|9|—A soit un D-invariant prennent 1a forme pius
simple:

D #(0)=1,
I pour tout objets t, et t, de 9", on devra avoir:

ol 1a somme a lieu sur I'ensemble des triplets (t,T,,T;), ol te ¥y admet
une dissection (1,,T,) telle que t,=t, et T,2t..
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Nous désignerons la cardinalité de cet ensemble par:

((ty,t))=*{(t,t,,t;)] teTyy tel que 3(t,T)eD(t) avec T,at, et T=t,).

Si ¥(t) ne dépend que de la décomposition de t en objets
irréductibles. L'identité (%) de la condition I devient alors:

TN = (t,,t) 7(D)

Pour X un ensemble totalement ordonné non vide, on désigne par
A-1 V'ensemble totalement ordonné obtenu en "enlevant” 3 X son plus petit

élément. On peut alors poser:
Définition 8.4 (Primitive d'une T-espéce)

Soit P une T-espéce on définit 1a primitive de P, comme suit:

%] , 81 (\,t) est “l'objet" nul de T
(foxonl =
PI(A-1,t]5_ ] , dans les autres cas.

Les T-espéces sont comme des fonctions continues en ce qu'elles
sont toutes intégrables. Cependant elles ne sont pas toutes dérivables.
Ainsi:

Définition 8.5 (Critére de dérivabilité)

Une T-espéce P est dite gerivab/e si, quels que soient les objets
(,t) et (AV) de T tels que t|y_;=V]y.,, on a P{t]=P[v]. On pose alors:
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PO\ )] Z PIOM+1,0)]
- ou A+1 est I'ensemble totalement ordonné obtenu en ajoutant & X un nouvel

élément, plus petit que tous les autres, et ou 12 somme a lieu sur
I'ensemble des T-structures v sur A+1, telles que \)I)‘= t.

Définissons 1a T-espéce H telle que H[\,t] soit V'ensemble des
T-structures v sur A+1 telles que v]|y=t. I} est alors facile de vérifier
qu'on a les identités:

Proposition 8.2
D fo-0
m I(P+0)= ]P'r IO , 0U P et Q sont des T-espéces données,
ID (P+Q)' = P*+Q’ , si P et Q sont dérivables,

IV) (PeQ)' =(P'eQ)+(PeQ*') , si P et Q sont dérivables,
V) [P'=HxP |, siP est dérivable,
Vi) (IP)‘ =HxP , pour tout P.

Démonstration
Montrons d'abord 1a quatriéeme identité. On doit vérifier que (PeQ)
est dérivable si P et @ le sont. On désigne par min(\) le plus petit élément

de X, et si a est un élément de I'ensemble sous-jacent 3 un objet t de &,
on écrit aet. Or pour (\,t) et (\,v) dans T tels que t|y_{=V|y.¢, 0N &

(PeQ)it] = z (4,420 D(O Pt IxQlt,d
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1,42

=Z(“ . )GD(“)(X(mln(vkv«)P[V,]xO[va]»f X(min(v)ev2) Py, xQlv 2])
1, V2

= Z(\H Va) P[VJXQ[\)ZJ
= (PeQ)[V]

ou X est 1a fonction de vérité, X(P)=1 ou O, selon que P est un énoncé vrai
ou faux. On obtient facilement IV en observant que:

(PeQ)'[t] = Z\, (PeQ)(A+1,9)] , 0U VETIN+1] et v]y=t,

- Zv(z(w.vz)en(v)"[“ﬂx"[“z])

= Z“.\H -“2( X(Min(V)G\N )p[V«‘] XQ{VE] ) + ( X{min( V)GVz)p[\)d XQ[\)Z] )
, 0U (V,V,)€D(V),

=Z(t1.tz)€ D(t) (Supivi Jxattad + Pitix(, Qv

, 0U V€T +1] et v,l)q--t, et
oU V£TIN,#1] et vzl)‘;tz,

= ((P'eQ)+(PeQ")){t]

Les trois premiéres identités se vérifient facilement de fagon

analogue. Pour illustrer comment on obtient les deux derniéres identités,
montrons 1a cinquiéme:

]P'[()\,t)] =IZ\,P[()\+I,\))] , 0U la somme a lieu sur I'ensemble
des T-structures v sur A+1, telles que v|>\= t.

= Z\, P[O\,le)]



- z\, PIO\ )]

= HIA, ] x PIO\)]
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8. S espé ur le hes

Considérons I'espéce étiquettée Gr qui associe a un ordre total A,
I'ensemble des graphes ayant comme ensemble de sommets I'ensemble
sous-jacent a A. Une Gr-structure est donc un sous-ensemble de
I'ensemble

PaireslEns[\]]={ {a,b} | a et b sont dans Ens[\]}.
Les éléments de cet ensemble sont les arétes du graphe.

Pour J:Ay>— X, une fléche de B, et ge6r{),], le graphe 6r{jl(g)
sur X\, se définit en posant 6rjl(g)={{a,b}| {j(a),j(b)}eg). On désigne
encore par gl,\‘ ce graphe, et simplement par Ens[g] I'ensemble
Ens[Ord[g]]. I n'y a qu'un seul type d'objet irréductible dans ce laboratoire
désigné par Gr=(EL(6r),D). En conséquenqe il est normal de chercher un
invariant de 1a forme a,x", ol n désigne 1e nombre de sommets de g. Un tel
D-invariant ¥ peut se définir en posant, pour geEL(6r), ¥(g)= x"/ry2(D) ,
0U n est le nombre de sommets de g. En effet:

Proposition 8.4

Quelle que soit 1a dissection (g,,d,) d'un graphe g selon la loi D,
si A, et X\, sont respectivement les ordres totaux sous-jacent a g, et g,
alors Ext(g,g,) s'identifie cannoniquement au produit cartésien de
Ext(X\,,\;) avec I'ensemble des graphes bipartis (définis ci-dessous) ayant
(Ensl{g,},Ens(g,]) comme support.

Démonstration

Sofent A et B deux ensembles finis, un graphe bipart/ de support
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(A,B) est un graphe g sur A+B tel que chaque aréte de g a une extrémité

dans A et I'autre dans B.

Rappelons que par définition, Ext(g,g,) est Il'ensemble des
graphes admettant (g,,g,) comme dissection. |1 est clair que 1'ensemblie des
sommets de ces graphes est Ens[g,J*Enslg,]. On remarque aussi que le
graphe obtenu par réunion des arétes d'un graphe biparti sur
(Enslg,},Enslg,]) avec les arétes de g, et celles de g, est un graphe
admettant (g,,g,) comme dissection. On introduit un ordre total sur les
sommets de ce graphe en étendant les ordres totaux A, et A,
(respectivement sous-jacents a g, et gJ) & un ordre total sur
Enslg,+Enslg,]. Or 1a donnée d'une telle extension correspond par

définition a 1a donnée d'un é1ément de Ext(\,,\,). A
On déduit de cette proposition que
((g+,99) "'(knm) 2(3) =(§)-(P
oU n,k et m sont respectivement le nombre de sommets de g,g, et g,. Mais
1a définition de ¥ entraine que:
¥(g¥(gx)= (9,020 ¥(g)

ce qui montre bien que ¥ est un D-invariant.

Par passage a la cardinalité correspondant 3 ce D-invariant, on

obtient une interprétation combinatoire des séries formelles de 1a forme:

Zm(zgag)x"/mz(';) , avec agelN,
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ou la somme g varie dans I'ensemble des graphes sur I'ensemble totalement
ordonné {1,2,3,...,n}. La proposition S.1 donne une interprétation de la
somme et du produit de ces séries. De plus, il découle des définitions
générales de 1a section 8.1 qu'il est possible de définir une substitution
pour les Gr-espéces. Plus précisément, soient T et P des Gr-espéces avec
Pl0)=4, et g un graphe sur un ensemble totalement ordonné fini, par
exemple:
A={a,b,c,d,e,f,gh,i,jk1,m,n,0,p,ar.s,t},

muni de l'ordre alphabétique habituel. Une ToP-structure sur (A,g) est 1a
donnée:

I) d'une partition P de A:
P={{ad,qrst}, {b,ct.,iln},{ehkm},{gj0p}}

dont voici une représentation sur un des graphe g sur A:
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1I) on se donne ensuite, pour chaque partie B de P, une P-structure

sur le graphe gg sur B qui est obtenu en ne considérant que les arétes de g
dont les deux extrémités dans B. C'est a dire que:

(@ (1) W f @N
\ e @J \ 0)
& a olulo—o
® @ Q) (k) (m)

sur B={b,c,f,1,1,n} on a les arétes {c,f},{.1} et {n,1}.

D) Enfin on se donne une T-structure sur le graphe g/® sur ® dont
les arétes correspondes aux arétes de g entre les plus petits éléments de
chaques parties. Ces arétes ont été dessinées en pointillé sur 1a figure 5.

Nous pouvons donc montrer combinatoirement que les séries du
type introduit ci-haut sont fermées pour la substitution (répondant ainsi a
une question posée par P.Leroux, suite a une remarque de AJoyal a I'effet
que ces séries sont fermés pour la substitution). On a:

Proposition 8.5 (Conjointement avec P.Leroux)

Solent T et P des Gr-espéces avec P(@]=2, on a alors:
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Card(ToP)=Card(T)oCard(P)

oU la substitution du membre de droite est 1a substitution habituelle.

Démonstration

Observons d'abord que toute Gr-espéce T peut s'écrire comme
T =ZTIT1I 2

ou M varie dans 1'ensemble des type de graphes, et ol Ty est 1a Gr-espéce

telle que

Tlg] , si g est de type n.
Tylgl=
2 , sinon.

11 est clair que (ZnTn)°P= Zn(TnW). on peut donc se ramener a vérifier
que Card(T,°P)=Card(Ty)oCard(P), pour chague graphe T sur un
ensemble totalement ordonné de k éléments. Mais,

Card(T,op) = Zmo(zg*‘rnop [9] ) X"y 2D

°ano(zg’[20='49|olXﬂsemplglal])x"/n.i,(g),

ou P varie dans l'ensemble des relations d'équivalence sur Enslg] et Q est
'ensemble des parties de ® ordonnées suivant leur plus petit élément. Les
seuls termes non nuls de cette somme, sont ceux pour lesquels Qlo est de

type 1. En particulier, ® a exactement k classes, et on peut écrire:

Card(T,°P) = *T,n[‘n](z (gmﬂw'l’lglal)x“/m 22D
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ot (g,?) varie dans 1'ensemble des couples, ol g est un type de graphe, et
ou P est une relation d'équivalence telle que g|Q est de type m. Il est
encore possible de se ramener au cas ou P est la Gr-espéce
caractéristique des graphes discrets. Alors la proposition revient 3
montrer qu'ily a

kD™ (o o) 2= (9= ()= = (0= (%)
graphes sur n sommets qui ont une partition en k parties respectivement 2
Ny,Ny ... Ny €léments, avec un graphe quotient spécifié, et avec un graphe
discret sur chaque partie. Or 1a donné d'un tel graphe correspond a 1a donné
d'une partition des dimensions voulues, et puis d'un choix d'arétes entre

les sommets des diverses parties a I'exclusion des plus petits éléments de

chaque partie. Ceci est clairement compté par le nombre ci-dessus. A

La Gr-espece D des graphes discrets , se défini en posant:

{g} , si gest un graphe discret et Enslgl=2@
Dlg] =
@ ,sinon.

De méme, 1a Gr-espéce A des orientations acycliques associe a chaque
graphe g, 'ensemble Al[g] des orientations acycliques de g (on convient que
AlZ)1=4). Dans ces conditions, on a un épimorphisme de Gr-espéces
n:DsA—>» A caractérisé par l1a donné, pour chaque graphe g, d'une
surjection:

Ng:(DeA)(gl—» Alg]
que I'on décrit de 1a fagon suivante:

1) Remarquons d'abord qu'une structure de Gr-espéce DeA sur gest
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1a donnée

a) d'une dissection (g,,g.) de g,
b) d'une D-structure 5 sur g,
c) et enfin, d'un A-structure oc sur g.

On en déduit donc que g, doit &tre un graphe discret.

ID La donné DeA-structure (g,,,,5,0¢) sur g permet de munir g une
orientation acyclique. 11 suffit d'orienter les arétes dont une extrémité est
dans g, de fagon a faire de cette extrémité une source. Toutes les autres
arétes sont déja orientée par .

On obtient ainsi une surjection puisque pour toutes orientations
acycliques d'un graphe g, on peut trouver au moins un sommet de g qui n'est
le but d'aucun point. En fait, I'image inverse de o« dans Alg] le long de Mg
est en bijection avec I'ensemble des dissection (au sens du 1aboratoire B)
de l'ensemble des sommets de g qui pour l'orientation o ne sont le but
d'aucune arétes. On peut déduire de cette fagon que:

-1
Card(A) = (an! (=" A 2(2))
(Voir chapitre 10, et R.W. Robinson [R1]).

Observation

m La Gr-espéce D n'est pas dérivable au sens du critére de la
section 8.1. Ceci correspond au fait que les séries de 1a forme
243X/ 2() (avec les ag des entiers) ne sont pas fermées pour la
dérivation. En particulier la série correspondant a la Gr-espéce D
est 2,1 X"h12(1) , et sa dérivé est la série: 3,(2-(=1D)xn41o(2) m



103

Chapitre 9

Relations combinatoires et foncteurs combinatoires

Nous avons l'intention de montrer que I'étude des liens entre
divers laboratoires permet de mettre en évidence le rdle de la
combinatoire en mathématique. Ces liens peuvent prendre 1a forme de
relations combinatoires ou de foncteurs combinatoires.

.1 Relatio ombinatoires
Définition 9.1 (Relation combinatoire)

Une relation combinatoire Q:G=>F du laboratoire G=(§,D) au
laboratoire F=(&¥,C) est 1a donnée d'un foncteur Q:9x ¥ —> B (ol B est
le groupoide des ensembles finis) tel que:

D) Pour tout objet g de @, I'ensemble des objets f de & tels que
Q(g,f)=3 est fini, et réciproguement lorsque 1'on inverse les réles
defetg.

I On a de plus:

[ {ta,n}, si g et f sont tous deux nuls.
Q(g,1={
[ @ , siexactement I'un des deux objets g, f
est un objet nul.

I Enfin pour chaque couple f,f, d'objets fixés de &, et chaque
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objet g de @ fixé, il y a une bijection naturelle:

Q(g,f) —2s z i ,
Zfeﬁt(ﬁ.fg) (g ) @1-92)3 D(Q)Q(g1 fi)XQ(ga fz)

La donnée d'une relation combinatoire Q:G==F permet
d'introduire un foncteur Q*:F-Esp— G-Esp de 18 catégorie F-Esp des
F-espéces a la catégorie G-Esp des G-espéces en posant, pour T une
F-espéce et g un objet de 9, que:

Q*(T)[g]=ZfQ(g,f)xT[f]

Proposition 9.1

Le foncteur Q*F-Esp—> G-Esp est continu, et préserve les
opérations de somme et de produit, ainsi que leurs neutres.

Démonstration

Nous ne montrerons que la deuxiéme partie de cette affirmation.
Soient donc T et P deux IF-espéces. Nous aimerions vérifier gque
Q¥(Te P)=Q¥T)eQ*¥(P). Soit donc encore g un objet de @, on a:

Q*(TeP)(g] = Zfﬂ(g,f x(TeP)(f]

i zfQ(g’f)x (Zer, 0 e THAXPLE)
y Z(r,,fz) (Zfe&t(r,,rz) Qg,1)xTIf ,]xP[le)

& Z(f,, f) (2(91,92)6 D Q(g1'f1)x Q(gz.fz)XT[fJX P[fgl )
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= Z(%Qz)e D (Zﬁ NGy fIxTIf] )X (Zsz(gz’fz)x Pifal )

%
= (6,02¢ D@ Q (T)[g1])( Q*(P)[gal

= QXT)eQ*(P)(g] .

Exemple 9.1

A l'exemple 3.2, on a introduit deux loi de dissections distinctes
sur e groupoide des ordres totaux. La premiére de ces lois K associe a un
ordre total A, I'ensemble des couples (0,¢) ol ¢ est une section initiale de
A et ¢ 1a section finale correspondante; 1a seconde M associe a ce méme
A, l'ensemble des couples (A,Az), o0 A, est 1a trace de A sur un sous-
ensembie de I'ensemble sous-jacent a A, et A, est 1a trace de Asur le
complément de ce sous-ensemble. Rapplelons que l'on désigne
respectivement par & et L les laboratoires ainsi définis. On introduit une

relation M L==& de L vers & en posant;

{\,m)} , siXetmont méme ensemble
r\,mn)= sous- jacent.
7/ , sinon

Le foncteur I'* associe a chaque B-espéce T 1a L-espéce telle que
pour X un ordre total donné, on ait M(T)[AJ=TI\IxS[\], ot S[\] est
I'ensemble des “permutations” de A. ]

Le cas particulier des relations combinatoires introduites
ci-dessous (voir def 9.3) permettra au lecteur de mieux comprendre les
motivations de 1a définition 9.1.
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Définition 9.2 (Morphisme de laboratoire)

Un moarphisme de laboratoire ¥.6— F, du laboratoire G=(9,D)
au laboratoire F=(%,C), est 1a donnée d'un foncteur ¥:@ — F qui
"préserve” 1a loi de dissection. C'est-a-dire que:

(¥(g,), ¥(g;))e C(¥(g)) ssi (g,g.)e D(g)

Exemple 9.2

On peut définir un morphisme de laboratoire £ns du laboratoire L
(voir chapitre 8) vers celui des ensembles, en posant pour A un objet de L,
que Ens[\] est 1'ensemble sous-jacent a A. La loi de dissection M de L a
été construite pour faire en sorte que "Ens” soit un morphisme de
laboratoire. Intuitivement, toute B-espéce T peut donc s'interpréter
comme étant une L-espéce qui ignore 1a structure d'ordre total. n]

Définition 9.3 (Graphe d'un morphisme de laboratoire)

Le graphe d'un morphisme de laboratoire ¥.G—— F, est Ia

relation combinatoire ¥*:6==F définie en posant:
{ta,N} , st ¥(@=f
v’(g,f)=
@ , sinon

De méme, on définit le graphe inverse d'un morphisme de
laboratoire ¥, comme étant 1a relation combinatoire ¥e: F=G définie
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en posant:

| {(r,0)} ,si w(g)=f
¥(f,0)=
] , sinon

Proposition 9.2

Le graphe v* et le graphe inverse ¥s d'un morphisme de
laboratoire ¥ sont des relations combinatoires.

D_emnnmanm

Nous ne montrerons que 1a premiére affirmation, 1a seconde étant
tout a fait analogue.

a) La premiére condition de la définition 9.1 se vérifie
immédiatement puisqu'il n'y a qu'un seul objet f tel que ?’(g,f)=®, a
savoir ¥(g).

b) ¥(g) est un objet nul de &F si et seulement si g est un objet nul
de § puisqu'il y a une bijection entre les dissections de ¥(g) et celles de q.
On en conclut donc que 1a deuxiéme condition de 9.1 est aussi vérifiée.

¢) Modulo 1a définition de \l", la condition II) de 9.1 équivaut
exactement a affirmer que:

(¥(g,), ¥(go))e C(¥(g)) ssi (g,g.)e D(g).
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Remarque

m Pour toute F-espéce T on a un isomorphisme naturel:
(@*Y{T)=Tow
en effet:

@ gl = Zhv’(g,f)xnfl

= {(g,¥(g))}xTI¥(g)]

=(Toy)lgl |

On écrit plus simplement ¥* et ¥ pour les foncteurs (¥#*)* et
(V)%

Exemple 9.3

Le foncteur #:€—->B qui associe a une permutation son
ensemble sous-jacent est un foncteur combinatoire. Le foncteur % joue
un rle interressant comme nous le verrons plus loin. Remarquons pour
l'instant que pour T une S-espéce, la B-espéce Wx(T) associe a un
ensemble fini A, I'ensemble:

u*(T)[A]=Zc€6wT[A,o]

Ainsi si Cy est 1a S-espéce caractéristique des cycles de longueur k, alors
R(C,) est la B-espéce telle que:

I'ensembie des permutations cycliques de A, si *A=k
llx-(Ck)[A]=
g , sinon
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On observe entre autre que &x(CyoC,) = B:(Cy )% L(C, Jot»(Cy,). O

Définition 9.4 (Relation combinatoire respectant les invariants)

Pour G=(9,D) et F=(%,C) des laboratoires donnés, supposons que
¢ est un D-invariant sur G et que ¢ est un C-invariant sur F. On dit d'une
relation combinatoire Q: G==F de G 3 F, qu'elle respsecte les invariants

¥ et ¢, si et seulement si pour tout fe, on a:

tp(f)=Zg*Q(g,f)7(g)

ol 12 somme a lieu sur I'ensemble des gey.

Note
B |1 est implicite que les invariants ¥ et ¢ doivent étre a valeur
dans le méme anneau. m

Proposition 9.3

31 Q: 6==F une relation combinatoire respecte les invariants &
et ¢ respectifs a G et FF, alors on a pour toute F-espéce T:
Card(Q*(T))=Card(T)

Démonstrati
Card(Q*(T)) =zg*(n*m[gl ¥ (g)

=Zg ”(Zr Q(g,f)xT[f])a'(g)

. Zr *TIN(Ty*0tg,N¥())
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=Zf *TIf]e(f)

= Card(T) A
Exemple 9.4

La relation M L==3& de V'exemplie 9.1 respecte les invariants
introduits respectivement a I'exemple S.1 et l'exemple 5.2. Rappelons que
sur & (resp. L) on considére le K-invariant (resp. M -invariant) ¢ (resp. 7)
tel que pour un ordre total A, on af @(X)=x" (resp. ¥(\)=x"/nl), oli n est 1a
cardinalité de I'ensemble sous-jacent & \. Remarquons aussi que le nombre
d'ordres totaux A\ teis que I'(\,m)=@ est aussi nl . En conséquence, la
condition:

¢(n)=zx*ro\,mm

correspond a dire que x?=nl(x"/n)), puisque *I'(\,n)=1 lorsque I'(A,n)=%.
o

Observations

®m En particulier pour que le graphe ¥* d'un morphisme de
laboratoire ¥.6— IF respecte les invariants, il faut et il suffit
que ¢(¥(Q))=¥(g) pour tout objet gde §. =

m D'autre part, pour que le graphe inverse ¥+ d'un morphisme de
laboratoire ¥:6— F respecte les invariants, il faut et il suffit
que (Z\y(g)=f ¥(g) ) = ¢(f) pour tout objet f de &. m
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Exemple 9.5

On définit un foncteur £:@— B qui associe 3 une permutation o,
la partition %(c) correspondant a la décomposition de ¢ en cycles. Le
foncteur 2%.B-Esp—— &-Esp respecte les invariants introduits
respectivement au chapitre 6 (section 6.7) sur les partitions, et au
chapitre 7 sur les permutations. En effet, il y a []ge (k-1
permutations d'un ensemble A qui ont 1a méme partition sous-jacente, si
le type de cette derniére est (Ay,),,...,\,). o

Exemple 9.6

Considérons le foncteur Ord:Gr—L (voir chapitre 8) qui
associe a un objet (\,g) de Gr, 'ordre total Ord(\,g)=A. i1 est clair que
Ord est un morphisme de laboratoire puisqu'on a défini la dissection D sur
9 de fagon a ce que tel soit le cas. Le graphe inverse correspondant Ords
respecte les invariants puisque > ¥(g)=x"; si 12 somme a lieu sur
l'ensemble des graphes sur un ordre total A fixé (a n éléments). En effet, il
y a éxactement (¥ tels graphes. o

Définition 9.5 (Composition de relations)

Soient G=(9,D), F=(F,0) et H=(W,Q des laboratoires, et
Q:6==F et "F==MH deux relations combinatoires entre ceux-ci. On
définit une nouvelle relation combinatoire Nre Q:6==>H (le composé de Q
et ). Pour geg et he®, on pose:

roQ(g,h) =an(g,f xF(f,h)

oU la somme 3 lieu sur l'ensemble des feSF. La fonctorialité de reQ est
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évidente.

Cette derniére définition est rendue légitime par le lemme
suivant:

Lemme 9.1
Le foncteur "o Q définit ci-dessus est une relation combinatoire.
Démonstration

Il n'y a que la troisiéme condition de 1a définition des relation
combinatoires (déf. 9.1) qui ne soit pas évidente. I1 s'agit de montrer que

pour des objets fixés h,h, d'objets fixés de %, on a une bijection
naturelle:

Mo Q(g,h gz Mo Q(g,,hy)x Mo Q(g,,h
Zhe&l(h‘.hz) 9 ) (94,92 € D(g) (g1 1)x (gz Z)

mais on a par définition:

Z,,mw reQ(g,h) = mewﬂ (2 agnxram)
= Zf Q(g,f)x (Z’ne&t(hq.hz) F(f,h))
gz, Q(g,Nx (Zr..r,)e Dy T(Fuh)x [(T5hy) )

.

~ F(fh)X T(f 5, hp) X
Z(f I ?

1

2 F(fuhy)x r(fZ»hz)x(Zfem(r..f,) Q(g'f))

4
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(o0 D@Guhox Agzhy) )

o Z(m ae D@ (Z,-I(f,,h,)x Q(g1,h1) )X

(3, Mr2hIx(gzhy) )

zz FoQ(gyhpx Mo Q(gyhy)
(Guae D@ 31,04 J2,N2

Ce qu'il fallait montrer. A

Proposition 9.4

Pour Q:G==F et "nF=>H deux relations combinatoires, le
foncteur (Mo Q)* correspondant a 1a relation combinatoire Mo Q:G=>H est
le composé des foncteurs '* et Q%. C'est a dire que (Mo Q)%= Q*o*

Démonstration
Pour T une H-espéce et g un objet de @, on a:

(Fo QPT)ig) =Zh roQ(g,nxTlh]

=ZhT[h]x(Z Q(g,NxT(T,h)
=Zf Q(g,Nx (Zﬂ‘ (f ,h)xT[h])
=ZfQ(g,f)x r*Th)

= QX*T)g]
= (%o *)T(g] A
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9.2 Foncteurs combinatoires

Le foncteur Q*JF-Esp— G-Esp associé 3 une relation
combinatoire Q:G==F entre des laboratoires G=(§,D) et F=(¥,C),
établit un lien entre les catégories F-Esp et G-Esp. La proposition 9.1
montre que ce lien permet de transporter des identités combinatoires
entre FF-espéces en identités combinatoires sur les G-espéces. D'une fagon
plus générale, on a:

Définition 9.6 (Foncteurs combinatoires)

Un foncteur combinatoire T:F-Esp—G -Esp de 1a catégorie des
F-espéces vers celle des G-espéces, est un foncteur tel que pour toutes
F-espéces P et Q, on ait:

D ro)=o
m r(=1
D) r(P+Q)= r(P)+r(Q)
IV)F(PeQ) = I'(P)eT(Q)

Pour toute relation combinatoire Q, le foncteur Q* correspondant
est donc un foncteur combinatoire. Cependant ce ne sont pas 13 les seuls
foncteurs combinatoires.

Exemple 9.7

Le foncteur Fix:B-Esp—— S-Esp introduit au chapitre 7,

est un foncteur combinatoire (voir le lemme 2.1 et les propositions 7.5). o
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11 est évident que:

Proposition 9.5

Le composé de deux foncteur combinatoire est un foncteur
combinatoire. A

Exemple 9.8

Considérons les foncteurs combinatoires Wx:5-Esp— B-Esp de
I'exemple 9.3 et Fix:B-Esp— 5-Esp de l'exemple 9.7 . Le composé
®xoFix donne un endofoncteur sur la catégorie des B-espéeces qu'on
désigne par (-). Pour T une B-espéce, T est 1a B-espéce qui associe a un
ensemble fini A, I'ensemble des couples (t,0), ou t est une T-structure sur
A, et ot 0 est un automorphisme de t. |1 découle du lemme de Burnside
(voir Joyal [J1]), que le nombre de T-structures sur un ensemble fini A est
ni fois le nombre de type de T-structures.

Rappelons que Cy désigne 1a S-espece caractéristique des cycles
de longueur k. tx(Cy) associe donc a A un ensemble fini, I'ensemble des
permutations cyclique de A, si A est de cardinalité k; sinon Wx(C,)(A] est
vide. La cardinalité de &x(C,) est donc xK/k . Plus généralement pour
n'importe quelle S-espéce P, la cardinalité de Ww(P) sera donc
p(x,x%%3,...) si p(Xy,X2X3, ... ) est 1a série indicatrice de P. On en conclut
que T(x)= Zr(x,xz,xi ). o

Le concept de foncteur combinatoire est algébrique, pour mieux en

degager les propriétés il est naturel d'introduire les notions suivantes.
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Définition 9.7 (Semi-anneau)

Une semi-anneau est un quintuplet (A,9,8,0,1), ou A est une
catégorie munie de deux opérations fonctorielles:
®:AXA—A et AxXA—A
associatives®, commutatives* , avec unités* 0,1 dans A, et telles que ®
soit distributive* sur @. On désigne encore par A le semi-anneau
(A,0,8,0,1)

(%) Toutes ces propriétés font intervenir des isomorphismes
naturels qui sont assujettis aux conditions de cohérence énoncées par
S.Maclane dans Aatural Associativity and Commutativity M1,

Exemple 9.8

La catégorie des ensembles finis avec les opérations “+" de somme
disjointe et "x" de produit cartésien, est une semi-anneau. Il en est de
méme de la catégorie Vect i des espaces vectoriels sur un corps K, avec
comme opérations de somme directe et de produit cartésien, o

Exemple 9.10

Tout anneau (Q,+,,0,1), au sens habituel, peut &tre envisagé
comme semi-anneau, si 1'on considére que I'ensemble Q est une catégorie
dont les objets sont les éléments de Q, avec comme seules fléches les
identités. o
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Exemple 9.11

Pour tout laboratoire F=(¥,D), 1a catégorie F-Esp munie des
opérations "+" de somme de F-espéces et “e" de produit de F-espéces, est
un semi-anneau. (n]

I1 est naturel de définir:

Définition 9.8 (Morphismes de semi-anneaux)

Un morphisme de semi-anneaux Q.(A,9,8,0,1)— (E,®,®,0,1)
est un foncteur Q: A—E tel que pour tout a, ,a, dans A on ai:

D Q(0)=0

D a(1)=1

) Q(a,®a,) = Q(a,)@Q(a,)
IV) Q(a,®a,) = Q(a,)®Q(a,)

Il est clair que le composé de morphismes de semi-anneaux est
aussi un morphisme de semi-anneau.

Exemple 9.12

Désignons par A:8— Uect ¢ le foncteur de la catégorie & des
ensembles finis vers la catégorie des espaces vectoriels sur K, qui
associe a un ensemble A l'espace vectoriel K[A] libre sur A. 11 est clair
que A est un morphisme de semi-anneau. o
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Exemple 9.13

Chaque fois que sur un laboratoire F=(¥,D) on a un D-invariant ¥
a valeur dans un anneau Q, 1a cardinalité correspondant a ¥ détermine un
morphisme de semi-anneau Card:F-Esp—— Q. 0

Exemple 9.14
Tout foncteur combinatoire est un morphisme de semi-anneau. O

Définition 9.9 (Interprétations combinatoires)

Une interprétation combinatoire dun semi-anneau A est la

donnée d'un morphisme de semi-anneau Q:F-Esp— A, ou F est un
laboratoire.

Une interprétation combinatoire d'un morphisme de semi-anneau
$: A—E, est 1a donné d'un foncteur combinatoire . F-Esp— G-Esp,
et de deux interprétations combinatoires Q:F-Esp—— A et
¥:G-Esp— E telles que Yor=$oQ.

Exemple 9.15

On a une premiére interprétation combinatoire de I'anneau A des
séries exponentielles > nanx"/n , ol a,eN, via la cardinalité des
B-espéces, et une seconde via 1a cardinalité des L-espéces. De méme on a
une interprétation combinatoire de I'anneau E des séries
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- d
A%y, X2, X3, - )'Zuaux /Aut(d) -

0U d=(dy,dy, ... ,d,), X=(Xy,Xg,Xs, ... ), XW=xFrx 2 xUn , Aut(d)=T] d!k% , et
age N, via 1a cardinalité des S-espéces. Le foncteur x:S-Esp— B-Esp
de I'exemple 9.3 donne une interprétation combinatoire du morphisme

d'anneau ¥: A—E défini en posant ¥(a(xy,X,,Xs, .. ))=a(x x%x3, ..).

D'autre part le foncteur X:5-Esp—— B-Esp de 1a définition 7.6
donne une interprétation combinatoire du morphisme d'anneau Q: A— E

défini en posant ¥(a(x,,x,,Xs, ... ))=a(x,0,0,0, ... ) (voir lemme 7.1).

Remarquons: que le foncteur &+ est adjoint a gauche du foncteur

Fix. La counité € de I'adjonction ®x—Fix est la transformation naturelle
£:(-)— 1 (rappelons que (<)=1xoFix) définie pour une B-espéce T, et
pour un ensemble fini A, par:

Eralt,o)=t
si (t,0) est dans T[AL L'unité m:1g—s Fixollx se définie pour une
S-espéce P et une permutation g, par:

Mp(o](P)=P.
En effet on doit avoir une fonction Mpiqy:Plol— (Fixoltsx)(P)(a]
naturelle en P et en 0. Mais pe(Fixoltx)(P)A,0] si et seulement si
pelts(P)Al=3 cga)PlT], et Plol(p)=p. Or ceci revient a dire que p
appartient a P(c]. 0
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Chapitre 10

Variations sur le théme des espéces

10.1 Introduction

Nous alons voir maintenant qu'il est possible d'introduire un autre
type de variation sur le concept d'espéces de structures, en changeant 1a
catégorie d'arrivée des foncteurs considérés.

10.2 F-espéces pondérées

Soit R un anneau commutatif avec unité. Un R-ensemble pondéré
est un couple (A,w), ol A est un ensemble fini et ol w:A— R est une
fonction de A dans R. On dit de w que c'est 1a pondération de A, et pour
aeA, w(a) est le poids de a Un morphisme  ¢:(Aq,w) — (Aw,)
d'ensembles pondérés est une fonction ¢:A;— A, telle que w,=¢ow,. On a
donc une catégorie &p des ensemples R-pondérés.

Définition 10.1 (Somme et produit d'ensembles R-pondérés)

Sofent (A,w,) et (A,w,) des ensembles R-pondérés. La somme
(A, wq)+(Az,w,) est I'ensemble R-pondéré (A+ Ay w,* w,), OU:

[ wy@), si aest dans A,
(Wytw,)(a)=
wo(a) , si aest dans A,

De méme, le proauit  (A,wx(Azw,) est l'ensemble pondéré
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(A Az WX Wy), 0U WX wL2a,,3,)=w,(a,)w,{a,). L'ensemble R-pondéré vize

(noté &) est I'ensemble vide avec comme pondération I'unique fonction de
I'ensemble vide vers R. Pour un singleton donné {e} et pour chaque élément
r de R, on a un ensemble R-pondéré ({e},w), parfois désigné par r, ou
w(e)=r. Enfin on définit 1a mu/tjplication d'un ensemble R-pondéré (A,w)
par r est un élément de R, comme étant I'ensemble R-pondéré (A,r w), ou

pour tout a€A (r w)(a)=rw(a).

On peut définir un nouveau type d'espéces sur chaque laboratoire
F=(%,D) considéré jusqu'i¢ci en remplacant 1a catégorie des ensembles
finis (comme but des foncteurs que sont les F-espéces), par 1a catégorie

des ensembies R-pondérés. On désigne par Fp-Esp la catégorie des:

Définitions 10.2 (F-espéces R-pondérées)

Soit F=(&,D) un 1aboratoire, une F -espéce R -pondérée T est un
foncteur T:F — BR . On désigne par Fp-Esp 1a catégorie de ces espéces.

Une Fn—espéces T associe donc a chaque objet F de &, un
ensemble R-pondéré TIF] La pondération de I'ensemble R-pondéré TIF]
correspond a la donné d'un poids pour chaque T-structure sur A. Toute
opération définie pour les IF-espéces (somme, produit, etc...) peut
s'étendre aux Fp-espéces en remplacant les opérations sur les ensembles
de structures par les opérations correspondantes sur les ensembles
R-pondérés de structures. De plus, chaque fois qu'on aura la donnée d'un
D-invariant ¥ sur F, on pourra associer aux F-espéces une série

génératrice a coefficients dans R. Il suffit de définir le concept de
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cardinalité pour les ensembles R-pondérés.

Définition 10.3 (Cardinalité des ensembles R-pondérés)

La cardinalité #(A,w) de l'ensemble R-pondéré (A,w) est la

z w(a)
aeA

somme:

On verifie facilement que 1a cardinalité de 1a somme est 1a somme
des cardinalités, et que 1a cardinalité du produit est aussi le produit des
cardinalités.

On peut définir un morphisme de semi-anneau RX:8—8p qui
permet de considérer tout ensemble fini comme ensemble R-pondéré. 1
Suffit de poser pour A dans &; que R(A)=(A,n), ol pour tout a€A, n(a)=1;
c'est-a-dire que le poids de chaque élément de A est 1. Ce morphisme
permet de définir, pour tout laboratoire F, un foncteur
*R:F-£Esp—— Fp-Esp associant 4 une F-espéce T 1a Fp-espéce:

*R(T)=RoT

i1 est facile de vérifier que le foncteur *® est un foncteur combinatoire
(en un sens légérement étendu tel qui sera défini & 1a section 10.3).



. 7 123

Exemple 10.1

Dans le cas ou le laboratoire considéré est B, on peut définir de
fagon evidente 1a dérivé et la substitution pour les Bg-espéces. Le
foncteur ¥R préserve alors aussi ces opérations. u]

Definition 10.4 (Involution)

Soit T une Fp-espéce, on désigne par (-T) 1a Fp-espéce telle que
(-T)[F] est obtenue en multipliant par (- 1) I'ensemble R-pondéré T[F], pour
chaque F dans &F. Une /vo/ution « sur T est la donné d'un isomorphisme
naturel oc: T —=— (-T). |

Proposition 10.1

Pour F un laboratoire a décomposition unique, soit T une
Fp-espece de la forme T=1+P, ou P[N]=& pour tout objet nul N de &,
alors T admet comme inverse{™) multiplicatif 1a Fp-espéce (1-(-P))"!

que nous désignerons déja par T-1.

(%) C'est-a-dire qu'il existe une involution sur (TeT~1)-1.
Démonstration

Rappelons que (1-(-P))” '=Zkzo(-P)k, c'est donc dire que:

(TeT™H)-1 =<-|)+z (1+P)e(-P)
k20



124.
= (-|)+Z (-P) +Pe(-P)k
k20

- |+(—|)+Z (-P)*1+pe(-p)k
k21

Il suffira donc de décrire une involution o, sur (-P)X*!+Pe(-P). oOr
celle-ci s'obtient presque évidemnent de la fagon suivante. Soit F un objet
de F, une (-PXK*D-structure sur F est 1a donné d'une décomposition
stricte (k+1)-aire de F avec comme poids (-1) sur chaque composante, et le
poids de la structure est le produit de ces poids ,i.e: (-1)k*! D'autre part,
une Pe(-P)k-structure sur F est aussi la donné d'une décomposition
stricte (k+1)-aire sur F, mais cette fois on donne le poids ! a 1a premiére
composante, et le poids (-1) aux composantes suivantes. L'involution og
est tout simplement I'identité sur les ensembles sous-jacents aux
ensembles R-pondérés ((-P)k*1+Pe(-P)K)[F] et ((-1)(-P)X* 1+ Pe(-P)K))[F].
A

Exemple 10.2

Considérons le cas du laboratoire K des groupes cycliques de la
section 6.6. Si 2 désigne la K-espéce uniforme, alors la cardinalité de la
K-espéce z-! est 1a série:

lel u(n)n-s
ou | est 1a fonction de Mbbius. 0

Les espéces pondérées permettent de donner des interprétations
combinatoires d'objets mathématiques divers. Par exemple on peut donner
un interprétation combinatoire aux familles de polyndmes orthogonaux via
lesquelles on peut démontrer combinatoirement plusieurs identités a
propos de ces familles (voir bibliographie).
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10.3 F-espéces a valeur dans un semi-anneau

Les F-espéces R-pondérées donnent un exemple d'une construction
de nouvelies especes, en modifiant 1a catégorie d'arrivée des foncteurs sur
le laboratoire F=(&,D). Plus généralement, pour (A,9,®,0,1) une
semi-algebre on peut poser:

Définition 10.5 (IF-espéces a valeur dans A)

Une IF- espéce 3 valeur dans A est un foncteur de 1a catégorie &
vers la catégorie A. Nous désignerons dorénavant par Fp-Esp la
catégorie dont les objets sont ces foncteurs, et dont les fléches sont les
transformations naturelles entre ceux-ci. On défini la somme T+P de deux
F p-espéces T et P sur un objet F de &, comme (T+P)[F]=T[Fl® P[F]. Le
proauit TeP se défini encore comme:

(TeP)[F]= z( 1 F,)eD(F) TIF,l®P[F,]

ol >’ est la sommation au sens de @.

Toute les opérations définies a partir du produit et de 1a somme,
lorsque le laboratoire F satisfait aux bonnes conditions, s'étendent aux
F p -espéces de 1a fagon évidente.

Exempile 10.3

Les B-espéces a valeur dans le semi-anneau Ueck ¢ des espaces
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vectoriels sur le corps des nombres complexes, correspondent aux

représentations linéaires du groupe symétrique. Plus précisément pour T
une telle espéce et pour chaque ensemble fini A, on a une action o¢ du

groupe symétrique @&[A] sur I'espace vectoriel des T-structures sur A, par
transport de structures:

o:S[A] x T[A] — TIA]
c'est-3-dire que pour chaque ¢ €&lA] , x(o,-) est V'opérateur linéaire To)

sur 'espace vectoriel T[A] Les conditions usuelles pour que « soit une
action correspondent a la fonctorialité de T. u]

Définition 10.6 (Foncteurs combinatoires)
Soient A et E des semi-anneauy, et IF et G des 1aboratoires, alors

on donne le nom de /Joncteur combinatoire a tout morphisme de
semi-anneauI': F p -Esp—> Gg-Esp .

Définition 10.7 (Changement du semi-anneau de base)

Pour chaque morphisme de semi-anneau y:A-—E, on a un
foncteur combinatoire *y:IFa-Esp— Fp-ESp qui associe a chaque
F p-espece T, 1a Fg-espéce *y(T) =yoT.

Exemple 10.4

On a un morphisme de semi-anneau 2:6— Uect ¢ qui associe 3
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chaque ensemble fini A I'espace vectoriel &[A] libre sur A; et qui associe a

chaque fonction f:A—» B 1'extension linéaire de f. On a donc un foncteur
combinatoire *& entre B-espéces et B-espéces a valeur dans le
semi-anneau 'Umic. Ce foncteur correspond a la linéarisation des
représentations ensemblistes du groupe symétrique. Toute espéce
caractérise donc une représentation linéaire du groupe symétrique, et les
opérations entre espéces fournissent des constructions de nouvelles

représentations a partir de représentations données. O



128
10.4 F-espéces virtuelles

Pour tout laboratoire F, (et tout semi-anneau A), on considére 1a

relation d'équivalence "=" sur les couples (T,P) de F-espéces (ou encore de
F p -espéces) définie en posant:

(T1,p1) E(Tz,pz)
si et seulement si il existe une FF-espéce Q et un isomorphisme naturel
T‘:(Tf" pz+o)—'!—‘) (Tz"' p1 +Q).
Définition 10.8 (F-espéces virtuelles)
Désignons par (T-P) l1a classe d'équivalence d'un couple (T,P) pour
12 relation d'équivalence “=". On dit de (T-P) que c'est une FF- espéce
virtuelle. 11 est possible d'introduire une structure d'anneau (i.e: un

semi-anneau avec inverse pour I'addition) sur la catégorie des F-espéces
virtuellies en posant (comme dans le cas bien connu des entiers):

I) (T1' p‘)* (Tz" p2)= (Tf" Tz)"(p1+ pz)
m (T1' p1).(T2' pz)g ((T«‘.Tz)"’ (p1. pa))" ((T1.pz)"’ (p«“Tz))

AdJoyal a montré qu'il est possible de définir sur les B-espéces
virtuelles, une substitution qui étend "bien" 1a substitution définie pour
les B-espéces. |1 est possible de faire 1a méme chose pour les F-espéces
virtuelles, lorsqu'on a une notion de substitution pour les F-espéces.
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